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PREFAZIONE 


Fin  da  quando,  nel  1886,  pubblicai  litografate  le  Lezioni 
di  geometria  differenziale  era  mìa  intenzione,  introdotte  succes- 
sivamente nel  corso  quelle  modificazioni  ed  aggiunte,  che  la 
pratica  dell'insegnamento  e  i  recenti  progressi  della  teoria  mi 
avrebbero  consigliato,  di  darle  più  tardi  alla  stampa.  L'utilità, 
del  lavoro  progettato  non  mi  sembrava  dubbia,  mancando  allora 
fra  le  pubblicazioni  italiane  e  straniere  un  libro,  che  trattasse 
per  esteso  le  applicazioni  del  calcolo  alla  geometria  delle  su- 
perficie. 

Oggidì  le  cose  sono  ben  cangiate.  Per  tacere  di  altre  opere 
minori,  possediamo  ora  i  tre  primi  volumi  della  magistrale 
opera  di  Darbous:  Legons  sur  la  tìiéorie  generale  des  surfaces, 
che  contiene  un  quadro  completo  di  tutti  i  risultati  ottenuti 
fin  qui  nel  campo  della  geometria  infinitesimale.  Se  ho  dato 
tuttavia  effetto  al  mio  primitivo  disegno,  vi  sono  stato  indotto 
dal  considerare  che  lo  scopo  ed  il  piano  del  mio  lavoro  diffe- 
rivano essenzialmente  da  quelli  dell' illustre  geometra  francese. 
Limitandomi  alla  esposizione  delle  parti  fondamentali  della  teo- 
ria e  delle  principali  applicazioni,  io  ho  avuto  principalmente 
in  mira  dì  raccogliere  in  un  volume  di  non  grande  mole  quanto 
è  necessario  ai  giovani,  che  desiderano  approfondire  le  appli- 
cazioni geometriche  del  calcolo,  per  impadronirsi  dei  metodi 
generali  e  porsi  in  grado  di  studiare  le  memorie  originali.  A 
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questo  riguardo,  dirò  subito  che  diversi  capitoli  del  libro  e  pre- 
cisamente i  capitoli  Vili,  XI,  XII,  XIII,  XV  e  XX  possono  essere 
omessi  in  un  primo  studio. 

11  metodo,  a  cui  il  presente  corso  è  totalmente  informato, 
è  quello  che  ripete  le  sue  origini  dalle  celebri  Disquisitiones  gè- 
nerales  circa  superficies  curvas  di  Gauss  e  consiste  nel  riguardare 
la  geometria  differenziale  come  lo  studio  di  una  forma  diffe- 
renziale quadratica  o  di  due  tali  forme  simultanee. 

Per  ciò,  dopo  un  primo  capitolo  che  tratta  delle  principali 
proprietà,  delle  curve  a  doppia  curvatura,  si  troverà  un  secondo 
capitolo  ove  sono  esposti,  in  tutta  brevità,,  i  fondamenti  della 
teoria  delle  forme  differenziali  quadratiche.  UH  algoritmi,  che 
da  questa  teoria  derivano,  hanno  il  grande  vantaggio  di  dare 
alle  formole  un  aspetto  semplice  ed  elegante,  che  facilmente 
si  imprime  nella  memoria,  mentre  permettono  di  conservare  alle 
hnee  coordinate  tutta  la  loro  generalità;  essi  vengono  usati 
costantemente  nel  seguito  del  libro,  a  cui  questo  capitolo  serve 
di  preliminare. 

Lo  studio  generale  delle  superficie  e  cioè  tanto  delle  proprietà 
inerenti  alla  loro  forma  effettiva  nello  spazio,  quanto  di  quelle 
invariabili  per  flessione  della  superficie  (teoria  dell'applicabilità) 
si  trovano  esposte  nei  seguenti  sette  capitoli  (IH,  IX).  Fanno 
seguito  tre  capitoli  (X,  XI,  XII),  che  trattano  delle  due  teorie, 
così  intimamente  legate  fra  loro,  dei  sistemi  doppiamente  in- 
finiti di  raggi  (congruenze)  e  delle  deformazioni  infinitesime 
delle  superficie  o,  se  si  vuole,  della  corrispondenza  per  ortogo- 
nalità d'elementi;  esse  hanno  già  dato  molti  risultati  importanti 
per  la  teoria  delle  supei-ficie  ed  altri  ancora  promettono  di 
darne.  H  capitolo  XIII  è  dedicato  alla  teoria  dei  sistemi  ciclici 
interamente  dovuta  a  lìibaucour,  che  si  lega  per  più  rapporti 
colle  due  precedenti.  Passo  quindi  a  trattare  delle  due  classi 
particolari  più  importanti  di  superficie  finora  studiate:  delle 
superficie  d'area  minima  (e.  XIV,  XV)  e  delle  superficie  a  cur- 
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vatura  costante  (e.  XVI,  XVII).  Nel  cap.  5IV,  partendo  dalle 
forinole  di  Weierstrass,  che  nel  modo  più  semplice  ed  elegante 
coUegano  la  teoria  delle  superficie  minime  con  qaella  delle  fun- 
zioni di  variabile  complessa,  espongo  le  generalità  relative  a 
queste  superficie.  Il  cap.  XV  porta  alcune  indicazioni  generali 
relative  al  problema  di  Plateau;  ma  invece  di  addentrarmi  in 
questo  studio,  che  presupporrebbe  nel  lettore  la  cognizione  della 
moderna  teoria  delle  equazioni  differenziali  lineari,  ho  prefe- 
rito trattare  per  disteso  il  classico  esempio  della  superficie  di 
Schwarz,  ove  poche  nozioni  sulle  rappresentazioni  conformi  ba- 
stano per  arrivare  allo  scopo.  La  continuazione  analitica  della 
superficie  di  Schwarz  viene  qui  studiata  con  mezzi  più.  elemen- 
tari di  quelli  usati  da  Schwarz  nella  sua  memoria,  avendo  solo 
riguardo  al  contorno,  che  definisce  una  prima  porzione  della 
superficie,  ed  utilizzando  poi  le  proprietà  dei  grappi  di  movimenti. 

Nel  primo  capitolo  sulle  superficie  pseudosferiche  (e.  XVI) 
viene  studiata  la  geometria  di  queste  superficie  e  dato  un  cenno 
della  geometria  non-euclidea,  col  sussidio  di  quella  loro  rappre- 
sentazione conforme  sul  serajpiano,  che  tanta  importanza  ha 
ricevuto  dalle  moderne  ricerche  sulla  teoria  dei  gruppi  di  so- 
stituzioni lineari  e  delle  funzioni  automorfe  (Klein-Poincarà).  Il 
capitolo  seguente  (XVII)  è  dedicato  ai  metodi  di  trasformazione 
delle  superficie  pseudosferiche,  in  particolare  alla  trasformazione 
di  Backlund.  Il  nuovo  teorema  relativo  alla  permutabilità,  di  due 
tali  trasformazioni,  dà  colle  sue  conseguenze  il  massimo  grado 
di  semplicità  all'applicazione  successiva  del  metodo  e  pone  in 
maggior  rilievo  l' importanza  della  trasformazione  di  Backlund, 
che  da  diversi  geometri  non  mi  sembra  abbastanza  riconosciuta. 

Il  libro  si  chiude  con  tre  capitoli  sulle  coordinate  curvilinee 
nello  spazio  e  sui  sistemi  tripli  di  superfìcie  ortogonali.  Nel 
primo  di  essi  (e.  XVIII)  si  trattano  le  generalità  relative  a  questi 
sistemi  sino  a  stabilire  l' importante  trasformazione  di  Oombe- 
scure-Darboux.  Nel  e.  XIX  mi  occupo  nuovamente  dei  sistemi 
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ciclici  di  Eibaucour,  e  applicandovi  la  trasformazione  di  Com- 
bescure,  ne  derivo  con  sole  quadrature  i  sistemi  tripli  ortogo- 
nali piii  generali  con  una  serie  di  linee  di  curvatura  piane.  Il 
seguito  di  questo  capitolo  tratta  delle  coordinate  ellittiche,  con 
applicazioni  allo  studio  delle  linee  geodetiche  sull'ellissoide.  L'ul- 
timo capitolo  in  fine  è  un  riassunto  delle  mie  memorie  sui  si- 
stemi tripli  ortogonali,  che  contengono  una  serie  di  superficie 
a  curvatura  costante. 

Mi  preme  da  ultimo  dì  avvertire  che  per  le  citazioni  nel 
testo  mi  sono  limitato  alle  piii  importanti,  in  particolare  a  ri- 
levare i  luoghi  dell'opera  di  Darboux,dai  quali  talora  ho  attinto. 

Per  supplire  alla  scarsitk.  delle  citazioni,  ho  posto  alla  fine 
del  libro  un  elenco  delle  principali  opere  consultate. 
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Curve  a  doppia  curvatura, 


Taugeute  e  piano  normale  —  Pi  ut  '•ai^ at  u  1  0  flcs  oiie  —  Piano  osculatore  — 
Normale  principale  e  binormale  —  becondd  curvatura  0  toraione  —  Formolo  di  Pronet 
—  Equazioni  intrinseche  di  una  cur^  a  —  Eliche  cilindiiche  —  Superficie  sviluppabili  — 
Sviluppabile  polare  di  una  curva  —  Stera  osculatiico  —-  Evolute  ed  evolventi  —  Traiet^ 
torie  ortogonali  di  un  sistema  co'  di  pian  —  Cune  di  Beitrand. 

1.  Per  definire  analiticamente  uni  cmva  (  iifeviamola  ad  un  sistema 
di  assi  Cartesiani  ortogonali  Ox,  Oy,  Os,  ed  esprimiamo  la  coordinate 
w,  Pj  z  di  un  punto  mobile  sulla  curva  in  funzione  di  un  parametro  m: 

Eispetto  alle  funzioni  x{u),  y{ii),  z{u)  diciamo  ima  volta  per  tutte  che 
si  suppongono  finite  e  continue  insieme  alle  loro  deìivate  prime,  seconde  e 
terze,  tranne  tutto  al  più  in  punii  speciali. 

Ad  ogni  valore  speciale  Mi  del  parametro  u,  entro  l' intervEiUo  in  cui 
sono  definite  le  funzioni 

x{u)  ,  j/{m)  ,  ^(w), 

corrisponderà  una  posizione  speciale  Mi  del  punto  generatore  M  e,  va- 
riando M  con  continuità,  il  punto  M  si  muoverà  nello  spazio  con  legge  con- 
tinua, descrivendo  la  curva  C.  Supporremo  poi  sempre  che  il  senso,  se- 
condo cui  il  punto  generatore  M  si  muove  quando  cresce  il  parametro  m, 
sia  preso  per  senso  positivo  della  curva  0,  l' opposto  per  senso  negativo. 
Il  più  delle  volte  assumeremo  per  parametro  0  variabile  ausiliaria  u, 
l'arco  s  della  curva  C  contato  a  partire  da  un  punto  fisso  (origine)  sulla 
curva.  In  ogni  caso  per  definire  s  in  funzione  di  u  abbiamo  la  ben  nota 
formola 


ds    /   /(feV     ,     i^^Y   _]_   (dz\^ 

dii   ~   y      \duj     "^   \d^)     "*"   \d^J    ' 

ove,  fissando  di  contare  s  nel  verso  crescente  di  w,  dovremo  scegliere  pel 
radicale  il  segno  positivo. 
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In  un  punto  M  della  curva  C  consideriamo  la  tangente  e  assumiiimone 
la  direzione  positiva  concordante  col  senso  positivo  della  curva.  Indicando 
allora,  come  faremo  costantemente  in  seguito,  con 

cos  a  ,  cos  p  ,  cos  •( 

ì  ooseni  di  direziono  positiva  della  tangente,  avremo  le  formole: 

éc  ^ 

,  cos  p  = 


\/m+mHfj    i/(s;+(2)'+(s)' 


KS)+' 

m 

'+m' 

ovvero  : 

(1) 

dx 

^      ds 

ds 
,     cosv  =  ^^. 

In  queste  forinole  (1)  è  indifferente  considerare  i  secondi  membri  come 
quozienti  di  differenziali  o  come  derivate  prese  rispetto  all'  arco. 

Il  piano  normale  in  M  alla  tangente  dicesi  piano  normale  della  curva; 
esso  ha  per  equazione 

g.—x)  cos  a  -]-  [Y—y]  cos  p  +  {Z—z)  cos  v  =  0 , 

essendo  X,  Y,  Z  le  coordinate  correnti  di  punto. 

2,  Dalla  devi^ione  più  o  meno  rapida  che  il  punto,  descrivente  la 
curva,  subisce  dalla  direzione  rettilinea  noi  gi«dichiamo  della  maggiore  o 
minore  flessione  della  curva  stessa.  Per  precisare  questo  concetto  e  ren- 
derlo suscettivo  di  misura,  consideriamo  un  punto  M  della  curva  ed  un 
punto  YÌcino  Mi  ;  se  dividiamo  1'  angolo  piccolissimo  As  che  formano  fra 
loro  le  direzioni  delle  due  tangenti  in  M,  Mi  per  la  Imighezza  d'arco 
MMi  ,  il  quoziente 

As 
arco  M  Mi  ' 

quando  Mi  si  accosta  indefinitamente  ad  M,  converge  verso  un  limite  de- 
termi)iato  e  fluito  che  si  assume  come  misura   della  p-ima  curvatura  o 

'flessione  della  cm'va  in  M.  Indicheremo  questo  limite  con  —  e  la  sua  in- 
versa p,  interpretata  come  lunghezza,  si  dirà  il  raggio  di  1°  curvatura. 
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Per  provare  l'esistenza  di  questo  limite  e  trovarne  in  pari  tempo 
1'  espressione,  facciamo  uso  delle  considerazioni  seguenti.  Col  centrò  nel- 
r  origine  e  con  raggio  eguale  a!!'  unità  descriviamo  una  sfera  e  intercet- 
tiamo colla  sua  superficie  i  raggi  condotti  parallelamente  alle  direzioni 
positive  delle  successive  tangenti  alla  curva.  Il  luogo  degli  estremi  di 
questi  raggi  si  dirà  l' indicatrice  sferica  delle  tangenti  ;  ad  ogni  posizione 
del  punto  generatore  M  ==  (x,  ì/,  z)  sulla  curva  0  corrisponderà  un  punto 
'ìA!^={x',y',  z")  sull'indicatrice  sferica  C  delle  tangenti  e  si  avrà  evi- 
dentemente 

(2)  x  =  cos  a  ,    y'  =  cos  S  ,    ^  :=  cos  7  , 

Ora  se  consideriamo  un  punto  Mi  della  curva  C  vicino  ad  M,  l'angolo 
Ae  sarà  misurato  precisamente  dall'  arco  di  cerchio  massimo,  che  sulla 
sfera  rappresentativa  unisce  i  punti  immagini  M',  Mi',  Trattandosi  di 
calcolare  il  limite 

1    ^     lim      As 
p         A6'=0    As' 

potremo  sostituire  a  Ag  il  corrispondente  arco  dell'  indicatrice,  che  per  As 
convergente  a  zero,  è  un  infinitesimo  il  cui  rapporto  a  As  converge  verso 
l'unità.  Indicando  con  ds  l'arco  elementare  dell'indicatrice  sferica,  avremo 
dunque  senz'  altro 


ovvero  per  le  (2) 


1  -ì  //rfcosaV         /rfcospV    1    /rfcos-(V 

"       e^   Vv^V  +l,"~S"y  +\^^h"')  ' 

Ove  si  assuma  s  per   variabile  indipendente,  questa  formola  si  può 
scrivere  per  le  (1) 


(3-) 


1      1 1fd'xy  ,  fd'tiy  ,  fd's'y 


In  queste  forinole,  convenendo  di  attribuire  aUa  prima  curvatura  sol- 
tanto un  valore  assoluto,  intenderemo  sempre  scelto  il  valore  positivo  del 
radicale. 

Osserviamo  subito  che  una  curva  C  non  pu6  avere  per  un  tratto  nulla 
la  flessione  senza  essere  rettilinea  per  quel  tratto,  giacche  per  le  conse- 
guenti equazioni 

d  cos  a  d  cos  p  d  cos  7  __  q 

ds  ds  ds 
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)bero  cos  %  cos  p,  eos  7  costanti  e  però  avremmo  le  f'ormole 
^=s  cosa-j-a  ,    !/=s  cosj?+^  i    ^=s  COS7-I-C  , 


con  a,  b,  e,  costanti 

3.  Fra  tutti 
ha  uno  che,  nelle  vi 


che  definiscono  una  linea  retta, 
iani  che  passano  per  il  punto  M  della  curva  C  ve  ne 
icinanze  di  M,  si  scosta  meno  di  ogni  altro  piano  dalia 
e  dicesi  il  piano  osculatore  in  M  alla  curva..  Scriviamo  infatti  l'equa- 
zione di  un  piano  qualsiasi  condotto  pel  punto  M  ^  {x,  y,  z)  sotto  la 
forma 

(4)  (X— x)  cos  a  +  (Y— y)  cos  h  +  (Z— «)  cos  e  =  0 , 

ove  cos  a,  cos  b,  cos  e  indicano  i  coseni  di  direzione  della  sua  normale. 
Prendendo  per  parametro  u  1'  arco  s  della  curva,  consideriamo  un  punto 
M'  vicino  ad  M  corrispondente  al  valore  s-\-h  dell'  arco,  essendo  h  infinite- 
simo (del  1°  ordine).  Se  ùkX,  Ai/,  As  sono  gli  accrescimenti  corrispondenti 
di  X,  y,  z  nel  passaggio  da  s  a  s-|-^,  per  la  distanza  d  del  punto  M'  dal 
piano  (4)  avremo  la  formola 

d  =  ^x  cos  a  -\-  Aij  cos  b  -\-  Ùis  cos  e . 

Ora  abbiamo 

/    ,  dx  ^     ,    d^x    h^    , 


ove  ei   S2  ,  Ss  sono  infinitesimi  del  3°  ordine  e  però 

'  dsj 
,     /  d^x     ,  ,    d^y     ,  \  li^    , 

+  ["^'la^  +  ""''lér  +  '"")■  2 +'^ 

essendo  '/j  infinitesimo  del  3"  ordine.  Il  piano  individuato  dalle  condizioni 

,  dx     ,  T  dy     ,  dz        . 

cos  a  —^ — Y  cos  0  -f-  +  cos  e  -^-  ^  0 
i  ds  as  OS 

ì  d^x     ,  ,   d^'U     ,  d^z 
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PIANO    OSC0LATOKB  0 

la  prima  delle  quali  esprime  che  il  piano  in  questione  passa  per  la  tan- 
gente, è  adunque  quello  die  nelle  vicinanze  di  M  meno  degli  altri  si 
scosta  dalla  curva.  Così  abbiamo  dimostrata  la  esistenza  del  piano  oscula- 
tore, la  cui  equazione,  per  quanto  precede,  possiamo  scrivere  sotto  forma 
di  determinante:  (*) 


(5) 


X — X 
dx 


Y-y 
dy 


Un  caso  d'  eccezione  si  presenta  quando  pel  punto  M  considerato  i  tre 
minori  della  matrice: 


ds^ 


ds^ 


siano  conteraporaneamente  nulli;  allora  il  piano  osculatore  in  M  è  inde- 
terminato. Ora  ciò  potrà  bensì  avvenire  per  punti  isolati  (singolari)  ;  ma, 
se  accadesse  per  un  tratto,  la  curva  sarebbe  per  quel  tratto  rettilinea.  E 
infatti,  tenendo  conto  delle  identità 


iy+(i)+(ì)'= 

X  d^x         dy  d^y         ds  i 


si  vede  che  il  quadrato  della  matrice  sopra  scritta  eguaglia  per  la  (3) 
il  quadrato  della  flessione.  Accenneremo  anche  ad  altre  definizioni  pel 
piano  osculatore  che  conducono  sempre    alla    equazione  (5).  Se    per    la 


(*)  È  chiaro  eie  se  la  variabile  indipendente   «   fosse  qufilunque  l'equazione   de! 
jiiiujo  osculatore  conserverebbe  la  medesima  forma 
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taiigento  in  M  e  per  un  punto  M'  di  C  tìcìuo  ad  M  si  fa  passare  un  piano, 
questo,  al  convergere  di  M'  verso  M,  tende  al  piano  osculatore  come  piano 
limite.  Similmente  il  piano  per  M  e  per  due  altri  punti  vicini  M ,  M" 
sulla  curva  tende  alla  posizione  limite  del  piano  osculatore  in  M,  quando 
si  facciano  convergere  simultaneamente  M' ,  M"  verso  M  (in  ^isa  che  le 
differenze  fra  !e  coordinate  di  M',  M"  non  diventino  infinitesime  d'ordine 
superiore  rispetto  alle  corrispondenti  differenze  con  M).  Per  quest'ultima 
proprietà  si  dice  anche,  in  modo  abbreviato,  che  il  piano  osculatore  in 
M  è  il  piano  condotto  per  M  e  per  due  punti  consecutivi  M' ,  M"  della 
curva. 

4  II  piano  osculatore  ed  il  piano  normale  alla  curva  in  M  si  segano 
secondo  una  retta  uscente  da  M  normalmente  alla  curva,  che  prende  il 
nome  di  normale  principale  in  M  alla  curva;  essa  è  quella  normale  della 
curva  che  giace  nel  piano  osculiitore.  Chiamasi  invece  hinormale  la  nor- 
male in  M  al  piano  osculatore. 

Conviene  fissare  in  modo  conveniente  le  direzioni  della  normale  prin- 
cipale e  della  hinormale  che  riguarderemo  in  seguito  come  positive  e  a 
tale  oggetto  premetteremo  le  osservazioni  seguenti. 

Consideriamo  il  piano  della  tangente  e  della  hinormale,  la  cui  equa- 


'  ds^ 


■tY-^);^-i  +  (Z-^)^  = 


poiché  questa,  a  causa  dell'  identità 

ds  ds^         ds  ds^  ds  ds^  ' 

e  della  equazione  (5)  del  piano  osculatore,  rappresenta  appunto  il  piano 
condotto  per  la  tangente  normalmente  al  piano  osculatore. 

Calcoliamo  ora  la  distanza  §  di  un  punto  M'  della  curva  prossimo  ad 
M  dal  piano  (6),  Indicando  con  k  l'accrescimento  (infinitesimo)  dell'arco  s 
nel  passaggio  da  M  ad  M'  e  con  AiC,  Ay,  Az  gli  accrescimenti  delle  coor- 
dinate, avremo 

,      d^x    ,     ,      d^ii    ,     ,      d^s: 

^^  1-^  +  ^y    ji  +  ^^  zr-i- 
_^  lis^    '       ^    ds^  ds^ 

ovvero  per  le  forinole  (a)  del  numero  precedente 
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BINOEMALE 


ove  f,  f  un  mGmteaimo  di  S°  oidme  iiapetto  ad  /(  Di  questa  forraoia,  il 
segno  di  §  nsultando  indipendente  di  quello  di  h,  ("")  sì  conclude  che  : 
NeU' ifttotno  dì  oqni  suo  funto  la  ruì  ea  giace  tutta  da  vnn  paìie  del  pano 
della  tangmte  e  della  binonnale  Per  faccia  po&itiva  di  questo  piano  si 
asbumera  quella  che,  nell'intorno  di  M,  e  iivolt^  verso  la  curva;  la  di- 
rezione positiva  della  normale  pimcipale  che  e  appunto  la  normale  a  questo 
piano,  ne  viene  cono eguente mente  fissata  come  quella  verso  cui  è  rivolta 
la  faccia  positiva  del  pi  \no  stesso  Indicando  adunque,  come  costantemente 


cos  6 ,      cos  7] ,     cos  C 

i  coseni  di  direzione  positiva  della  normale  principale,  avrei 
precede 

—  n  -^ 


(7) 


""'^^^'di^ 


^^=P^  ■ 


In  fine  per  direzione  positiva  della  binormale  converremo  di  fissare 
quella,  che,  rispetto  alle  direzioni  positive  già  fissate  della  tangente  e  nor- 
male principale,  è  orientata  come  la  direzione  positiva  dell'  asse  Oz  rispetto 
a  quelle  degli  assi  Ox^  Ot/.  Adottando  pei  coseni  di  direzione  della  binor- 
male la  notazione 

cos  >.  ,       cos  [1.  ,       cos  V  , 
avremo  per  ben  note  formole  della  geometria  analitica  (**) 

cos)>  =  cos|3  cos-;  —  cos 7  cost]    ,     cos;!.  =  cos 7  cose  — cosa  cosC 
cosv  =  cos«  COST]-— cos p  cosi 


(8)    cos  ).  =  f. 


dy     is 


d^y     d^i 


dx 


ix 

dy 
«fa 

i'x 

d'y 

ds' 

(*)  Esclusi  i  puuti  singolari  pei  quali    —  =  0. 
(**)  Si  ricordi  che  il  determinante 


risulta  eguale  all'unità  positiva  e 
complementare. 


3  elemento  eguaglia  il  minore  del  2"  ordine 
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Il  triedro  trirettangolo  individuato  dalle  direzioni  positive  della  tan- 
gente,  normale  principale  e  binormale  sì  dirà,  per  abbreviare,  il  triedro 
principale  in  M  della  curva  C. 

5.  Se  la  curva  C  è  piana,  il  suo  piano  osculatore  coincide  in  ogni  punto 
col  piano  della  curva.  Per  una  curva  gobba  invece  esso  varia  ai  variare  del 
punto  M  d' osculazione  e  la  rapidità  della  sua  deviazione,  cioè  dello  sco- 
starsi della  curva  dalla  giacitura  piana,  si  misura  colla  seconda  curvatura 
o  torsione  della  curva. 

Per  precisare  anche  qui  tale  concetto,  considereremo  un  punto  M  della 
curva  ed  un  punto  vicinissimo  Mi  ;  i  due  piani  osculatori  in  M,  Mt  com- 
prenderanno fra  loro  un  angolo  piccolissimo  Ao  e  il  quoziente 

A'i  ^  A3 

al  convergere  di  Mi  verso  M,  convergerà  verso  un  limite  determinato  e 
finito  che  si  assumerà  come  misura  della  torsione  della  curva  e,  preso  con 

un  segno  conveniente,  si  indicherà  con  , .  La  sua  inversa  T  si  chia- 
merà il  raggio   di   torsione.  Per  trovare  1'  espressione  di  ^  cominciamo 

dall'  osservare  che  1'  angolo  Ao  dei  due  piani  osculatori  è  misiu-ato  dal- 
l' angolo  delle  due  bìnormali  successive  in  M  ,  Mi.  Se  quindi  in  modo  d--! 
tutto  analogo  al  N."  2,  costruiamo  la  indicatrice  .'ferica  delle  hinormaU, 
il  cui  punto  generatore  ha  le  coordinate 


XI  =C( 

Mi  ,     SI 

=  COS|J. 

Z\  =  cosv  , 

1  con 

&,  indicliiamo  il 
dai 

suo  elemento  d'  arco 

=  \rdi? 

+  <'</!' 

+  fe>, 

ivremo  manifestamente 

!Ì0è 

1 

-   ds 

//f^cosXV  /rfcos;(.V     I     /dcosvV 

V     il&     )     ^   \ds")     '^   \df~) 

II  segno  della  torsione  sarà  fissato  convenientemente  nel  prossimo  nu- 
mero; intanto  osserviamo  che  le  uniche  curve  a  torsione  Jiulla   sono   le 

curve  piane.  E  infatti  da-=-  =■  0  segue  per  la  (9)  che  cos)-,  cos;j.,  cosv 
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sono  costanti;  prendendo  per  semplicità  la  direzione  fissa  della  binormale 
per  asse  delle  z  avremo  dunr^ne  cos  -,■  =  0  e  però 

2  =  costante , 

cioè  la  curva  è  tracciata  in  un  piano  parallelo  al  piano  xtj. 

6,  Andiamo  ora  a  stabilire  le  importantissime  formole  che  esprimono 
le  derivate  dei  nove  coseni  delle  tre  direzioni  principali  per  i  coseni  stessi 
e  pei  raggi  p,  T  di  1'  e  2"  curvatura. 

Tre  di  queste  formole  risultano  immediatamente  dalle  (7)  n.  4-  {pag.  7} 
che  danno 

(?cosa         cos  4  fi  cos p  cosi]  (^cos'f         cosC 

^  ^       ds  p     '  (h  p     '  ds  \, 

Ora  se  deriviamo  l' identità 

cos  ff.  cos  X     -|-    cos  p  cos  p.    4"    '^os  -(  cos  V  ^=^  0 
rapporto  ad  s  osservando  le  precedenti,  deduciamo 


,,,                         rf  cos).     ,            „    I^COSIl    ,                c^cosv 

—  0; 

r  altra  identità 

cosn+  cos^i.+  cos^v^  1 

derivata  rapporto  ad  .^  dà 

,   dcosX    ,              (/cosiJ.    .,             c^cos\ 
(e)                 co.).       ^^       +CO,i,       ^^     +«OBV-.-^^-. 

'  =  0 

e  dalle  [h)  (e)  combinate  risulta 

dcosX  .  rfcosH-  .  <iC08.            «°'P    ""■'    .     °™''  ""'-'    , 

coso 

cosi) 

*      ■      *       '      *                 cosii.    cosv          cosy    eoa). 

COSÀ 

COS|J. 

ofcosX  _  dcos\L 
ds      '      ds 

Ne  segue 

dcos'k  ,  ■%  //'dcos\\^  ,     fdcos\i.\^  ,     fdcoB-A^ 


r^COSfJ. 


ve 
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CAPITOLO    I. 


dcos  v  ^ 


•1  / /(IcobW^       /dcoH|i\^       f'dcosv^^ 


e  convenendo  ora  clie  i!  segno  lasciato  indeterminato  nella  (9)  si  assuma 
concordante  con  quello  determinato  dalle  formole  precedenti,  avremo: 


dcosX ^  COB  5  t^cosjj,        C0S7]  dcosv        cosC 

~ds~~  '~  ~T~    '       ^~ds~  ~  ^T~    '        ds  ^T"  ' 


Così  alla  torsione  verrà  attribuito  non  soltanto  tm  valore  assoluto  ma 
ben  anche  un  segno  determinato  e  resterà  solo  da  esaminarsi,  ciò  che  fa- 
remo fra  breve,  a  quale  circostanza  geometrica  corrisponda  il  segno  po- 
sitivo o  negativo  della  torsione. 

Completiamo  le  formole  (a)  (a')  con  quelle  relative  a 

dcosi  dcosT]  rfcosC 


)  clie  si  ha 
cos  i  —■■  cos  ■[  cos  |J.  —  cos  p  cos  V 
e  derivando  rapporto  ad  s,  osservando  le  (»)  ('('),  otteniamo 
rf  cos  ^         1 


-1 ■ —  —  yi.wa  i,  ..uo[J.  —   COSTj   COSV)  -|-  p.-,-(C0S7   COST)   —   cosp  cosC) 


-  =  —  (cos  Z,  r. 

los  0.        cos  ). 


e  T 

e  analogamente  per  le  altre  due  derivate. 

Riassumendo  admique  le  formole  ottenute,  abbiamo  il  quadro  seguente: 

Ìrfcosa  _  cos^  (?cos|3  _  cos'/]  i/cosT  _  cosC 

ds  [i  ds    .        p  da  \> 

rfc03^_        cos*       COSX      dcOSYj_        COS  [5      COS[>.       rfc0sC_        COSy       COSV 

'^^l"^s  i.  T""'  ~ds'~  ~~^  T"'  ~i~~  "T  T" 

dco^X  _  COSE  dco^\i.  _  cosTj  rfcosv  _  cosC 

\d^  ~  'T  '       ~dP  "  ~T"  '        ^s  T  ■ 

Sono  queste  le  formole  di  Frmet,  piìi  comunemente  note  sotto  il  nome 
di  formole  di  Serret. 

7,  Esaminiamo  ora  a  quale  circostanza  geometrica  coi'risponda  il  segno 
positivo  o  negativo  della  torsione.  Per  questo  considerando  in  un  punto 
qualunque  M^(3;,  y,  £)  della  curva  il  piano  osculatore. 

(X — x)  cos  \  -[-  (Y — y)  cos  [i  -)-  (Z — 2)  cos  w  =  0  , 
calcoliamo  la  (hstanza  dei  punti  M'  della  curva  prossimi  ad  M  da  questo 
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.  Ora  se  il  punto  M'  ha  le  coordinate 

x-\-Ax  ,  y-'r^f/  ,  z-{-^z 

risponde  al  valore  s+A  di  s  abbiamo 

{'''•'  =  di'' +  d?^  +  1Ì-' 

6 

1   .           dx  ,     ,    d^y  h'^    .    d^y 

6 

ds       ^  ds'    ì    ^  ds' 

V 
6 

1  Èi  Sì  É3  infinitesimi  di  ordine  superiore  al  3.°  rapporto  ad  h.  Per 
la  distanza  cercata,  computata  positiva  o  negativa  secondo  che  verso  M' 
è  rivolta  la  faccia  positiva  o  negativa  dal  piano  osculatore,  abbiamo 

5  =  Ax  cos/.  -j-  ^y  cosrj.  -j-  A^  cosv 


e  sostituendo  pei'  ^x,  liy, 
per  le  formolo  di  Frenet 

42   i    VI 

ilori  precedenti 

coli'. 

osser 

vare 

che  si 

ha, 

dz 

—  =  cosa 

ds 

d'x 
'   ds'~ 

cos 

P 

i     d'x 
''  dt' 

_         1 
P 

(  cosa 
ì      P 

+ 

T^ 

+  ' 

p       (^S 

ì 

risulta 

8  =  - 

"^  ff  T  *' 

'  +  ■'] 

dove  -y^  è  infinitesimo   con  h.  Supponendo  che  le  due  curvature  —  ,    7^- 

non  siano  nulle  in  M  (il  contrario    può  aver   luogo   soltanto   per  punti 
speciali),  si  vede  che  il  segno  di  S  cangia  con  quello  di  h  cioè:  la  curva 

traversa  in  M  il  piano  oscvlatoì-e  e  precisamente,  se  -=■  ^  0,  i!  punto  ge- 
neratore, movendosi   nel  senso   positivo  sulla  curva,  passa   dalla  faccia 

1 
positiva  alla  r 


esprimere  più  concisamente  questo  risultato  immaginiamo  i 
collocato  in  M  sopra  1'  una  o  1'  altra  faccia  del  piano  osculatore  e  rivolto 
verso  ìa  direzione  positiva  dalla  normale  principale.  La  curva  nell'iWKa^ 
sarsi  rispetto  all'  osservatore  passa  in  M  dalla  sinistra  alla  destra  0  dalla 
destra  alla  sinistjB;  nel  1."  caso  si  dirà  che  in  M  la  curva  è  destrorsa, 
nel  2.°  sinistrorsa.  Ed  ora  se,  per  fissare  le  idee,  supponiamo  che  sulla 
faccia  positiva  del  piano  xy  la  direzione  positiva  Ox  giaccia  a  destra  ri- 
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spetto  alla  Oy  avremo  il  risultato:  La  torsione,  calcolata  dalle  formale  di 
M-enet,  risulta  positiva  o  negativa  secondo  che  nel  punto  considej-ato  la  curva 
è  sinistrorsa  o  destì'orsa.  (*) 

8,  Possiamo  applicare  subito  le  formole  di  Frenet  alla  dimostrazione 
dell'importante  teorema:  Vna  curva  gobba  C  è  Rettamente  det&rìninata 
di  forma  dalle  espressioni  dei  raggi  p  T  (fi  1."  e  3."  curvatura  in  funzione 
dell'arco  s. 

In  altre  pai-ole  diciamo  che  se  due  curve  C,  C,  ad  eguale  arco,  hanno 
eguali  la  flessione  e  la  torsione,  esse  sono  sovrapponibili.  Indicando  cogH 
acconti  le  quantità  relative  alla  C,  avremo  intanto  per  ipotesi: 


Ora  muoviamo  la  curva  C  nello  spazio  in  modo  da  sovrapporre  un 
suo  punto,  p.  e.  l' origine  s=--0  degli  archi  al  punto  corrispondente  di  0 
e  contemporaneamente  ii  suo  triedro  principale  a  quello  di  0  nel  mede- 
simo punto  s=o.  Avi'emo  conseguentemente: 

cos  a  =  cos  a         cos  p'  =  eoa  ^         cos  ■/'  =  cos  ■(  \ 

cos  £'  =  cos  I         cos  '/j'  =  cos  ■/]    ,     cos  C'  =  cos  C  I  per  s  ==  0 . 

cosX'  =  cosX         cosij.' =  cos[i         cosv'  =  cos V  / 

Scriviamo  le  tre  formole  di  Frenet  della  1.'  colonna  del  quadro  (A) 
n.  6  (pag.  10)  tanto  per  la  curva  C  come  per  la  C'  : 

dcoBo.         cosi         dcos^  C( 


cusX 
T     ' 

rfcosj.  così 
eh      ~      T 

cosi' 

d  cos  V  cos  è' 
ds     "    T 

d  cos  e.' cos  ^       d  cos  S'  __        cosa 

ds  p     '         rfs  fi 

moltiplicando  le  prime  tre  rispettivamente  per  cosa'  COS £'  cosX',  le  tre 
seconde  per  cos  a.  cos  4  cos  X  e  addizionando,  il  2.°  membro  risulta  identi-  ' 
camente  nullo,  onde  segue 

—  (  cos  a  cos  a    -\-  cos  i  cos  ,'  -|-  cos  )■.  cos  ì.')  =  0 


(*)  Così  vediamo  obe  il  segno  della  torsione  risulta  indipendente  dal  acneo  positivo 
attribuito  alla  curva  come  risulta  anche  p.  e.  dalla  focmola 


)  positivo  di  s,  muta  il  segno  di  cos  X  rimaneado  cos  |  invariato. 
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cosa  cosV   -p  cos  ^  cos  5'  4"  cosX  cosX'  ^  cost'". 

Ma  inizialmente,  per  s=0,  il  valore  del  1.°  membro  è  egu£ 
nità,  onde  sarà  per  ogni  valore  di  s  : 

cos  a  cos  a'  -{-  cos  |  cos  Ì'  =  cos  \  cos  X'  =  1 
e  conseguentemente  (*) 

cosa'  =  cosa  ,     cos 4'  =  cosi  ,     cosX'  =  eos  ).. 
Similmente  dedurremo 

cos  p'  =  cos  p  ,     cos  r(  ^=  cos  tj       cos  i*.'  =  cos  |j. 
cos  Y  ^^  <^os  f  ,     cos  C  +  cos  C       cos  v'  ^=^  cos  V 


ds 


d  W  —y)  _ 


-  0 


Le  differenze  x — x,  y — y,  z — z  sono  dunque  costanti  ed  essendo  ini- 
zialmente nulle  saranno  sempre  nulle,  il  che  dimostra  il  nostro  teorema. 
Le  equazioni 

p-f,  («)      '      T  =  T(,) 

possono  dunque  dirsi  opportimamenfce  le  eqwisioni  intriìjsecke  della  curva, 
come  quelle  che  la  individuano  di  forma,  senza  riguardo  alla  sua  parti- 
colare posizione  nello  spazio. 

9.  Fondandoci  sui  teoremi  che  assicurano  la  esistenza  degli  integrali 
delle  equazioni  differenziali,  vediamo  poi  facilmente  che  :  Date  ad  arbitrio 
le  equazioni  intnnseche 

p_pW         t_t  (.) 

di  una  curva,  la  curva  corrispondente  esiste  effettivamente. 

Indicando  con  l,  m,  n  tre  funzioni  incognite  di  s^  scriviamo  infatti  il  si- 
stema delle  tre  equazioni  lineari  omogenee 

di  m         dm   l  n         dn   __   m 

^^^'  ;77  =  T  '      7ì.7         ~  T  "^  "T  '     1j7  ~   T 


(*)  laverò  da  questa  e<[uazioiie,  pei'  le  identità 

cos=  a  -^  cos^  5  4-  cos^  i  =  l 
cos^  a'  4-  cos'  P  -{'  eos^  X'  =  1 
seguo 

(cos  *'-  cos  af  -\-  (cos  ?— cos  If  +  (COS  'Ì-—CQS  'ì-f  -- 
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14  CAPITOLO    I. 

di   cui,  se   la   curva  esiste,  saranno  appunto,  per   le  forinole  di  Frenet, 

(cos  a,  eoa  i,  cos  >.)  ,     (cos  p,  cos  yj,  cos  [J.)  ,     (cos  ■(,  cos  C,  eos  v) 

tre  sistemi  integrali.  Sappiamo  dalla  teoria  delle  equazioni  differenziali 
che  dati  arbitrariamente  i  valori  iniziali  p.  e.  per  s=o,  delle  funzioni  in- 
cognite l,  )»,  n  esiste  un  sistema  integrale  Q,  m,  n)  delle  (10)  che  per  s=o 
si  riduce  al  sistema  iniziale  assegnato  {k  ma  nò).  Osserviamo  di  più  che 
se  {Ij m, n)  ,  (l'p  m, n)  sono  due  sistemi  integrali  delle  (10)  distinti  o  coin- 
cidenti, risulta  dalle  equazioni  differenziali  stesse 


■  +  «  w'  )  =  0 


II'  -\-  mm'  +  n n' 
Ciò  posto  prendiamo  nove  costanti 

^0  ^o' 


che  formino  i  coefficienti  di  una  sostituzione  ortogonale  e  indichiamo  con 

(l,  m,  n,)     ,     {V,  m,  n)       [f,  m",  w") 
tre  sistemi  integrali  delle  (10)  che  per  s=o  si  riducano  rispettivamente  a 
{la  ma  «o)     ,     (^o'  'ma'  na)        [la"  ma'  fia"). 
Risulta  dall'  osservazione  superiore  che  per  itdti  i  valori  di  s  saranno 

i       r        r 


i  coefficienti  di  una  sostituzione  ortogonale  e  in  particolare  sarà 

lì  +  l'i  +  l"^  =  1. 


x  =  J  l  ds  ,     ij  =  J  l'   ds  ,     z^  J  l"  ds 

0  interpretando  x,  y,  z  come  coordinate  di  un  punto  M  mobile  nello  spazio, 
la  curva  luogo  del  punto  M  avrà  evidentemente  s  per  arco  e 

l,         V,         l" 

a  coseni  di  direzione  della  tangente.  Se  inoltre  si  tien  conto  delle  equa- 
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EQUAZIONE    DI    RICCATI  15 

zioni  differenziali  (10)  cui  soddisfano  Q,,  m,  n)  ,  {l' ,  m' ,  n')  ((",  m",  «")  e 
delle  forinole  di  Frenet,  si  vedrà  subito  che  i  raggi  di  flessione  e  torsione 
della  C  hanno  appunto  le  espressioni  fissate. 

Da  ultimo  dimostriamo  con  Darbous  come  l'integrazione  del  sistema 
(10)  si  riduca  a  quella  di  un'equazione  differenziale  del  tipo  di  Riccati. 
Per  ogni  sistema  integrale  delle  (10)  si  ha 


lì  _|_  ,jj2  _|_  j^a 


=  cost" 


e  moltiplicando  l,  ni,  n  per  un  conveniente  fattore  costante  (con  che  si 
ottiene  un  nuovo  sistema  integrale  a  causa  della  omogeneità),  sì  può  sup- 
porre senz'altro 

l'  +  m' +  n'  =  l. 

Esprimiamo  allora  /,  m,  n  per  due  angoli  9,  'f  colle  formole 

l  =  sen  9  cos  e  ,    m  =  sen  0  sen  y  ,    «  =;  cos  9 

e  le  (10)  daranno  per  6,  tf  le  due  equazioni  simultanee 


(11) 


da 


firn  (p  _ 


».     S  +  =- 


cot  G  cos  ?  _|_    l 


T 


—  =  0  . 


Introduciamo  poi  come  incognita  la  funzione  e 
a^toti.o'l'C) 
e  dalle  (li)  ne  seguirà  per  n  ìa  equazione 
(12) 


"2T 


"  2T  ' 


dalla  quale  inversamente,  separando  le  parti  reale  ed  immaginaria,  seguono 
le  (11).  Il  problema  di  determinare  una  curva  daUe  sue  equazioni  intrin- 
seche si  riduce  dunque  alla  integrazione  della  equazione  (12)  dd  tipo  di 
Riccati. 

Per  note  proprietà  delle  equazioni  di  questo  tipo,  basta  la  conoscenza 
di  una  soluzione  particolare  per  risalire  con  quadrature  all'integrale  ge- 
nerale. 

10.  Applichiamo  ancora  le  formole  di  Frenet  allo  studio  di  un'im- 
portante classe  di  curve,   conosciate  sotto  il  nome  di  eliche  cilindriche. 


{*)  Il  sigaifinato  di  a-  s 
jiicssa  sulla  sfera. 
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16  CAPITOLO   r. 

Si  dà  un  tal  nome  a  quelle  curve  tracciate  sopra  una  superficie  cilin- 
drica arbitraria,  che  ne  tagliano  sotto  angolo  costante  le  generatrici. 

Distendendo  la  superficie  cilindrica  sopra  un  piano  l' elica  si  distende 
secondo  una  linea  retta,  e  poiché  nello  spiegamento  le  lunghezze  lineari 
non  si  alterano,  segue  che  una  proprietà  caratteristica  dell'  ehca  cilindrica 
consiste  altresì  nel  segnare  sul  cilindro  il  più  breve  cammino  fra  due 
suoi  punti. 

Collochiamo  l'asse  delle  z  parallelo  alle  generatrici  del  cilindro  e 
avremo  in  conseguenza 

cos  Y  =  eost'". 

Dalle  f or  mole  di  Frenet 

(^cosf cos^        rfcosC cosi        cosv       (^cosv cosC 


cos  e  =  0  {*)  ,    cos  V  =  e 

Abbiamo  dunque: 

1.°  In  ogni  punto  di  un'elica  cilindrica  la  normale  principale  del- 
l'elìca coincide  colla  normale  al  cUindro.  Questa  proprietà  è  evidentemente 
caratteristica  per  l'elica. 

2.  Per  ogni  dica  cilindrica  è  costante  U  rosario  delle  due  curvature. 
Anche  questa  2*  proprietà  è  invertibile  col  teorema  di   Bertrand:  Ogni 
curva  che  ha  costante  il  rapporto  delle  due  curvature  è  un'elica  cilindnca. 
Per  dimostrarlo  supponiamo  che  per  una  curva  C  sia 

essendo  k  costante.  Dalle  formole  di  Frenet  deduciamo 

dcosX        ;j  dcosa        dcos^         p   dcos^        daos-j p    dcosX 

ds     ^  "T      ds     '     "ds~  ^  T  ~ds~'  '        ds     ~  T"     ds 

ossia  per  l' ipotesi  fatta 

-—  (cos \~k  cos  a)  =  0 ,  -^r-  (cos n.  -  k  cos 3) ~  0  ,  -;-  (cos  v  —  k  cos  t)  =  0  , 
ds^  '  ds  ^      ^  ^'  ds  ^  "        ' 

da  cui  integrando 

cos  X  —  k  cos  K  =  A  ,    cos  |j.  ^  k  cos  p  ^  E  ,    cos  v  —  k  cos  y  =;  C 


I  —  =0,  ohe  appartiene  solo  alla  linea  retta. 
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ELICHE    CnjINDRICHB  17 

ove  le  costanti  A,  B,  C  soddisferanno  evidentemente  alla  relazione 

Ponendo  in  conseguenza 

cos).  —  ^cosM  =  "yl-l-^^  cos  a 

cos  fi  —  k  cos  p  =  yl-^-k  ^  cos  b 

cos  V  —  k  eoa  •[  =  Vl+^  ^  <!os  e , 

saranno  cos  a,  cos  h,  cos  e  i  coseni  di  una  direzione  fissa  nello  spazio,  colla 
quale  la  tangente  alla  C  farà  un  angolo  costante  a  causa  della  formola 

E. 

cos  a  cos  a  +  cos  ^  cos  h  -}-  cos  y  cos 


La  curva  C  è  adunque  un'  elica  della  superficie  cilindrica  che  si  forma 
conducendo  pei  punti  di  C  le  parallele  alla  direzione  fissa. 

11.  Per  stabilire  le  forinole  generali  relative  alle  eliche  cilindriche, 
prendiamo  l' asse  delle  z  parallelo  alle  generatrici  del  cilindro  e,  supposto 
elle  le  coordinate  x^  y  di  un  punto  della  sezione  retta  ^=0  del  cilindro 
siano  espresse  in  funzione  dell'arco  u  della  sezione  stessa  dalle  formo  le 

x=^x{ù}    ,     y^yiu), 

vedremo  subito  che  per  le  coordinate  di  un  punto  mobile  sull'  elica  si  avrà, 

x  =  x{ti)   ,    y^y{u)   ,    ;j  =  wcote,  e.) 

ove  6  indica  l' angolo  eostante  d' inchnazione  (che  si  può  suppon-e  acuto) 
dell'elica  sulle  generatrici  del  cilindro.  Applicando  le  formole  dei  §§  pre- 
cedenti troviamo 


,           du 
ds  = , 

,,  =  ^^   C''0 

=  sen  £*'{?()     ,     cosp 

=  sen.|,'M     , 

cosv  = 

cos 

licosa              „     „ ,  , 
-  - ,—  =-  sen^s  x"  (m)     , 

rfcosp        ^     g 

,f{u)    , 

rli  accenti  indicando  la  derivazione  rispetto  a  ti. 


{*)  Per  sempliftiti  contiamo  l'arco  «  dai  punto  ove  lii  sezione  reità  incontra  V  elica. 
('*)  Si  conta  l'arco  dell'elica  a  partire  dalla  sua  origino  sulla  sezione  retta. 
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>  CAPITOLO    I. 

Di  qui  segue  per  la  flessione  dell'elica 
1 


'  sen  ^  E  ^x"  ^  (m)  -|-  ^"^(m) 


OYvero 
(13) 


indo  -Tj    la  curvatura  della  aeaione  retta.  Per  la  torsione  -f^   troviamo 


poi  da 


(14) 


1 senscose 


li  segno  superiore  vale  per  le  eliche  sinistrorse,  l'inferiore  per  le 
destrorso  (n.  4  pag.  11),  come  risulta  anche  dalla  considerazione  geometrica 
diretta. 

Da  queste  formofe  segue  che  i  raggi  di  flessione  e  torsione  sono  co- 
staiiti  solo  per  le  eliche  del  cilindro  circolare  retto.  Una  tale  elica  diceai 
circolare  (*)  e  la  sua  proprietà  caratteristica  (secondo  Puiseux)  di  avere 
costanti  i  raggi  di  curvatura  corrisponde  alla  proprietà,  che  ha  a  comune 
soltanto  colla  retta  e  col  cerchio,  di  essere  in  ogni  sua  parte  sovrappo- 
nibile a  se  stessa. 

Fra  le  eliche  merita  ancora  speciale  menzione  Velica  dlindro-conica, 
che  definiamo  come  la  curva  individuata  dalle  equazioni  intrinseche 

fj  =  «s      ,       T  ^  6s 

con  Cf,  b  costanti.  La  sezione  retta  del  cilindro,  su  cui  tale  elica  è  descritta, 
è  caratterizzata  dunque  dalla  proprietà  che  il  suo  raggio  di  curvatura  è 
proporzionale  all'arco;  essa  è  quindi  una  spirale  logaritmica.  Ne  segue 
che  le  equazioni  della  nostra  elica  possono  porsi  sotto  la  forma 

a:  =  A  e'''  cos  f     ,       jy  =  A  e'''  sen  (     ,       ^  =  B  e*' 

dove  i  è  il  parametro  variabile  che  individua  i  punti  della  curva  e  A,  B,  A 

(*)  Essa  può  consideta.isi  generata  da  uà  punto  che  scorre  di  moto  uniforme 
lungo  una  generatrice  del  cilindro  cireokro,  mentre  questa  ruota  di  moto  uniforme 
attorno  all'asse. 
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i    INVUUPPI  lì) 

sono  costanti.  L' elica  è  quindi  ti'acciata  sulla  superficie 

..  +  ,._  |!..._o, 

che  è  un  cono  di  rotazione  attorno  all'  asse  z  col  vertice  nelì'  origine.  Essa 
taglia  sotto  angolo  costante  le  generatrici  del  cono,  cioè  è  una  lossodromica 
del  cono  {*).  E  infatti  pei  coseni  di  direzione  della  tangente  all'elica  si  trova 

A  (h  cosi  -  seni)        ^      A(h  seiit+  cosi)  B  /* 

eoa  a  =  — -  ■■■  ■  -.  cosp  =  ,  cos y  =  ■ 

^/A^+h^AHB^)  VAHAMAHB^)  ^/A.Hh^AH'iì^) 

e  per  quelli  della  generatrice  del  cono 

B 


VA^  +  B3  Va^'  +  b^  Va^  +  b^ 

h  VA^T B^ 


is  l  cos  (3  -\ 


VAhamahb^) 


Da  ciò  il  nome  di  elica  cilindro-conica  (**). 

12.  Allo  studio  delle  ulteriori  proprietà  delie  curva  gobbo  è  utile  pre- 
mettere alcune  brevi  nozioni  sulle  superficie  invihippi. 
Sia 

(15)  f  (x,  y,  z,  a)  ^  0 

l'equazione  di  una  superficie  contenente  un  parametro  arbitrario  a,  che  sup- 
poniamo variabile  con  continuità  entro  un  assegnato  intervallo.  Suppo- 
niamo inoltre  che,  nel  campo  di  variabihtà  che  si  considera  per  x,  y,  z,  a, 
la  funzione  f  sia  finita  e  continua  ed  ammetta  le  derivate  parziali 

^x  h/  iz  ìcL  ìa'^ 

pure  finite  e  continue.  Ad  ogni  valore  speciale  ai  di  a  corrisponde  una  par- 
ticolare superficie  del  nostro  sistema  oo^  (15);  variando  a  con  continuità, 
la  superficie  stessa  si  muoverà  deformandosi  in  modo  continuo  nello  spazio. 
Ora  consideriamo  una  speciale  superficie 

(16)  f  {x,  y,  ,,  .,)  =  0       , 


(*)  Sopra  una  superScie  q^ualeiasi  di  rotazione  dicesi  lossodcomioa  u 
tagli  sotto  angolo  costante  i  meridiani. 

(**)  Si  osservi  che,  spiegando  il  cono  ia  un  piano,  l'elica  cilindro  conic 
secondo  una  spirale  logaritmica. 
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del  sistema  ed  ima  vicinissima  corrispon dento  alla  variazione  A  del' para- 
metro 

f  {x,  y,  z,  «1  +  ft)  -  0. 

La  curva  intersezione  di  queste  due  superficie,  al  convergere  di  A  a  zero, 
converge  sulla  superficie  (16)  verso  una  posizione  limite  cìie  si  dice,  secondo 
Monge,  la  caratteristica  della  superficie  (16).  E  invero  alle  due  equazioni 
simultanee  precedenti  possiamo  sostituire  il  sistema  equivalente 

f  (X,  ,,  .,  »)  =  0,  fitti_»i+^t«lJtiiLO  _,  0  . 

La  seconda  di  queste,  al  convergere  di  h  a  zero,  converge  verso  l' e- 
quazione  limite 

e  si  può  dimostrare  rigorosamente  che  la  curva  detenniuata  dalle  equa- 
zioni aimultaneti 

è  appunto  la  curva  limite  cercata  (caratteristica).  Il  luogo  di  tutte  le 
caratteristiche  prende  il  nome  di  superficie  inviluppo  del  sistema,  mentre 
ogni  singola  superficie  del  sistema  dicesi  un'  inviluppata.  L' equazione  della 
superficie  inviluppo  si  ottiene,  per  quanto  pi'ecede,  eliminando  a  fra  le 
due  equazioni. 

0,  ciò  che  toma  lo  stesso,  traendo  i!  valore  di  a  in  funzione  di  x,  y,  z  dalia 
seconda  equazione  o  sostituendolo  nella  1°.  L' equazione 

/'  {X,  V,  h  a)  =-  0  , 

che  ci  rappresenta  l'inviluppata  per  a  costante,  rappresenta  altresì  l'in- 
viluppo quando  per  a  vi  si  sostituisca  la  funzione  di  x,  y,  z,  che  si  trae 
dall'  equazione 

V'     „ 


Dopo  ciò  si  vede  subito  che:  IJ  iìizikiiipata  tocca  l'inviluppo  lungo  tutta 
la  caratteristica. 
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SUPERFICIE   INVILUPPI 


E  invero  l'equazione  del  piano  tangente  in  un  punto  (x,  y,  z)  dell'in- 
viluppo è 


che  è  l' eq;!! azione  del  piano  tangente  all'inviluppata. 

Se  la  caratteristica  della  superficie  (16)  incontra  la  superficie  vicina 

/  (x,  y,  z,  «,  +  70  =  0  , 

i  punti  d'intersezione  si  muoveranno  sulla  caratteristica  al  variare  di  h 
e  al  convergere  di  ft  a  zero  convergeranno  verso  certi  punti  limiti  che 
determiniamo  ne!  modo  seguente.  Per  ciascuno  dei  detti  punti  d'interse- 
zione sussistono  le  equazioni  simultanee 

(»)      /■„=.,=  »■  (ta)» = «  ~  °  ■  f-"-  s-  ^,  «■+*)= (I  > 

all'ultima  delie  quali  possiamo  sostituire 


dove  -q  è  infinitesimo  d' ordine  superiore  al  2°  rispetto  ad  li.  Al  sistema  [«) 
possiamo  sostituire  il  sistema  equivalente 

f    -0  (^)    =0  ,  m    +%-»■ 

L' ultima  di  queste,  al  convergere  di  /i  a  zero,  converge  verso  l' equa- 
zione limite 


I  punti  limiti  cercati  sulla  caratteristica  a=^ai  sono  quindi  determinati 
dalle  tre  equazioni  simultanee 

II  luogo  dei  punti  limiti  delle  varie  caratteristiche  prende  il  nome  di 
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spigolo  di  regresso  deUa  superfìcie  inviluppo;  le  sue  equazioni  si  otterranno 
eliminando  a  fra  le  tre 

f^-0       ,         -'-    =  0       ,         ;-■-.=  0      , 

ovvero  traendo  a  in  funzione  di  x,  ij,  ^  dalla  terza  equazione  e  sostituendolo 
nelle  prime  due.  E  poiché  le  prime  due,  per  a  costante,  rappresentano  la 
caratteristica,  ne  segue  facilmente  che  og  ca  atte  st  ca  tocca  nei  punti 
linaiti  lo  spigolo  di  regresso  :  insomma  Io  sp  gole  d  regresso  (quando  esiste) 
è  sopra  la  superficie  inviluppo  1   nvlujj     delle  caratteristiche. 

13.  Per  la  teoria  delle  curve  gobbe  do  en  o  co  is  derare  esclusivamente 
il  caso,  in  cui  le  superficie  invi!  ppate  ono  p  an  nel  qual  c^o  la  su- 
perficie inviluppo  prende  il  nome  d  s  l  jpab  le  pei  u  a  ragione  che  ora 
diremo. 

La  caratteristica  di  ogni  piano  lei  &  sterna  sa  evidentemente  una 
retta  e  tutte  le  rette  caratterist  he  a  an  o  tan»  ti  allo  spigolo  di 
regresso  ;  la  sviluppabile  è  adunq  e  1  luogo  Ielle  tangenti  ad  una  curva, 
che  ne  è  lo  spigolo  di  regresso.  Il  p  no  mob  le  i  nv  luppata)  è  il  piano 
osculatore  dello  spigolo  di  regres  o  E  nf  tt  tene  lo  per  questa  curva 
le  solite  notazioni,  l' equazione  d  1  p  a  o  os  ulat  re 

{X.—X)  cos  X  -f  (Y^j/)  C03  \>.  +  (Z — s)  cos  V  ^=  0  . 

Per  ottenere  la  caratteristica  del  piano  osculatore  associamovi  quella 
che  si  ottiene  derivando  rapporto  al  parametro  s  cioè,  secondo  le  formole 
di  Frenet: 

(X—x)  cos  i  -\-  (Y — y)  eoa  ■/]  -|-  (Z— s)  cos  C  =  0  . 

Questo  secondo  piano  sega  il  piano  osculatore  lungo  la  tangente,  che 
è  adunque,  come  si  era  asserito,  la  caratteristica. 

Poi  altio  è  da  osseivirsi  che  lo  spigolo  di  let'ies'io  juà  liduiM  id 
un  punto  td  allora  la  sviluppabile  diventa  un  con  od  un  cihndio  se- 
condi che  questo  punto  è  i  distanzi  finiti  o  ali  infinito 

Ogni  piani  inviluppito  tocci  li  sviluppabile  lungo  tuttala  ietti  ti 
iitteiìstici  fgeneiatiice)  e  peib  i  piani  tangenti  di  una  sviluppabile  costi 
tuiscono  una  munita  semplice  mentre  per  ogni  altra  auperficie  i  piani 
tangenti  foimano  un  sistema  oo'(^) 

Il  nome  di  sviluppabile  viene  di  ciò  che  supposta  li  aiiperfic  e  fles- 
sibile ed  mestendibile  si  può  spiegirla  senza  rottuii  ne  duplicatuta  sul 
piano  Viceversa  ogni  -jupeiticie  ditata  d  tale  pioprieti  e  necessari  mette 
imt  s\iluppibile    tome  sart  di  mosti  ito  m  altio  capitolo 

(  )  In  ogni  trastormazioue  lineate  leetptoca  dello  spazio  una  superficie  gualinquc! 
Ha  tn  altri  '■iipeiicie    le  sviluppabili  invece  eomapondooo  dualmente  alle  cune 


y  Google 


23 

In  relazione  con  ogni  curva  gobba  tì  sono  da  considerare  tre  svilup- 
pabili inviluppate  rispettivamente  dalle  tre  faccie  del  triedro  principale. 
Quella  inviluppo  del  piano  osculatore  non  è  altro  che  il  luogo  delle  tan- 
genti alla  curva  data,  come  sopra  si  è  visto.  La  superficie  inviluppo  del 
piano  normale  alla  curva  C  prende  il  nome  di  smluppaUle  polare  della 
curva  C  e  di  questa  particolarmente  ci  occupereiiio. 

Rispetto  alla  terza  sviluppabile,  inviluppo  dei  piani  normali  alle  nor- 
mali principali  di  C,  diremo  soltanto  che  porta  il  nome  di  sviluppahile  retti- 
ficante della  curva  0;  essa  pasaa  per  la  curva  C  e,  spiegando  la  sviluppabile 
sul  piano,  la  C  si  rettifica. 

14.  Per  ricercare  gli  elementi  delia  sviluppabile  polare  di  una  curva 
data  C,  in  particolare  del  suo  spigolo  di  regresso,  applichiamo  le  regole  ge- 
nerali del  n.  12  partendo  dall'equazione  del  piano  normale  della  C  (piano 
inviluppante) 

(17)  (X— x)  eoa  a  4- (Y—;/)  cosp  +  (Z— £)  cos-;  =  0, 

nella  quale  assumeremo  naturalmente  come  parametro  che  individua  le 
posizioni  del  piano  mobile,  l'arco  s  di  C.  Derivando  la  (17)  rapporto  ad  s, 
otteniamo  per  le  formole  di  Frenet: 

(  18)  (X— x)  cos  i  4-  (Y— j/)  cos  vj  4-  {%—z)  cos  È  =  p  , 

e  queste  due  equazioni  associate  danno  la  caratteristica  del  piano  (17), 
cioè  la  generatrice  della  sviluppabile  polare.  Questa  è  adunque  perpendi- 
colare al  piano  osculatore  nel  punto  Mi  della  noi'male  principale  che  dista 
(nel  verso  positivo)  del  raggio  [j  di  curvatura  dal  punto  M  d'osculazione 
sulla  curva.  A  tale  punto  Mi  si  dà  il  nome  di  centro  di  curvatura  della 
curva  C  in  M  e  il  circolo  descritto  nel  piano  osculatore  col  centro  in  Mi  e 
col  raggio  MiM=p  dicesi  circolo  osculatore  a  di  curvatura  (*).  La  genera- 
trice della  sviluppabile  polare  è  adunque  la  normale  al  piano  del  cerchio 
osculatore  condotta  pel  suo  centro,  o,  come  ai  dice,  l'asse  dd  cerchio  oscu- 
latore. 

Ora  per  trovare  il  punto  Mo  ove  1'  asse  del  circolo  osculatore  tocca 
lo  spigolo  di  regresso  della  sviluppabile  polare,  dobbiamo  associare  alle 
(17)  (18)  quella  che  ai  ottiene  derivando  una  aeconda  volta  rapporto  ad  s. 
Tenendo  conto  delle  formole  di  Frenet  e  della  (17)  stessa,  questa  terza 
equazione  si  scrive 

(19)        (X—x)  eoa).  +  (Y—y)  cosi..  +  (7.—z)  cosv  =  —  T  ^ 

e  le  coordinato  xd  yi,  zn  del  punto  Mo  cercato,  sostituite  per  X,  Y,  Z  nelle 

i\  potrebbe  provaie,  è  duello 
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(17)  (18)  (19),  debbono  simultaneamente  soddisfarle.  Risolvendo  le  tre  equa- 
zioni lineari  rapporto  alle  differenze  Xd — x,  i/o — t/,  ^o — z,  troviamo  subito 
le  forinole 

;    xv  ^=  X  A-  p  cos  ;  —  T  -r-  cos  X 
;  ds 

(20)  1   .,.-y  +  pcos,-T|-cosp, 


La  sfera  descritta  eoi  centro  nel  punto  Mo^(iro  «/o  2o)  e  con  raggio  MoM 
dicesì  la  sfera  osculotrice  in  M  alla  curva  C,  perchè,  come  si  potrebbe  di- 
mostrare con  un  metodo  del  tutto  simile  a  quello  del  n.  3,  fra  tutte  le  sfere 
che  passano  per  M,  essa  è  quella  che  nell'intorno  di  M  meno  si  scosta  dalla 
curva  (*).  È  chiaro  che  il  circolo  osculatore  è  l' intersezione  deUa  sfera 
osculatrice  col  piano  osculatore.  Indicando  poi  con  R  il  raggio  deUa  sfera 
osculatrice,  abbiamo 

U'  ^  (xo-xy  +  (yo-yy  +  (^.-^)^ 
ossia  per  le  (20); 

(21)  R^^p^+T^(^y . 

15.  Andiamo  ora  a  studiare  in  relazione  eolla  curva  data  C  la  cui"va 
Co  spigolo  di  regresso  della  sviluppabile  polare,  che  è  al  tempo  stesso,  per 
quanto  si  è  visto,  il  luogo  dei  centri  delle  sfere  osculatrici. 

Indichiamo  con 

So  ,  cos  HO ,  cos  Po  ,  cos  Yo  ,    ...   pò  ,  To 

le  quantità  che  per  la  Co  sono  le  analoghe  delle 

s ,  cos  a ,  cos  p ,  cos  7  ,    ...    p ,  T 

per  la  curva  C.  Per  calcolarle  basta  differenziare  successivamente  le  (20),  fa- 
cendo uso  delle  formolo  di  Frenet.  Una  prima  differenziazione  dà: 

(20')  ,fc.=  -JÌ-+|^(t|)|c»,,*,     .,.  =  -|-J-+|(T|)ieos,*, 


(*)  Essa  puù  anello  definirsi,  con  ininor  rigore  di  linguaggio,  come  la  afera  cho 
passa  per  M  e  per  tre  punti  successivi  della  curva. 
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SVILUPPABILE    POLARE 

da  cui  quadrando  e  sommando 


dove  s  è  l'unità   positiva  o  negativa;  se  conveniamo  di  contare  So  cre- 
scente con  s,  il  segno  di  s  sarà  precisamente  quello  del  fattore 


P 
T 

+  l( 

:^i)' 

Nb 

risulta  intanto 

(22) 

COSi'0=— s 

cosX ,    i 

;OS^0  =  - 

-ecos|J. , 

cosYo  = 

—' 

.  COS' 

dalle  quali  nuovamente  differenziando 

—  eos 
P« 

da 
t.          «  ^  oos  . 

■  '    p»  " 

OS'/jo  =   - 

ds 
■s^cos: 

q ,  —  cosCo  -■ 

'-• 

di 

"T 

Ne 
(23) 

segue 

pò    ~ 

,  ds 
'    T   ' 

positiva  0  negativa. 

Abbiamo  pertanto 
(22')      cos  lo  =  —se'  cos  i    ,    cos  -qo  =  -  e  s'  cos  '/]    ,    cos  tu  =  —se'  cos  C 
e  da  queste  confrontate  eolle  (22)  risulta  ulteriormente 
(22")       cos  Xo  =  —  è'  cos  a  ,  cos  u,o  =  ^  s'  cos  p     eoa  vo  =^  —  s  cos  -f , 
dalle  quali  infine  differenziando  coli'  osservare  le  (22') 


(24) 


To 


Le  formole  precedenti  dimostrano  che  in  ciascuna  delle  due  curve 
C,  Co  la  tangente  dell'  una  è  parallela  alla  binormale  dell'  altra  mentre  le 
normali  principali  delle  due  curve  sono  parallele,  risultati  cbe  è  ben  facile 
vedere  geometricamente. 
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Ab  CAPITOLO    I, 

Ricerchiamo  ora  se  il  raggio  R  della  sfera  osculatrice  può  essere  una 
tostante.  Derivando  la  (21)  in  questa  ipotesi,  risulta 

T  ^-   i  P    +  A  (t  ^^'Ì   !  =  0 
ds    l  1   ^   (is    \      dsj   ) 

quindi,  T  non  essendo  nullo,  si  avrà 

a)  ir   "^  ^     '      ^^'^^     P  ^^  cost'° 

ovvero 

Nel  caso  a)  la  curva  è  a  flessione  costante  e,  dalie  (20)  sparendo  il 
3."  termine,  il  luogo  Co  dei  centri  delle  sfere  osculatrici  coincide  col  luogo 
Ci  dei  centri  di  curvatura.  Inoltre,  per  la  (21'),  è 


ed  essendo  qui  b  =  &',  le  (23)  (24)  danno 

e  le  (22'} 

cos  lo  ^  —  cos  È  ,  cos  7]o  =  —  cos  7]  ,  cos  Zi)'^^  —  cos  e  ; 
ne  segue  che  la  curva  Co  ba  la  stessa  flessione  costante  della  C,  mentre 
il  prodotto  delle  due  torsioni  eguaglia  il  quadrato  di  questa  costante. 
Inoltre  è  chiaro  che  il  luogo  dei  centri  di  curvatura  della  Co  è  la  curva 
primitiva  C.  Le  curve  a  flessione  costante  si  presentano  dunque  a  coppie 
aventi  a  comune  le  normali  principali. 

Esaminando  ora  il  caso  b),  abbiamo  dalle  (30') 

Xo  =  cost"     ,     i/o  =  cost"    ,     Zo  =  cost" 
e  però  la  curva  C  è  descritta  sulla  sfera 

(X-ny  +  (Y-ycY  (Z~so)^  ==  R^ 
fissa  nello  spazio.  Dunque  L' equazione  mtriseca 

A  _L  ^f  T  ^"l  =  0 
T   ^  ds\    dsj        ^ 

è  caratteristica  delle  cune  sferiche  (*). 


(*)  Si  osserverà  che  per  una  curva  qualunque  C,  bg  -^  +  ■  jT   M^    j~ 


nulla  in  un  punto,  ivi  la  sfera  osculatrice  è  stazionaiia  e  la  curva  O,,  La  nel  punto 
corriEpondente  un  punto  dì  regresso. 
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16.  Sopra  unii  curva  C  piana  o  gobba  imraagmiamo  avvolto  un  filo 
il^sibile  ed  inestendibìle  e  svolgiamolo  dalia  curva,  cominciando  da  un  suo 
punto  qualunque,  in  modo  ohe  il  filo  resti  sempre  teso  cioè  in  ogni  istante 
il  tratto  rettilineo  M'M  di  filo  svolto  sia  tangente  in  M'  alla  curva  C 
e  la  sua  lunghezza  eguagli  1'  arco  s'  di  sTolgimento.  L'  estremità  libera  M 
del  filo  descrive  una  curva  C,  che  si  dice  una  evolvente  della  C  mentre  C 
prende  il  nome  di  evoluta  della  curva  0. 

Se  con  x',  y',  z,  cos  a' . . ,  indichiamo  gli  elementi  relativi  alla  evoluta 
C  e  con  X,  y,  z,  cosa . , .  quelli  relativi  alla  evolvente  C,  dalla  costru- 
zione indicata  seguono  immediatamente  le  formole 
(25)        xJ- — a^^s'cosa',         y — i/^s'cosp',  »' — ^^s'cosy'. 

Da  queste  si  ha  differenziando 

s'ds         „       ,  s'ds  ,        ,  s'ds        ., 

dx=^  —  — T-  cos  £ ,    dy  =  —  '-;—  cos -q  ,     «2=—  — ^-cosC, 
P  l'  P 

cioè  la  tangente  all'  evolvente  è  parallela  alla  vo>  moie  principale  dell'evoluta. 
Il  problema:  data  l'evolwta,  tr<yoare  le  evolventi  è  risoluto  con  una  qua- 
dratura dalle  (25),  trattandosi  soltanto  di  tiovaie  s  m  funzione  del  pa- 
rametro che  individua  i  punti  di  C.  Osserviamo  che  m  t  entra  uni  co- 
stante additiva  arbitraria  e  perciò  una  curva  data  ammette  oo^  evolventi 
tutte  tracciate  sulla  sviluppabile  luogo  delle  tangenti  alla  cuiva  e  traiet- 
torie ortogonali  di  queste  generatrici. 

Occupiamoci  ora  del  problema  inverso:  Tioeaie  tutte  le  eiolute  di  una 
curva  data  C.  Le  incognite  del  nostro  problema  essendo  qm  gh  elementi 
relativi  alla  curva  C,  in  particolare  la  posizione  del  punto  M  dell'evo- 
luta nel  piano  normale  in  M  alla  evolvente,  prendiamo  m  questo  piano  pei 
assi  mobili  ausiliari  la  normale  principale  e  la  binoimale  e  indichiamo  con 
M,  V  le  coordinate  di  M'  rapporto  a  questi  assi,  per  le  coordinate  x ,  y  ,  z 
di  M'  avremo  evidentemente 

x'^^=  X  -\-  u  cos  i-\-  V  cos  X 
)  y'=  j/  +  J(  cos  Tj  +  «  cos  |). 

z^  z  -\-  n  cos  C  -f-  ■*'  cos  V  . 

Si  tratta  ora  di  determinare  u,  v  in  funzione  di  s  in  guisa  che  la  tan- 
gente in  M'  alla  curva  luogo  del  punto  M  sia  precisamente  la  normale 
M'M  della  0;  dovremo  esprimere  cioè  che 

dx'  dy  dz 

ds      '       ds      ^      ds 
sono  proporzionrili  rispettivamente  a 

u  cos  I  -|-  II  cos  >.     ,       u  cofi  t} -\-  v  eoa  ■),     ,       u  cos  C  +  »  cos  v , 
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CAPITOLO    I. 


Eseguendo  le  derivazioni  col  tener  conto  delle  forinole  di  Frenefc,  tro- 
viamo che  le  condizioni  necessarie  e  sufficienti  cui  debbono  soddisfare  u,  v 
si  risolvono  nelle  due  seguenti 


du    ,      V  \  1 


_  dg  ds    1 

r  ultima  delle  quali  integrata  dà 


are  tg 


f^r^ 


ì!  =  fj  tang  (t-|-c) 
dove  e  è  una  costante  arbitraria  e  si  è  posto 


-~£ 


Il  problema  proposto  si  risolve  adunque  con  una  quadratura  dalle 
formolo 

/   x  ^  X  ^  p  CQsi  -]-  [j  tang  ('i-i-c)  cos  X 

(26)  {  «/'  =  «/  +  p  C0S7]  -j-  P  tang  {'z^c)  cos  \ì. 

\  d  ^  z  4"  P  cos  C  +  P  ti^iig  ('^"f*-')  cos  V . 

Osserviamo  le  formo  le 

/  cosa'=  cos  (t-|-f^)  cos^  -\-  sen(T:-|-c)  cosX 

(^')  \   cosa' =  cos  (t-l-*:)  cosT] -j- sen('c-f"CÌ  cos|J. 

\   cos^'  =  cos  (t-j-c)  cosE  -|-  sen  {^-\-c)  cosv  , 

elle  seguono  immediatamente  da  queste  ;  ne  risulta  :  l'angolo  che  la  tangente 
aUa  evoluta  forma  colla  normale  princj.pale  deUa  evolvente  è  dato  da  t+c. 

17.  Corrispondentemente  agli  infiniti  valori  delle  costante  e  nelle  (26) 
abbiamo  co^  evolute  della  curva  data  C  tutte  tracciate  sulla  sua  svilup- 
pabile polare.  Si  potrebbe  vedere  che,  ove  la  sviluppabile  polare  si  spieghi 
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in  un  piano,  le  co^  evolute  si  cangiano  nelle  rette  di  un  fascio  (*).  Se  la 
evoiveute  è  piana,  essa  lia  un'  evoluta  piana  cioè  il  luogo  i^ei  suoi  centri 
di  curvatura  ;  le  altre  evolute  sono  eliche  del  cilindro  retto  (sviluppabile 
polare)  che  ha  per  base  l'evoluta  piana. 

Un  teorema  molto  importante  per  le  sue  applicazioni  risulta  dall'os- 
servazione in  fine  del  numero  precedente.  Se  consideriamo  due  diverse 
evolute  della  curva  data  (ì  comspondenti  ai  valori  a  a  della  costante 
arbitraria  e,  la  differenza  ci — ca  rappresenta,  pe!  teorema  notato,  l'angolo 
compreso  fra  le  due  tangenti  alle  rispettive  evolute,  uscenti  da  un  me- 
desimo punto  M  della  evolvente,  onde  risulta: 

A)  Le  tangenti  a  due  diverse  evolide  uscenti  da  un  medesimo  punto 
della  evolvente  formano  fra  loro  un  angolo  costante. 

È  utile  enunciare  questo  risultato  sotto  forma  alquanto  diversa  così: 

B)  Se  le  yenei  ah  ici  di  una  superficie  sviluppabile  si  fanno  ruotare  at- 
torno ai  ìispettwi  putiti  d'incontro  con  una  loro  traiettoria  ortogonale,  nel 
piano  noi  male  di  questa,  di  un  angolo  costante,  U  luogo  ddle  nuove  posi- 
zioni delle  gmeìatitcì  ?  un'altra  superficie  sviluppabile. 

18.  Il  metodo  usato  al  n  16  per  trovare  le  evolute  di  una  curva  data 
può  applicarsi  alla  risoluzione  dell'altro  problema:  Determinare  tutte  le 
curve  C  di  cut  una  curva  assegnata  G  è  il  luogo  dei  centri  delle  sfere 
osculatncì  La  nceica  proposta  equivale  evidentemente  a,  quella  delle  curve 
C  che  tagliano  ortogonalmente  una  serie  assegnata  a>^  di  piani  (piani  oscu- 
latori della  curva  C).  Se  C  è  una  tale  curva  ed  M'  è  il  punto,  ove  essa 
incontra  ortogonalmente  il  piano  osculatore  della  C  in  M,  fissiamo  la  po- 
sizione di  M' in  questo  piano  mediante  le  sue  coordinate  cartesiane  orto- 
gonali M,  V,  riferite  alla  tangente  e  normale  principale  di  C  come  assi. 
Indicando  a!,  y' ,  d  le  coordinate  di  M',  riferite  agli  assi  fissi  nello  spazio, 
avremo  così: 


0  che  se  nelle  (26)  si 


c«s(.+c) 
si  costruisce  il  quadrato  dell'elemento  lineale  della  sviluppabile  polare,  si  trova 

à^^  -\-  ày'^  +  i!ì'^  =  (J  E^  +  E^  àc? 
elemento  lineare  del  piano  in  coordinate  polari,  il  che  dimostra  la  proprietà  indicata 


/  x'  ~X  -\-  u  cos  a  4-  i)  cos  i 

(28) 

'   1/'  =  y  -\-  u  eos  ^  -\-  V  cos  i] 

\   z'  =  z-\-  u  cos  Y  -f-  p  cos  : 

(")  Anticipando 
considera  e  come  vi 

sulle  nozioni  dei  prossimi  capitoli  osscrv 
miibile  e  poBendo 
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dx        dy'       dz 
e  la  condizione  imposta  alla  L  ,  luogo  di  m. ,  porta  che  --^-  ■<    —r'    -37 

siano  proporzionali  rispettivamente  a  cos  \ ,  cos  [i. ,  cos  v ,  il  clie  dà  per 
le  funzioni  incognite  u,  u  di  s  le  equazioni 

dv  __         u  du  V 

ds  ~^         f     '    ''s  ~   r> 
ovvero,  cangiando  la  variabile  indipendente  s  col  pori'e 


dv  du 

do  do 

La  V  si  determina  adunque  dall'equazione 

che  integrata  dà: 

e  =  (,■  cos  o  -\-  é  sen  a  —  cos  □j'sen  0  ds  ■}-  sen  cj'cos  a  ds  , 

dove  e,  e'  sono  costanti   arbitrarie.  Successivamente   abbiamo  u  = 


Il  =  e  sena  —  e'  cosa  —  sen oj'sen  a  (fo  —  cossj'cosa  ds. 

Sostituendo  i  valori  trovati  di  11,  v  nelle  (28),  avremo  determinate  con 
quadrature  le  curve  C  richieste  che  costituiscono,  come  era  evidente  a 
priori,  una  doppia  infinità. 

19.  Abbiamo  osservato  al  n.  15  che  le  curve  a  flessione  costante  si 
presentano  a  coppie  di  curve  coniugate,  aventi  a  comune  le  normali  prin- 
cipali. Ci  proponiamo  ora,  con  Bertrand,  il  problema  generale  dì  determi- 
nare le  curve  C,  per  ciascuna  delle  quali  ne  esiate  una  seconda  C  avente 
le  stesse  normali  principali  di  C.  Indicando  cogli  accenti  le  quantità  re- 
lative a  C,  per  le  coordinate  a;',  -i/,  d  del  punto  M'  di  C  corrispondente  al 
punto  M  di  C,  avremo: 

(29)      x  =  X  -\-  k  cos  6  ,     y  ^^=  ij  -\-  k  cos  t]  ,     s'  =^  s  -f  ^  cos  t  , 

ove  h=f  [i)  indica  il  tratto  di  normale  principale  M'  M.  Oia  dobbiamo 
avere  in  primo  luogo,  essendo  per  ipotesi  la  M'  M  normale  in  M'  alla  C; 
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Dalle  (29)  segue  poi  derivando 

/   cos  a'  =  cos  3  cos  a  +  seii  ^  cos  À 

("")  {   cos  p'  =  cos  a  cos  p  +  sen  a  cos  [i. 

\  cos  7'  ^  cos  a  cos  7  +  seii  0  cos  v 


V(-}y+^-j     V('- 


e  □  indica  evidentemente  l' angolo  delle  due  tangenti  alle  C,  C  in  due  punti 
corrispondenti. 

Derivando  nuovamente  le  (30),  dalle  formole  di  Frenet  e  dall'  ipotesi 
che  la  C  abbia  le  stesse  normali  principali  della  C  risulta 

a  =  cost'*. 

Dunque;  La  curva  supposta  C  ha  le  due  cwvature  legate  dalla  equa- 
zione lineare 

keosa        ksena    , 

■    T ^  +  S«a_0. 

Viceversa  se  una  curva  C  ha  le  due  curvature  legate  da  una  relazione 
lineare 

f 
senza  che  siano  costanti  insieme  p  e  T,  prendendo 

si  avrà  una  seconda  curva  pienamente  individuata  C  colle  stesse  normali 
principali  di  C.  Indeterminazione  si  presenta  soltanto  nel  caso  in  cui  p  e  T 
sono  costanti,  che  allora  qualunque  valore  costante  di  k  risponde  alla 
questione.  La  C  in  tal  caso  è  un'  elica  circolare  ;  la  superfìcie  rigata  delle 
sue  normali  principali  si  presenterà  più  tardi  in  questi  studi  col  nome  di 
elieoide  rigata  d' area  minima.  Come  si  vede,  tutte  le  traiettorie  ortogonali 
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delle  generatrici  sono  allora  altrettante  eliche  circolari  (  dello  stesso 
passo  di  C). 

20.  Terminiamo  questo  capitolo  col  dare  per  quadrature  le  equazioni 
esplicite  delle  curve  di  cui  tratta  il  numero  precedente,  curve  che  si  dicono 
di  Bertrand.  Ridurremo  perciò  ]a  questione  al  caso  delle  curve  a  flessione 
costante  colle  considerazioni  seguenti. 

Data  una  curva  C,  proponiamoci  di  trovarne  una  seconda  C  che  ad 
eguale  arco  abbia  la  normale  principale  parallela  a  quella  di  C,  Indicando 
allora  con  a  l' aiuolo  delle  due  tangenti  in  punti  corrispondenti  di  0,  C 
avremo  manifestamente 

(31)     cos  a' =  coso  cosa  +  sena  eosX  ,  cosp'  =  c030  cos  [B  +  sena  cos  [J:, 
cos  Y  =  cos  a  cos  y  +  sen  o  cos  v  . 

Se  si  derivano  queste  formole  osservando  !e  formole  di  Frenet  e  l' i- 
potesi  :. 

(31')  COSr  =  ±  cosi     ,      C03Vj'  =  + COSf),     ,      cosC  =+  cosC 

risulta,  come  al  numero  precedente 

0  =^  cost". 
Viceversa  se  o  è  costante,  le  formole 

x'  =  ^^(cosa  cosa  -)-  seno  cosy)  ds 
y'  =  J^(coso  cosp  -4"  seno  cosjj.)  ds 
z   =  y  (coso  cos-f  +  sena  cosv)  ds 

ci  definiscono  (a  meno  di  una  traslazione)  una  curva  C  che  sta  colla  C 
nella  relazione  domandata.  Insieme  alle  (31)  (81')  notiamo  le  altre  che  ne 
seguono 

(31")    cosX'  =  ±coso  cos?>  +  senacos«  ,    cos|)/  =  +  co5ocos|J.  +  senacosp, 
cos  v'  =  ±  cos  a  cos  V  +  sen  o  cosy  ■ 
Dalle  (31)  (31')  (31")  seguono  per  derivazione  le  formole 
/    1  i  cos  a    ,    sen  a  ) 


(32) 


I    1    (  sen o         cosa  \ 


cioè  le  due  curvature  della  C  sono  combinazioni  lineari  omogenee  di  quelle 
della  C. 
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Se  la  0  è  una  curva  di  Bertrand  di  equazione  intrinseca: 


perchè  la  curva  derivata  C  sia  a  flessione  costante 

Ora,  per  determinare  tutte  le  curve  a  flessione  costante  — ,  osserviamo 

che  per  una  tale  curva  è  : 

/rfcosaV         /doos^y         /dco^Y  _    l 
\    ds    J    ~^  \    ds    J    ^  \    ds    J    ~  a~^ 

e  le  forniole 

X  =  J  cos  cds ,    y  =  J"cos  p  ds  ,     z  --^J  cos  -(  ds 
possono  scriversi 

(32)         X  =  a  J  cono,  do  ,     y  =  u  J'cos ^  tfo  ,     s  =  a  J  cos 7  da  , 
posto 


(38)  d'Z  =  \'{dconay -l  (deus {i)^~{-(d cos -(y. 

Viceversa  prendiamo  tre  funzioni  arbitrarie  cos  a. ,  cos  p  ,  cos  ■(  di  un 
parametro  u  legate  dalla  relazione 

eos^  a  -\-  cos^  p  +  <^os^  ■(  =  1 

e  le  formole  (32),  ove  rfa  ha  il  valore  (33),  definiranno,  come  subito  si 

verifica,  una  curva  a  flessione  costante  -     ,  che  sarà  d' altronde  la  curva 

più  generale  di  questa  classe. 
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Forme  differenziali  padriticlie. 


Forme  q^uadratiohe  algebriche  -■  Definizione  degli  invarianti  e  paramct.ri  differenziali 
di  una  torma  diffprLOiialL  ijuiidiitici,  —  Piirametro  differenzi  ale  1."  A  i  U —  Parametro 
differenziale  misto  V  (J  V)  —  r  juivalenza  di  due  forme  diffei'eDaiali  quadratiche  — 
Sin  boli  di  ChriBtotfel  i  tre  mdiei  (!')((""'  Derivate  seconde  covarianti  — 
Parametro  diffeienziale  BcLOcdo  A  ^  U  —  Simboli  a  quattro  indici  —  Curvatura  di  una 
foiuift  dilfeienziale  binaria  —  Founì  culiica  covariaute  a  due  forme  differenziali  qua- 
dratiche smiultinLe  —  E,id  ziua    ili  due  forine  differenziali  binarie  simultanee  a  forma 


21,  Per  la  ti-iitta,zione  aisteinatjca  della  teoria  delle  superficie  nell'in- 
dirizzo inaugurato  da  Gauss,  a  cui  il  presente  corso  è  informato,  è  indi- 
spensabile che  premettiamo  alcune  nozioni  fondamentali  sulla  teoria  delle 
forme  differenziali  quadratiche.  Questo  sarà  l' oggetto  dell'  attuale  capitolo, 
ove  del  resto  ci  limiteremo  a  quanto  è  necessario  pel  nostro  scopo  ('').  I 
semplici  algoritmi,  cLe  desumeremo  da  questa  teoria,  ci  permetteranno 
di  condensare  in  poche  formolo  trasparenti  le  equazioni  fondamentali  della 
teoria  delle  superficie. 

Conviene  premettere  alla  nostra  ricerca  un  breve  cenno  sui  teoremi 
algebrici  relativi  alle  forme  quadratiche  (**).  Consideriamo  una  forma  qua- 


(*)  Le  principali  nieiaorie  che  hanno  servito  alla  redazione  di  questo  capitolo  sono 
le  seguenti  : 

BBLTKAnn.  —  SiiUa  teorica  generale  dei  parametri  d-ifferenzialì.  (Atti  dell'Accademia 
deUe  Scienze  di  Bologna,  25  febbraio  1869). 

Chbistoepel.  —  Veher  die  Transformation  der  hoimgmen  D^erenUdausdriicke 
amfeiten  Grades.  {Journal  von  Creile,  Bd.  70). 

Kioci.  —  1."  Sui  parametri  e  gli  invarianti  ddle  foì-me  guadratiche  differemnali. 
(Annali  di  matematica,  Sfi  2.*,  T.  XIV). 

3.»  DeUe  De}-Ìvazioni  covarianti  e  contravarianti,  Padova  1888. 

WEiNaiETBN.  —  Iféber  die  Tkeorìe  der  aufdna/rider  abwickéRiaren  OberJUicìten. 
(Pestscbrift  der  Technischon  Hoeliseulo  zìi  Berlin  1883). 

{'*)  Cf.  Boltramì  1.  e. 
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dratìca  f  ad  n  variabili  xi  Xì  . . .  xn 

(1)  t==2a,.t,x.         (a,,  =  ,..,), 

dove  \&  sommazione  indicata  si  riferisce  a  tutte  le  combinaKiani  degli 
indici  »■,  fi  prese  dalla  serie  I,  2,  . , .  n.  Rispetto  ai  coefficienti  (costanti) 
ara  suppon-eiuo  soltanto  che  il  determinante 

«11   aia   ■  ■  «111  ', 

«ai  avi   ■  ■  ( 


che  dicesi  il  discì-iminante  della  forma  f,  sia  diverso  da  zero.  Cangiamo  1 
variabili  x  nelle  nuove  variabili  ce'  colla  sostituzione  lineare  ( 


(2) 


,■  =  y  2'''i  ^'i 


0'=1,  2,  .  •  »)  , 


gli  H^  coefficienti  della  sostituzione  p^  essendo  soltanto  supposti  tali  che 
il  loro  determinante 


.    pn2 


lh,n 


sia  diverso  da  zero  (che  altrimenti  fra  le  x  dovrebbe  s 

lazione  lineare,  mentre  si  suppongono  indipendenti).  Per  la  sostituzione  {2} 

la  f  si  cangia  in  una  nuova  forma  quadratica  f  nello  al  : 


(3) 


i  nuovi  coefficienti  d-. 

pik  della  sostituzione  colla  formola 


per  gH  antichi  e  pei  coefficienti 


(4) 


'  2  «),(>.  n,  -Pf. 


Dalle  (4),  indicando  con  a  il  discriminante  di  f,  segue  per  la  regola 
di  moltiplicazione  dei  determinanti,  il  teorema  fondamentale  espresso  dalla 
formola 

(5)  ,i  =  V'„. 
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Pongasi  ora 

(6,  X.  =  |-¥=|»„.v, 

da  cui  risulta,  risolvendo  rapporto  alle  x: 

(6")  xi^  ^   y^  A*s  Xe  , 

dove  con  Ais ,  come  costantemente  in  seguito,  si  indica  U  complemento 
algebrico  di  aks  nel  discriminante  a  diviso  per  a  stesso.  Ayondo  riguardo 
alle  (6),  (6*),  si  formi  la  somma  ^  ^''  -'■''■  ^  risulterà 

2  Sr  av  =  2  ''-■»  xr  a-.  =  2  A"  ^''  X'  ■ 
La  forma  quadratica 

(7)  F    :-    2  ^-    ^^    ^» 

si  trasforma  nella  f  colla  sostituzione  (6),  come  inversamente  la  /'  nella  F 
colla  (6*),  che  può  anche  scriversi 

—  Jl    ^ 

^''"  ~  Y  iXk' 

Come  si  vede,  (a  relazione  fra  /'  e  F  è  reciproca  e  le  due  forme  qua- 
dratiche fj  F  diconsi  perciò  forme  reciproche. 

Supponiamo  ora  che,  mediante  la  sostituzione  lineare  (2),  la  f  si  tra- 
sformi nella  /'  e  sia 

P'  =  2A',«  XV  X's 

la  reciproca  di  f.  È  facile  vedere  che,  colla  sostituzione  trasposta  della  (2) 

la  F'  si  cangia  nella  F.  E  invero  la  F'  si  muta  nella  reciproca  f  per  la 
sostituzione 

(8)  X'r    =    2  «'-    ^^   ' 

la  F  nella  /'  per  la  (6)  e  la  /'  nella  f  per  la  (2j.  Ora  ahhiamo  per  la  (6)  : 

2  Ihr   Xj    =    ^  an:  Piv    Xi  , 
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indi  per  la  (2) 

21  PH-    Xi    =     y,  Oik  Pi,-  pi;s    -J^s  , 

che  possiamo  scrivere  per  la  (4) 

2  p,  X,  =  2  «:,.  ,.  ; 

questa  confrontata  colla  (8)  dà  appunto  la  (2*). 

Risulta  di  qui  che  le  Ars  si  esprimono  per  le  AVs  come  le  dn  per 
le  «M  ,  scambiati  gli  indici  delle  p;  si  ha  cioè 

(9)  A"=  SA',.  JVX  ?.(,., 

X.  [j, 

fonnola  che  importa  notaj'e. 

22.  Essendo  xi ,  xs, ...  x«,n  variabili  indipendenti,  dxi  ,  dxì  . . .  dxa 
i  loro  differenziali,  consideriamo  la  forma  differenziale  quadratica 

(10)  f  =  2  n>s  dxr  dxs         (nr8  =  flsi-), 

ove  i  coefficienti  «u  sono  date  funKÌoni  delle  x.  Rispetto  a  queste  fun- 
zioni supporremo  che,  nel  campo  di  variabilità  delle  x  da  considerarsi, 
siano  finite  e  continue  e  ammettano  tutte  le  derivate  parziali  prime  e  se- 
conde rispetto  alle  x  pure  finite  e  continue;  inoltre  nel  campo  stesso  il 
discriminante  a  della  f  sarà  supposto  sempre  diverso  da  zero. 

Se  esprimiamo  le  n  variabili  x  per  n  nuove  variabili  arbitrarie  x'  colle 
formole 

Xi  =  fi   (x'i  X'ì    .    .  3/«)  (j  =  1,    2,    .   .   .   w) , 

ove  nuovamente  per  le  funzioni  fi  dello  x'  si  riterranno  le  ipotesi  prece- 
denti, i  differenziali 

dxi    dxì    .  .  .    dxu 
subira,nno  la  sostituzione  lineare 

(11)  dxr  =  '^ìh-i  ddi  ,  ihi  =  —4: 

e  la  /■  si  ciingiorà  in  una  nuova  forma  differenziale  quadratica 

(12)  f  =  ^aV,  dv:,-  dd,. 


'ix-,     '^x 

113)  »v,  =  2  „,,  ^  J  . 
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Il  modulo  M  della  sostituzione  lineare  (11)  sui  ditì'ercnzi^ili  è  qui  il 
determinante  funzionale  delle  a^  rapporto  alle  ^  : 

li  =^     J  f^i  ,  ^3   ■  ■  ■  x„)    ^ 
ì {x'i  ,  x'-2,  .  .  .  x'»)  ' 
e  si  ha 

a-  =  M.^«, 
essendo  a,  d  i  rispettivi  discriminanti  di  f,  f". 

Serbando  alle  A™  ,  AVs  il  significato  del  numero  precedente,  abbiamo 
dalla  (9) 

(1*)  À"  -  2  A'.      $^   gì    . 


>-:J    ìd 


Supponiamo  ora  di  avere  una  espressione  formata  coi  coefficienti  i 
della  f  e  colle  loro  derivate,  prime,  secondo 


di  tale  natura  che  quando  si  open  un  cangiamento  quihiasi  dpU?  )(  v  i 
riabilì  a:  essa  si  cangi  nella  espressi  )ne  foimita  nello  stessj  modo  cji 
coefficienti  a  a  della  forma  tiasfoimata  /  e  delle  loro  denvate  diiemo 
allora  che  w  è  un  tniaiianfe  diffeìeiiside  deUa  fotina  f  Se  in  un  espres- 
sione f  dell»  natma  precedente  oltre  ai  coefficienti  della  formi  fcndi- 
mentale  f  &  ille  loro  deiivate  entra  un  ceito  numero  di  funzioni  aibitiiiie 
XJ,  V,  insieme  cjlle  Ifio  deiivite  di  tal  guisa  che  per  un  mutamento 
qualsiasi  di  Taiiabili  si  abbia  ancoia 

essendo  TJ' ,  V  . . .  le  U  ,W  . .  stesse,  cangiatevi  le  x  nelle  ^'^  diremo  che  'f 
è  un  parametro  differenziale. 

Insomma  i  parametri  differenziali,  relativi  ad  una  forma  quadratica /j 
sono  espressioni  formate  coi  coefficienti  della  f,  con  un  certo  numero  di 
funzioni  arbitrarie  e  colle  derivate  dei  coefficienti  e  delle  funzioni,  che  non 
cangiano  di  forma  per  un  mutamento  qualsiasi  di  variabili.  Ove  in  una 
tale  espressione  mancliino  le  funaioni  arbitrarie,  si  avrà  un  invariante 
differenziale. 

Prima  di  procedere  alla  efl'ettiva  costruzione  dei  parametri  differenziali, 
che  ci  occorrerà  conoscere  per  le  applicazioni  alla  teoria  delle  superficie, 
sarà  bene  chiavii-e  il  metodo  che  seguiremo  (*)  colle  osservazioni  s 


C)  Cf,  specialmente  Ricci  M.  e. 
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Supponiamo  di  conoscere  una  ftima  diffeienziiif  quidiitic*  o  di  grido 
superiore  ((i,  i  cui  coeffioienh  siano  formati  coi  coetùcienti  delia  tonni  fon- 
damentale f  e  colle  loro  deiivite  e  insieme  con  un  eeitc  nunieio  di 
finzioni  arbitrarie  e  di  ìoio  deiivate  e  li  ({i  sia  di  tile  naturi  che  mu 
taudo  comunque  le  variabili  si  tingi  nelli  fornii  difleienziile  ji  foimi,ta 
nel  medesimo  modo  rispetto  alla  foima  tia'ìfcimata  f  e  alle  funzioni  ar 
bitrarìe.  Diremo  in  tal  caso  che  la  foima  ])  e  cooaìiaìitf  alla  /  ed  e  chiaio 
che  se  consideriamo  fj  -^  come  due  forme  algebriche  (nei  difleienziali) 
costruendo  i  loro  invarianti  s  multauei  as'soluti  otterremo  appunto  dei  pa 
rametri  o  degli  invarianti  di&eien/iali  ddla  f  'ìeecndo  the  nei  coeffiuenti 
della  :[i  entrano  o  no  funzioni  arbitrarie 

23.  Se  TI  è  una  funzione  aibitriria  di   n     »         '     nel  i^uadidto  del 
suo  differenziale  primo 

abbiamo  manii'estamente  una  forma  differenziale  quadratica  covariante  alla 
forma  data.  Indicando  con  k  una  eostante  arbitraria  sarà  quindi  anche 


dXr  dxs 


una  forma  covariante  a  /'.  I  coefficienti  delle  varie  potenze  di  k  nel  quo- 
ziente del  discriminante  della  'f  pel  discriminante  della  f  saranno  quindi 
altrettanti  parametri  differenziali  colla  funzione  arbitraria  TJ,  In  partico- 
lare il  parametro  differenziale,  coefficiente  della  T"  potenza  di  k,  che  in- 
dicheremo con  Al  TJ,  Ila  manifestamente  il  valore 

(15)  4.  II  =  S    A,.  '-^  ?-?  ; 

esso  porta,  secondo  Beltrami,  il  nome  di  parametro  differenzkde  primo 
della  funzione  U. 

Sia  ora  V  una  seconda  l'uirzione  arbitraria:  nel  prodotto  dei  due  dif- 
ferenziali 

d^5  dY  -=  >]  ?—   \^  dxr  dx. 

abbiamo  nuovamente  una  forma  covariante  afe,  ripetendo  V  osservazione 
superiore,  col  sostituire  alla  forma  f  l'altra 

01  :=  y  I  ars  A-  k  \  —    -—  ]   dxi-  dx.i 

vediamo  che  l'espressione 
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è  un  parametro  differenziale  con  due  funzioni  arbitrarie  U,  V.  Questo  si 
indicherà,  con  Beltriimi,  col  simbolo 

V  (U,  T) 

e  si  chiamerà  il  parametro  differenziale  misto  di  U ,  V.  È  chiaro  che  se 
nel  parametro  differenziale  misto 

(16)  V(B,  V)  =  2  A.,  l^^I 

sì  fa  V  =^  U  si  ottiene  il  parametro  differenziale  primo  Ai  U. 
24.  Diciamo  equivalenti  due  forme  differenziali 

f  =  \  Ois  dXr  dXs       ,  y^'  =^  X   ars   (fc'v  dsis 

se  è  possibile  dare  a,  Xi  Xì  .  .  .  Xn  tali  valori  in  funzione  di  x'x  a!^  . . .  sén 
che  la  prima  forma  si  cangi  nella  seconda.  Se  le  due  forme  f,  f  sono 
date,  cioè  sono  date  le  ars  in  funzione  delle  x  ,  le  a'vs  in  funzione  delle  a/, 
neir  ipotesi  delia  loro  equivalenza,  dovranno  le  funzioni  incognite  x  delle 
3^  soddisfare  a  certe  equazioni  alle  derivate  parziali,  la  cui  ricerca  è  l' og- 
getto del  presente  numero.  Partendo  perciò  dalla  formola  (13)  n,  22  pag.  37 

deriviamola  rapporto  ad  una  qualunque  delle  .(/,  sia  x't  ;  avremo  (*) 

,,      ijlrs  ^  ^    Mjk  ^    ÌXl^    iXi^     ,      y  {      i^Xj        ^JCj  >Xi        !^\Xi     ) 

^^'       33^<  ~^l     ÌXl    :>a^r    iV,    tWi'"*"   %"'"  (ÒC^r^^'    i^'    "^  S^"'  i^>  ^«^"t  )' 

Scambiamo  in  questa  l'indice  s  con  t,  scambiando  nello  stesso  tempo 
nella  somma  tripla  del  2°  membro  gli  indici  di  sommazione  k,  l  onde  ri- 
sulta 

'òdri Y  'han    'ìx,    ixt    ixi         w,  (    ^%i     ^Xt     ,    _^^  _J.^3''} 

In  quest  ultuna  scirnhiamo  i  con  ?  peimutando  nella  somma  tripla  del 
2°  membio  p  ne!  ^^econdo  termine  della  somma  doppia  gli  mdici  i,  k. 


(*)  Si  riLordi  che  le  a     '■ono  funzioni  immediate  delle  ^ 
oni  delle  j"  io  quanto  queste  sono  contenute  nelle  j  o  per 
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EQUIVALENZA    DI    DUE   EOBME    DIFPEBENZIALI 

La  forinola  così  ottenuta 

,  V      t''  àsi Y  iot!  i^  ìiXk   ixi        Y 

^^'-  ~  è  "^  i^  W7  J^  +  ^  "' 


sommiamo  colla  {b)  e  dalla 


3  «Vi 


\  'ile,  tó    ^-a/T  "'"   ?^    cVrJaì'i) 

la  (a);  otteniamo: 
HartN    Bat;    «"^a;!     3a;( 


^   /"i)«,-i    .    "bau  __  3 CT,-tN    'iXj    oxj    òxi 
m   V^        ^  "  '^J    ^^y  ^a^'    ^^t 

Dividendo  l'ultima  equazione  per  2  e  mutando  nella  somma  doppia 
del  2"  membro  l'indice  di  sommazione  h  in  ly  avremo: 

Introduciamo  con  Christoifel  il  simbolo  a  tie  indici 


(17) 


1  fha^ 

2  'y^xt 


e  gli  stessi  simboli  per  la  forma  trasformata  f  indichiamoli  coli' accento  ; 
la  formola  precedente  si  scrive  allora 


si  -y^dXi 


Moltiplichiamo  quest'ultima  per 


A'„, 


sommando  rispetto  ajj.,  i  da  1  a«  ricordando  che  per  la  {14)  n.  22  pag.  38  è 

ix^  ÌXi 

i  osservando  che  ^  a  ,■;  Avj  =0  se  i  ^  v  mentre  è  invece  ^  au  A^j  =  1 
er  i  ^  V ,  si  ottiene 


^  ,,-,  ,,      rrs]\  '_^v_^,  te,    Sx^ 


2  A,, 


te',i),T's 
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42  CAPITOIO    11. 

Inti-oducianio  i  iiuoyì  simboli  Christoflel  a  tre  indici 

(18)         Y^i^2K\::\, 

indicando  cogli  accenti  i  simboli  analoghi  costruiti  per  la  forma  trasfor- 
mata. Otteniamo  così  !e  equazioni  fondamentali  clie  volevamo  stabilire; 

<^>  V,Ja/,   ^  <^  (   V   )'y,  W;  ~  ^  (  11.)    ^x'~   ' 

che  esprimono  tutte  le  derivate  seconde  delle  funzioni  incognite  per  le  de- 
rivate prime. 

25.  I  simboli  di  Christoffel  a  tre  indici  saranno  usati  costantemente 
in  seguito  ed  è  quindi  necessario  che  ci  tratteniamo  alriuanto  sulle  loro 
proprietà. 

I  simboli  di  i"  specie  L  detiulti  dalla  (17),  godono  evidoiitemento 

della  proprietà  : 

onde  per  la  (i8)  segue  che  anche  in  un  simbolo  di  2"  specie  (  f  lo 
scambio  dei  due  indici  superiori  non  ne  altera  il  valore. 

Osserviamo  poi  che  mentre  i  simboli  si  esprimono  per  le  de- 

rivate dei  coefficienti  della  forma  fondamentale,  inversamente  ciascuna  di 
queste  derivate  si  può  esprimere  come  aggregato  di  due  tali  simboli.  E 
invero  si  ha 

ì<u  _  [in  ,  r kii 

ix^~  \   k   ^  \     i    \' 


(19) 


È  da  notarsi  poi  cbe  mentre  i  simboli  di  2°  specie  si  esprimono  per  quelli 
di  1"  colla  (18),  inversamente  i  secondi  si  esprimono  per  i  primi  colla 
forni  ola 

Notiamo  in  fine  la  formula  che  esprime  la  derivata  logaritmica  del 
discriminante  a  rapporto  a  una  qualsiasi  delle  x  come  aggregato  di  sim- 
boli a  tre  indici  di  2.'  specie. 

Per  la  regola  di  derivazione  dei  determinanti  abbiamo 


j^  ta  _  2^  u 


ixi 
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SIMBOLI    DI    CUKISTOITEL 

ovvero  per  la  (19)  ' 


■^-LVj  +  2A..[r]^ 


le  due  somme  del  2.^  membro  sono  eguali  onde 

1      ^a    _  V  V    A      r^  ^1 
2«    ^^i  "   f  ^      ''   \   k  \   ■ 

Introducendo  i  simboli  di  2.''  specie,  secondo  hi  (18),  abbiamo  dunque 
per  la  formola  richiesta 

Dalla  (20)  deduciamo  una  formola  di  cui  dovremo  t'nr  uso  fra  breve. 
Scriviamola  perciò  (come  sopra) 

•^  ^i  ti       L  ^  I 

r  ;  ìc^ 
e  aggiungendo  da  una  parte  e  dall'  altra  ^  A,t      .    1 1  osservando  che 


femo 

^J,■,  ■ 

Ora  ess 

enJo 

^  Aa  Oli  =  cost'° , 

i-ivatido  1 

■apporto  a  jTi  e  sommando  rispetto  ad  i 

rùult» 

>,  Art  -—  =  —  y  fl  u  -T—  , 

onde  la  formola  richiesta 

26,  Servendoci  delle  formole  fondamentali  (I)  del  n.  24  pag.  42,  pos- 
siamo ora  costruire  una  forma  differenziale  quadratica,  covariante  alla 
forma  data  f,  i  cui  coefficienti  siano  formati  con  quelli  di  /"  e  colle  de- 
rivate prime  e  seconde  dì  una  funzione  arbitraria  U  {xi  x^  x%  . .  Xn)- 
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Indicando  infatti  con  U'  ciò  che  diventa  la  li,  sostituendovi  per  le  x 
i  loro  valori  in  funzione  delle  «',  abbiamo  evidentemente 


_^_  =  y__ '  _f    (    y,...,  ._._J_  , 

^XyiXs  '^  ^X,,    ÌX,,      !fX,-     ^Xs  *^  ÒX        ix'r^x's 

cioè  per  la  (I) 

y        S =  "V ^  ^  ^   y  5'       ,  —  ^ 

^3;V  O^/s       ■7  ■  I'-  '   ^»^'„         '^'■'■^v  ^^u  ^^'''  •"'^'        ^-f  ^'  V  '   teV  cW,  ia:^  ■ 

Se  nella  somma  tripla  del  2."  membro  mutiamo  gli  indici  di  somnia- 
zione  i,  ky  v  rispettivamente  in  v,  m  i,  la  precedente  si  scrive 


te",  >x',        •^'■/.\   te,,        -'    1  ^ 


te,,  te,",'         -4*  '.  'M  y»;;  (   tef 


IL» 

Introduciamo  ora  la  iiotaKÌone 

e  servendoci  della  notazione  analoga,  cogli  accenti,  per  la  forma  trasfor- 
mata, avremo: 

^■x      ix 

<^^^  ^-  -^\.^:.  d- 

Questa  formola  dimostra  che  le  combinazioni  delle  derivate  prime  e 
seconde  della  funzione  arbitraria  U  indicate  nella  {22}  col  simbolo  TJ 
s(mo  appunto  i  coefficienti  di  una  forma  ijuadratica  covariante  alla  fon- 
damentale /",  giacché  dalla  (23)  segue  evidentemente 

^  U'rs  dx'r  dx'n  ^  y  U,  ,    (ic,,  dx_,    . 

V,|J. 

Perciò  le  Ui-s  si  diranno  le  derìmte  seconde  covarkmti  della  funzione  U 
rispetto  alla  forma  quadratica  fondamentale  f. 
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PABAMEIEO    DIFTEBENZULE 

Operando  ora  sulla  fuiiiia  coyauajite 

2  Urs  dxr  tlx, 

(che  può  dirsi  il  differenziale  secondo  covariante  della  U),  come  al  n.  23 
sul  quadrato  del  differenziale  primo  di  U,  concluderemo  che  i  coefficienti 
delle  varie  potenze  di  k  nel  quoziente  del  discriminante  della  forma 

2   {drs-^k    U,s)    dXr    dXs 

pei  discriminante  della  forma  primitiva  sono  altrettanti  parametri  diffe- 
renziali (secondi)  di  U.  In  particolare  il  coefficiente  di  k,  che  indicheremo 
sempre  con  Aa  U  e  chiameremo  il  parametro  differenziale  secondo  di  U, 
sarà  dato  da 

(24)      A,-D  =  2A..U,.  =  2A»  i  ^    -   2  !"i  v''  I- 

Osservando  la  (21)  del  numero  precedente,  possiamo  dare  all'  espres- 
sione di  Ai  TJ  un'altra  forma,  che  sarà  poi  quella  più  frequentemente 
usata  nelle  applicazioni.  Sostituendo  nella  (24)  ai  simboli  di  2."  specie 
quelli  di  1.",  abbiamo 

A.  u^  2/"  ,„:,-,  -,.}.f^-^'^  [i\^r' 

ma  si  ha  per  la  (21) 


- 

2/"['Ì 

*]   ~   ' 

,  i^v/«  +  2 

«si 

)A,, 
te-  ' 

onde 

As 

U  = 

1 

-2  2i' 

^-^ 

;(S)  +  2 

_Ao 

+  lS^ 

Sx,    i 

;a. 

= 

1 

.1??' 

/a  A,, 

+  2 

i     Sa;.-  1 

1 
i 

che  possiamo  i 

scrivere  sotto  la  forma  definitiva: 

(25) 

A,  U  = 

~^- 

l^rsAW^ 

1- 
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Osservazione.  —  Per  la  teoria  delle  forme  binarie  (che  escIusÌYaraente 
si  presentano  nelle  applicazioni  alla  teoria  delle  superficie)  i  parametri 
differenziali  introdotti 

Al  U  ,  V  (TJ,  V)  ,  Aa  TJ 

sono  i  fondamentali.  E  invero  ogni  altro  parametro  differenziale  si  riduce 
alla  ripetuta  applicazione  dei  tre  aimboli  operatorii  precedenti  (*}. 

Sarà  bene  però  considerare  esplicitamente  un  altro  parametro  diffe- 
renziale secondo  molto  importante  nella  teoria  della  applicabilità.  Lo  de- 
finiamo come  il  quoziente  dei  due  discriminanti  delle  forme 

Un  dxi^  4-2  Uia  dxi   dx^  +  Uas  dxs^ 
(fu   dxi^ -}- 2  «13  dxi  dx2  ■}- aii  dxì'^ 

e  indicandolo  con  Aaa   TJ  abbiamo: 


Esso  si  esprime  del  resto  pei  parametri  fondamentali  colla  formola 

,„P.,               .      „        2  A,  U.  V  (U,  A,  U)-A.  (AiP) 
(^6  )  A„  TJ  = ^^-p . 

27.  Le  forme  covarianti  alla  fondamentale  che  f,  abbiamo  costruito 
sin  qui,  contenevano  nei  loro  coefficienti  delle  funzioni  arbitrarie.  Andiamo 
ora  a  costruire  una  forma  covariante  di  4.°  grado  nei  differenziali,  i  cui 
coefficienti  sono  formati  con  quelli  della  primitiva  e  le  loro  derivate  (prime 
e).  Per  tal  modo  saremo  in  grado  di  procurarci  degli  invariatài 


Tanto  si  può  conseguire  eliminando  con   opportune   operazioni  dalle 
equazioni  fondamentali  (I)  n.  24  le  derivate  seconde. 
A  tale  oggetto  scriviamo  le  due  formolo  (I)  : 


te, 

ir, 

S^ 

F.- 

-    1 

Jt, 

^Xh 

W 

^  ~ 

=    1 

Deriviiimo  la  prima  rispetto  a  x'     la  seconda  rispetto  a  ic'g   e  sottrag- 
gliiamo,  omettendo  i  termini  che  si  distruggono;  troviamo  così: 


n  Cf.  Darbouk  -  T.  ni,  p.  260. 
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SIMBOLI    A    QUATTRO    I 


^r   ^    ^fc  VI    > 

<?^'„  S^c'r  tó„  ^"    fT-  ( 

iti 


-  s 

te'" 

to',  te' 

"Il 

w.r  + 


si  + 


Ja:';  3:c'r 


Sostituendo  in  questa  per  le  derivate  seconde  delle  x  i  valori  liiati 
dalle  formole  fondamentali  (I),  i  termini  contenenti  i  prodotti  dì  due  de- 
lìvate  prime  si  elidono  e  cangiando  convenientemente  in  alcune  delle  somme 
la  notazione  degli  indici,  (sì  da  far  comparire  le  stesse  derivate  nei  varii 
termini  del  1."  memtro  come  in  quelli  del  secondo)  risulta  la  formola: 


<ivi?Htr!), 


IfXr     Ì^Xf     iXi 

ì^a/,,  'Sx'o  ix'„ 


=1 


Mi    Mi 
— ^  ~  —!-  +  y 

iX  iX  r,  *^ 


.  ì  (  H  "( 


:\r^Ù. 


'ÌX  iXr     iX,     iXk 

I  coefficienti  di  --,-   e  del  prodotto  --,-  —7-  — -^  nelle  somme  del  2." 

e  del  1."  membro  sono  costruiti  colla  stessa  l^ge  l'uno  rispetto  ai  coef- 
ficienti dalla  forma  trasformata  /",  l' altro  rispetto  a  quelli  delia  primitiva 
e  dipendono  rispettivamente  da  quattro  indici.  Introducendo  la  nuova  no- 
tazione 

la  precedente  si  scrive 

,  ^       iXr    ìXi     iX/,  ,  ,;    IX 


y  Google 


Insieme  ai  simboli  a  quattro  indici  di  3."  specie  (37)  introduciamo 
anche  dei  nuovi  simboli  a  quattro  indici  {di  1."  specie)  colla  notazione 

(29)  {,.  k,ih)  =  J^   «,^^    \rv,ih\, 

dalla  quale  formola  segue  poi  risolvendo  rispetto  ai  simboli  di  2.'  specie 
(29*)  j  r  y,ih    \   =  ^  A^^  {r  k,  i  h)  . 

Se  nioltiplicliianio  la  (28)  per 

e  sommiamo  a  tutti  i  valori  di  v,  k  osservando  che 

ÌX/^    i>x 
y^    a^^   —-r  y-r  ^    «'^g 

risulta  ìa  formola 

(30)  (a  S,  i3 1)  =   >^   (r  k,  i  A)  -^  — -  -^  -_ 
onde 

(30*)    2    ("^ 2' P  t)' t^^'a  '^^■'s  '^'^''7  '^^'s  ^^     2    (*'^>^'^)  '^^''  dxidxìdxh. 
Neila  torma  di  4/  grado 

(31)  'f   ^     2     (''^i  *  ^')    i^^''  ^-^f-  '^^i  I^^A 

i    } 

abbiamo  dunque,  come  si  voleva  una  torma  covaiiante  a/  costruita  coi 
coefficienti  di  /"  e  colle  loro  deiivatii 

28  Applicanlo  la  foimola  (30)  al  caso  di  una  forma  bmaiii  stabi- 
liremo facilmente  la  esistenza  di  quell  importantissimo  inianunte  hffe 
rtmnìe    che  prende  il  nome  di  uiriìtu^a  della  forma  bmaiia 

Perciò  osserviamo  alcune  pioprieta  del  simbolo  di  1  °  specie  a  quattro 
indici  {  l  ì  h)  che  espiimeiemo  innan/;i  tutto  per  i  simboli  a  tre  indici 
di  1,'  specie.  Per  le  (27)   (29)  abbiamo  : 

;  j   i  «V,    (  ,  i   I  ■ 
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)ro  rispE 


Sostituendo  per  -r- —  ,  — —  i  loro  rispettivi  valori 

ÌX),  CXi 


ne  segue 


?([?].  i?hm  IV! 


ri] 

Mi  to';         ^   /ll"^""    \    L  "^  J     [     ^ 


(32,    (,-.,. ;.)^4Aj„4±J^2A..'r''*Tr"i 


Sviluppando  effettivamente  i  primi  due  termini,  che  soli  contengono  le 
derivate  seconde,  abbiamo  : 
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Da  quGst'  ultima  formola   diseeDdono  subito  ie  proprietà 
simbolo,  die  importa  notare  : 

(o)  lkr,ih)  =  ~{rk,ili) 

(4)  (rk,hi)  =  -(rk,ih), 

onde  segue  che,  se  i  due  primi  iodici  o  i  due  secondi  sono  fra  loro  eguali, 
il  valore  del  simbolo  è  identicamente  nullo  (*), 

Nel  caso  delle  forme  differenziali  binarie  essendo  n  =^  2,  quattro  solo 
dei  simboli  (rk,  ih)  sono  diversi  da  zero  e  cioè 

(12,  12)  ,     (12,  21)  ,     (21,  12)     (21,  21)  , 

ma  per  le  (a)   (b)  il  quarto  è  eguale  al  primo,  il  secondo  e  il   terzo   al 
primo  col  segno  cangiato. 

La  (30),  numero  precedente,  diventa  quindi  : 

<-.'^)'-(-.->(£S:-SS)" 

e  poiché  indicando,  come  al  solito,  con  a  ^  a'  i  discriminanti  della  forma 
primitiva  f  e  della  trasformata  f  si  ha  pure 


L'  esp-fissione 

(33)  K=a^.^A2) 

è  adunque  un  invariante  differenziale  della  forma  binaria  f. 

Essa  si  chiama  la  curvatura  della  fonna  f. 

29.  Importa  ora  che  diamo  della  curvatura  K  le  diverse  espressioni, 
cui  dovremo  ricorrere  per  le  applicazioni  alla  teoria  delle  superficie. 

Dalla  (29),  per  le  proprietà  surriferite  del  simbolo  (rk,  ih)  nel  caso  n=2, 
seguono  le  formole 

Kaii=il2,12j,  K:ai3  =  Sn,21i,  Kfli3  =  !22  ,  12| ,  Kaaa  =  |21 ,  21j, 


(*)  H  siinholo  (j'fc,  ih)  gode  pure  delle  proprietà  espresse  dalle  eiiuazioni 
(Ì7.,rfe)  =  (rh,ih) 
{rie, ih)  +  (ri,/,ft)  +  (*■/(, fci)  =  0, 
che  nel  caso  nostro  n^2  k  superfluo  di  considerare. 
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che  sviluppate  effettivamente  si  scrivono  : 


1 

'  Ko, 

l   1121       (111(121      (HI  |22|     ili 
te,|2(^|l!l  2l^l3)  (2Ì     |l 

iUl 

12) 

1  K<i, 

ta,  (  1  ! 

J    (111        (12|jl21       (llj|22l 
to,  1  1  1  +  1  1  1  1  2  )       1  2  )  (  1  j 

(II) 

K«, 

S  1121 

i    (221       (121(12)       1221  jllt 
te;  1  2  1  +  1  2  1  1  1  i  ^  i  1  i  1  2  i 

J  1221       ì    1121  ,   13211121    ,   1221(111     (121(221     (121' 

l '^'•" -  teli  1  j- te.(  1  l+i 2 i  1 1 1+1 1 1 1 1  ri 2 il  1  ri  1  j- 

Ora  scriviamo  la  1."  delle  (II)  nel  modo  seguente 


te,(2Ì      Sxi(2l 

,121 
Ì2Ì 

^S"j  +  Sl2r|     ili)     (22)     112, 
Jli  +  Ì2|l'^Ì2ÌLÌ2S  +  il 

'^       \Ì1ÌÌ2Ì      jl|Ì2Ì 

ricordando  che  per  la  (20)  n 

.25 

(pag.  43),  è: 

te. 

.           122)       1121         1     Sv'o 
'       (2)^(1!       ^/a   te, 

e  sostitueiiclo  risulterà 

^/^itea«J2rta,[«j''Jr«;,  p'  teri2i  te.  "^ 

Ma  si  ha 


-"(Ili 


12j        |12jjllp 


i  causa  delle  forinole 

^=2r 


/jHlil2j     (121111)^ 

Ui  !Ì2Ì"(i  112!; 


1  -   9  „     i  12  I         2  „     i  12  1 
I  ^  ^  ""  i  1   i  +        "  ì  2  1 

-  2  o     ^  "  i  +  2  .     !  "  !  • 
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resta  quindi: 

In  questa  forinola  ai  suppone  naturalmente  che  «u  non  sia  nullo  e 
possiamo  evidentemente  acrivere  (se  a^  non  è  nullo)  la  formola  simme- 
trica: 

(IIP)         ^-T-\-{-\T\]---{-\'l\ 

Notiamo  infine  che  se 


le  (II)  intermedie,  essendo  allora 


11)" 

=  P^l 

ini        1 

S  n„         j  23  j 

1 

Jff.s 

1  1  !       'i,> 

;)x,     '    1  2  1 

«12 

3!r, 

danno 

{IV) 

K=^-l- 

5^.  ;i-,..    ■ 

Un'applicazione  importante  di  questa  formola  è  la  seguente.  Sia 
f  =  a,,  dx]  -f-  2  a,i  dx,  dx^  -j-  «j»  licj 

una  forma  binaria  indefinita  {a„  Oj,  —  a,|  ■<  0  )  a  curvatura  nulla  ;  con  un 
cangiamento  reale  di  variabili  essa  si  potrà  ridui're  alla  forma 

2  a',2  dx',  dx\  , 
per  il  che  decomponendo  f  nei  suoi  due  fattori  lineari  (reali) 

f  t=  (adxi  -f-  pttes)  ('[dx,  -j-  SdXi) 
basta  porre 

x'i  =  J  \{a.dXi-\-  prfxj)     ,         ^j  =  J"  ij.  [-^dx^  -\-ldXi) 
.     _   J_ 
**"   ~   2X[i.' 
essendo  ).,\l  due  rispettivi  fattori  integranti  di 

a  dx,  -f-  P  <^^     ,     V  (^if^i  +  S  (^j^i . 
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Ma  se,  come  supponiitmo,  K  =  0  segue  dalla  (IV) 
ft'„  =  X,  X, , 
essendo  Si  funzione  di  x,  e  X,  di  ^^  soltanto,  onde  ponendo 

\  2  J'Hf  dx',  =  ij,     ,         y*' 2  _ /" X,  f/.s'i  ==  j/j  , 
risulterà 

Oh  dx]  4"  2a,s  dxt  dx^  -{-  a,j  dxl  ^^  dy,  dy^  . 
Per  trovare  effettiyamente  i/,  j/, ,  basta  osservare  che  in  questo  caso 
esiste  un  fattore  integrante  di  a.  dx,  -\-  p  dxì ,  che  indichiamo  con  e  ,  la 
cui  inversa  e~^  è  fattore  integrante  Ai  y dxi  -[- ò dxi  e  però 

da  cui  (essendo  aS  — p'f^O)  risultano  individuate  le  derivate  parziali 

ÌIXl       '       iXì  ' 

Dunque  con  una  quadratura  si  ha  ve  con  due  altre  quadrature  yi  tfi. 
Abbiamo  quindi  il  risultato:  Una  forma  binaria  indefinita  a  curvatura 
radia  si  ■può  ridurre,  con  sole  operazioni  di  quadrature,  al  prodotto  di  due 
differenziali  (*). 

30.  Eiprendendo  ora  a  considerare  il  caso  generale  di  n  variabili,  pren- 
diamo a  studiare  due  forme  quadratiche  simultanee 

J    /'  =  2  "■■*  '^'  ^'^^ 

\  'f  =  '*2i  ^'^  '^>'  '^■''^^ 


(*)  Per  una  forma  definita  il  risultato  è  perfetta  mente  simile;  soltanto  y^  y^  sono 
coniugati  immaginari  e  poneodo 

j/i  =a.f  ip         y^  =a  —  i'^, 

la  forma  si  riduce  con  quadrature  alla  espressione 

da.^  ~1-   d^^  . 
et  Gap.  VI  o.  87, 
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per  costruire  una  forma  differenziale  cubica  covariante  a  /^,  ff  la  cui  con- 
iderazione  è  importantissima  per  la  teoria  delle  superfìcie.  Supposto  per 
io  che  per  una  trasformazione  delle  variabili  x  nelle  a/  le  f ,  ?  si  can- 
no rispettivamente  in  : 

/""  ^  2  a'rs  dx',-  dx's   ,     ?^'  =  2  ^'''^  ^'-  ^'  ' 
prendiamo  la  forinola 

e  derivandola  rispetto  a  xi ,  col  sostituire  alle  derivate  seconde  i  valori 
dati  dalle  (I)  n,  24  (pag.  42),  otteniamo 

i  simboli  dì  Christoffel  essendo  costruiti  per  la  /  e  la  sua  trasformata  /". 
Questa  formola  dimostra  che  nella  forma  cubica 

Ah    fif-^"'^    fi 

abbiamo  già  conseguita  una  forma  covariante  a  f  lì  f.  Ma  per  lo  scopo 
nostro  la  forma  da  costruirsi  è  invece  la  seguente. 

Dalla  (34)  ai  sottragga  quella  che  se  ne  deduce  per  lo  scambio  di 
s  con  t  e  risulterà 


^Xi     i>Xk    ì'T-i 


■    \ik]  ■    iì'kì 


Ponendo  adunque 
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FOKME  SIMULTANEE 


trjljneare  nei  tre  sistemi  diversi  di  differenziali  dx^,  d'-'*Xr,  d'^'x,-  è  cova- 
riante a  ff  f.  Essa  si  indicherà  con 

avendo  i, ,;  il  significato  dato  dalla  (35),  e  si  dirà  la  foì'ma  trìlineare  co- 
struita per  la  forma  f  rajyporto  alla  f. 

Osserviamo  che,  se  si  fa  f^f,  la  forma  trìlineare  {f,  f)  svanisce  iden- 
ticamente. In  generale  poi,  a  causa  del  signiiìcato  invariantivo  di  If,  f), 
l'annullarsi  identico  della  forma  trUineare  {f,  f)  esprime  una  reladone  fra 
le  due  forme  fondamentali  f,  f,  àie  non  varia  per  cangiare  di  variabili. 

Le  espressioni  a  tre  indici  bnt  godono  delle  proprietà  espresse  dalle 
formole  t 


'>,-,t^htr+  bi,,  =  0, 

dalla  prima  delle  quali  segue  che  sono   nulle  le  b,-si  coi  due  uitimi  in- 
dici eguali. 

Nel  caso  n=2  abbiamo  quattro  sole  b,si  non  identicamente  nulle  e 

bm    ,     b,u    ,     ba^    ,     h^,,, 

delle  quali  però  le  due  prime  e  le  due  ultime  sono  eguali  e  di  segno  con- 
trario. Allora  l'annullarsi  identico  della  foi-ma  trilineare  {f,  y)  * 
dalle  due  rdazimii 

bni  =  0    ,     ?'m  =  0, 
ovvero,  sviluppando  colla  formola  (35): 

/  36„        db,,       il2K      ,    nil)        112)1,      ,    1111,  - 

(V) 

db,,       db,,    ,    i22ì,      ,    ri22)        1121"   .  1121,  . 

31.  Consideriamo  due  forme  binarie  quadratiche  simultanee: 

'  /"  =  (In  dxl  -{-  2  a,s  dx,  dx,  -\-  a^  d^ 
(  f  ^=  il,  1^  -[-  2  &ij  dx^  dx,  -\-bì3,d^,. 
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delle  quali  la  prima  almeno  supponiamo  a  discriminante 

<*  ^  Q^n  «jj — ■  ai2 
diverso  da  zero. 
Nelle  espressioni 

«,1  èj2—  2  «li  &:s~|-  «23  in        ^  ___  6ii  iaa  —  ^il 

«Il  «ES «12  '  «11  «ÌS «il 

abbiamo  due  invarianti  algebrici  simultanei  di  f^  'f  (*).  Se  costruiamo  il 
jacobiano 

I     «11  <^^l  -\-  «IS  àXi        ,         «12  dXi_  +  «22  <Ì^2     ! 
j    b,i  dx, -\-  bi2  dXi       ,        6i2  (Ì3Ti -j-  &2a  <^2     I 

abbiamo  una  forma  che,  per  un  cangiamento  qualsiasi  di  variabili,  acquista 
per  fattore  il  modulo  della  sostituzione,  precisamente  come  la  radice  qua- 
drata di  a.  Ne  segue  che  la  forma  quadratica 

l  j     «11  dX,  ~\~  «12  dXi    ,    (T|2  (fel  -f-  «22  'i^i    I 

v'«:i  »(s  —  «la  I  biidx,-\-  biidXi  ,   b,2dx,-\-  bi^dx2  \ 

è  un  covariante  (irrazionale)  simultaneo  di  f,  f.  Per  questa  terza  forma 
covariante 

%  =  Cn  dxl  -\-  (!,2  dxi  rfx;  -f-  di  dxl 

il  discriminante  i  CuC^t—Cil  si  pone  identicamente  sotto  la  forma 
iCnCs^  —  C^t- ^1  «11^22'— %2 ''il  —  — -  {au  bii  —  (tu  bii)        + 

«  L  «u  J 


nell'ipotesi  che  a,i  non  sia  nullo.  Supponiamo  ora  che  la  forma  f  sia  de- 
finita, cioè  «Il  «3s — »il>0;   ne  risulta   che  éCnCjt  —  cj  è  negativo,  né 
può  essere  nullo,  se  non  sussiste  la  proporzione  hiiihiiib^^aiiiai^-an, 
cioè  se  'f  non  differisce  da  f  per  un  fattore. 
L' equazione  differenziale  quadratica 

e  =  o 

(*)  H  e  K  sono  i  coefficienti  dulia  priaia  e  seconda  jiotenza  della  coatanta  h  nel 
Quoziente 

1    I  «il  +  'f^n  ,    «,s  -i-  ^hi  ■ 

"    I  11,2  -|-  ^^is  ,    'ht  +  ^''aa  ; 
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si  decompone  adunque,  se  escludiamo  questo  caso,  in  due  fattori  lineari 
reali  distinti 

(a)  a(fei+  ^dXi^O 

(è)  7  (fe,  +  S  rf«,  =  0  , 

Se  indicliiamo  con 

!(/,:=  cost'°  ,    at'ai^cost" 
i  rispettivi  integrali  delle  equazioni  {«),  (6)  e  iatroduciamo  per  nuove  va- 
riabili x\  a/j,  nelle  due  forme  trasformate 

f  =  a'ij  dx'\  -(-  2a'i2  ^^\  ^^ì  +  "'ei  <^'' 
'f'  =  &'ii  <ì^\  +  2è'ji  (fe'i  i:te'2  +  ^'22  '^^ì 
risulterà  ad  un  tempo 

«'l2  =0       ,  ^-',2  =  0  . 

E  infatti  il  covariante 

1     I  f('ii  d'Ji  -j-  (s'jj  (fa.''a  ,    fl'jj  rfa:',  -j-  a's£  rfir'^  ! 

deve  ridursi  per  ipotesi,  salvo  un  fattore,  al  prodotto  efee'i  (fe*;  e  però  sarà 

(    «u&'is—  «'is^'u^O 

Moltiplicando  la  prima  per  V^^  la  seconda  per  ò'u  e  sommando  risulta 
h\i  {(in  Vk  —  a'n  i'n)  —  0 
e  poiché  l'ipotesi  a\ih'^ — £['2j?/„  =  0  è  da  escludersi,  risultandone   per 
le  due  precedenti 

b'n  :  b'ii  :  ò'aa  =  a\i  :  d-n  :  a'j^ , 

avremo  necessariamente  ò'i2^=0,  dopo  di  che  le  (e)  danno  anche  a'is^=0. 

Inversamente  si  vede  subito,  per  le  proptieta  mvaiiantive  di  0=0,  che 
se  cangiando  le  variabili  Xi,  %  in  a^,,  a/^  nelle  foime  trasformate  f,  f'  si 
ha  contemporaneamente  o'i}  =  0  ,  i'ia  ^=  0  gh  mtegiah  delle  («),  (5)  sa- 
ranno appunto  a/i^eost",  a:'s  =  eost".  Abbiamo  dunque  il  teorema:  Date 
due  foi'me  differenziali  quadratiche  binarie,  di  cut  una  almeno  definita,  si 
può  con  una  trasformazione  reale  di  variabili  ridmle  a  mancare  contem- 
poraneamente del  termine  medio.  Le  nuove  variabili  da  introdursi  sono 
quelle  die,  eguagliate  a  costanti,  danno  gli  integrali  dell' equazione  ©^0, 

È  evidente  che  nel  caso  escluso  (della  proporzionalità  delle  due  forme) 
la  riduzione  si  può  fare  in  infiniti  modi. 
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GUTYllinee  sulle  superflcie.  Rappresentazione  conforme. 


Cooidinftte  carvainee  sopra  una  Bupcriìcie  —  Elemento  lineare  —  Angoli  di  una 
curra  sulla  superflcie  colle  linee  ccordiuate  —  Simboli  di  Christoffel,  parametri  differen- 
ziali e  curvatura —  Sistemi  isotermi  ^Parametri  ÌBometrioi  — Teorema  di  Lie — Eappre- 
aotttazione  conforme  di  una  Kuperfloie  sopra  il  piano  o  di  una  superficie  aopra  un'aitta  — 
Sistemi  iaotermi  sulle  superScie  di  rotazione  —  Proiezione  stereografica  polare  della 
sfera  —  Sistemi  doppi  ortogonali  di  circoli  suUa  afera  e  sul  piano  ~  Movimenti  della 
afera  complessa  in  sé  medesima  rappresentati  da  sostituzioni  lineari  (Cajlej). 

32.  Una  curva  che  si  muova  deformandosi  con  continuità  nello  spazio 
genera  una  superfìcie.  Potremo  ottenere  la  determinazione  analitica  di  una 
superficie  con  un  processo  analogo  a  quello  tenuto  al  n.  1  per  le  curve. 
Per  questo  supponiamo  che  le  coordinate 

x^x{ii)  ,    y=y{u)  ,    z  =  z{u) 

di  un  punto  mobile  sopra  una  curva,  oltre  alla  variabile  u,  i  cui  sìngoli 
valori  individuano  i  punti  della  curva,  contengano  im  parametro  v,  siano 
cioè  funzioni  (finite  e  continue  in  un  certo  campo)  delle  variabili  m,  v, 
talché  si  possa  scrivere 

(1)  x  =  x{u,v}  ,    y  =  y{u,v)   ,    s=^s(u,v). 

Ad  ogni  valore  particolare  Vi  di  v  corrisponderà   una  curva  speciale 

x^x(u,Vi)    ,     y=y{u,v^)    ,     z  =  siu,Vi) 

e  variando  v  con  continuità,  questa  curva  si  muoverà  con  continuità  nello 
spazio,  descrivendo  una  superficie,  la  quale  risulta  analiticamente  definita 
dalle  formole  (1).  Fra  le  tre  equazioni  (1)  eliminando  u^v,  si  ottiene  evi- 
dentemente una  relazione 

nx,y,z)  =  i), 

che  è  l'equazione  ordinaria  della  superficie. 
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1  supei-ficie  sarà  ricoperta  dal  sistema  di  linee  ora,  considerate, 
ciascuna  delle  quali  corrisponderà  ad  un  valore  particolare  di  ji  e  si  dirà 
perciò  una  linea  v=eost*'',  o  più  brevemente  una  linea  v. 

Ora  è  manifesto  che  quanto  si  è  detto  rispetto  alle  equazioni  (1)  per 
la  variabile  v,  si  può  ripetere  per  la  u.  Dando  cioè  ad  u  un  valore  co- 


x=x  («1,  v)    ,     y=y  (mi,  »)    ,     z=s  (wi,  v) 

sarà  tutta  sulla  superficie  (1)  e,  variando  u  con  continuità,  questa  eurra,  si 
muoverà  descrìvendo  la  superficie.  Otteniamo  così  un  secondo  sistema  di 
linee  sulla  superficie  che  diremo  le  linee  u^cosf"  ovvero  le  linee  u. 

Un  punto  P  della  superficie  sarà  noto  quando  si  conoscano  i  valori 
Wi,  Vi  delle  variabili  u,  v  in  esso  punto.  In  altro  modo  possiamo  dire  che 
il  punto  P  è  individuato  come  punto  d'intersezione  delle  due  linee 


appartenenti   rispettivamente   l'una  al  sistema  u,  l'altra  al  sistema  v.  1 
valori  Mi,  Vi  dei  parametri  diconsi  le  coordinate  cuimUnee  del  punto,  mentre 
le  linee  u,  v  assumono  il  nome  di  linee  oowdmate. 
Una  equazione 

(2)  .  {„,  >,)  =  0 

fra  le  coordiuate  curvilinee  del  pvmto  mobile  P  ne  limiterà  evidentemente 
il  corso  ad  una  linea  tracciata  sopra  la  superficie  ;  diremo  per  ciò  che  la  (2) 
è  l'equazione  di  questa  linea. 

Infiniti  sono  i  sistemi  di  coordinate  curvilìnee  che  possono  sceglierai 
sopra  una  superficie  data 

(3)  /■  (i,  ,j,  z)  =  0. 

Se  ne  ottiene  uno  ogni  qualvolta  si  esprimano  le  coordinate  x,  y,  z 
di  un  suo  punto  mobile  per  due  variabili  indipendenti  a,  p,  in  modo  che 
eliminando  o,  p  fra  le  due  corrispondenti  equazioni 

x^x  (a,  fi)   ,    y=ì  («,  B   ,    2=2  (',  B 

si  ritorni  all'equazione  (3)  della  superficie.  Quando  poi  sia  già  stabilito 
sulla  superfìcie  un  sistema  di  coordinate  curvihnee  {u,  v)  se  ne  ottiene,  ne! 
modo  pifi  generale,  uno  nuovo  (a,  p)  ponendo  w,  v  eguali  a  funzioni  di  a,  P  : 

M==M  (a,  p)      ,       v^v  (a,  p), 

Per  altro  è  da  osservarsi  che  se  per  es.  n  {a.  P)  contenesse  una  sola  delle 
nuove  variabili,  poniamo  a,  le   linee  coordinate  n  non  verrebbero  cangiate 
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per  tale  trasformazione,  essendo  a.  costante  con  u  e  viceversa  ;  soltanto  il 
parametro  che  le  individua  nel  loro  sistema  verrebbe  cangiato  da  u  in  «. 
In  fine  notiamo  che  rispetto  alle  funzioni 

X   («,   „)      ,        !,   («,   ,)      ,        ^   (»,   V)    , 

clie  liin  le  e  orlmate  caifcesiane  da  punti  della  superficie  a  ->uppoii  i 
sempie  m  seguito  che  %n  tutto  il  campo  dt  ìanabthta  da  consideiursi 
pei  ti  D  esse  stano  pude  e  continue  ed  ammettano  rispetto  ad  u  v  le  de- 
lti ette  parziali  pi  ime  seconde  e  terze  pure  finte  e  continue  tranne  tutto 
ed  pm  m  punti  st  golaìt  o  hne^  iingolati  isolate 

Le  coordinate  curvibnee  che  abbiamo  così  mhodotto  diconsi  anche 
coordinate  di  Gaw^s  Esse  sono  utilissime  nell  analisi  Ielle  piojrieta,  delle 
superhcie  come  q  ielle  che  pei  loio  natur'i  sono  già  iiitimaniei  te  legate 
illa  superficie  m  se    istrazion  fatta  dalit  sua  posizione  nello  spazio 

33  Supponiamo  scelto  sopri  m  a  sipeifice  &  un  s  sterni  di  cooidi 
nate  curvil  nee  (  1  ed  Cflpiesse  luindi  e  111-  i  m  k  (1)  le  t,3  i  linit 
correnti  d    un  punto  delH  supeificie 

he  consideriamo  una  I  nea  qualunque 

(o.)  f  (a,  o)  =  0 

tracciata  sulla  superficie  e  con  eh  indichiamo  il  suo  elemento  d'arco,  avremo 

ove  per  io,  y,  z  si  sostituiscano  i  valori  (1)  e  in  questi  u,  v  siano  legati 
dalla  («).  Ora  abbiamo 

Iz    , 


dx^:—  du  +  -—  av  ,     dy^ 

iU                031 

quindi  ponendo  con  Glauas 

h-(sr 

+ m + (^) 

V-ti 

^  ^w  iv  ^  ìu  iv 

avremo 

(5)  ds^  =  E  du^  -{-  2  P  du  dv  -\-  G  dv^ , 

dove,  essendo  u,  v  legate  dalla  (a),  saranno  conseguentemente  i  differenziali 
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i  relazione 

ìm  ira 

-^  du  i-  -^  de  =  0 . 


Valendo  la  (5)  per  qualunque  linea  tracciata  siilla  superficie,  l' espres- 
sione data  per  ds  dalla  (5}  si  dirà  V  elmnento  lineare  della  superficie. 
La  forma  differenziale  quadratica 

E  dw^  +  2  F  du  dv^rG  dv^  , 

che  ne  eguaglia  il  quadrato,  ai  dirà  la  prima  forma  quadratica  fondamen- 
tale. Il  suo  discriminante 


òx     3y     3« 

^!i       iU      lu 


ix    ^y    'iz 

i-O      hv      Su 


è  positivo,  cioè  la  forma  stessa  é 

E  chiaro  che  i  suoi  coefficienti  E,  F,  G  dati  dalle  (2)  sono  funzioni 
finite  e  continue  di  m,  «  ed  ammettono  (per  le  ipotesi  fatte)  le  derivate 
parziali  prime  e  seconde  pure  finite  e  continue.  Inoltre  E,  G,  come  E  G — P^, 
sono  sempre  positivi  e  coi  simboli 


Ve,  V g  ,   VE  G-F^ 

denoteremo  semp-e  in  seguito  i  valori  positivi  dei  radicali. 

In  ogni  punto  di  una  Hnea  coordinata  u,  o  v  distingueremo  la  dire- 
zione positiva  della  linea  dalla  opposta  negativa  e  converremo  di  assumere 
per  direzione  positiva  delle  linee  ti  quella  secondo  cui  cresce  l' altro  para- 
metro V,  e  così  per  direzione  positiva  delle  linee  v  quella  del  parametro 
M  crescente.  Ne  segue  che  se  dsu ,  ds^  indicano  gli  archi  elementari  posi- 
tivi delle  linee  u ,  v^  si  avrà  per  la  (5) 


'.Su  =  ■\/  G  dv 


,    =    \/  E    (?M  . 


cos  (ux) 
cos  (vx) 


cos  (uy) 
cos  {m/) 


cos  (ms) 
cos  {vz) 


denotano  i  coseni  di  direzione  (positiva)  delle  tangenti  alle  linee  coordi- 
nate u,  -e  avremo  dunque  : 
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1    cos  i;iix)  = ,  cos  Imi)  = -^  ,  cos  ius)  = -- 

[  Ve  *•'  Ve  '»  Ve  '« 

Indicando  con  w  l' angolo,  compreso  fra  0  e  ir,  t'ormato  in  un  punto 
della  superficie  dalle  direzioni  positivo  delle  linee  coordinate  ii,  v  che  yÌ 
,  avremo 


cos  (0  =  cos  (tix)    cos  {tx)   -\-   cos  (l(J/)  cos  {i!J/)  4"  cos  (us:)    cos  ())3)  , 

ovvero  per  lo  precedenti  e  per  le  (4)  ; 

F 
(6)  cos  w  =   -~-   ; 

ne  risulta  poi 

Veg 

ì  valori  adottati  pei  radicali  essendo  al  solito  i  positivi. 

Dalla  (6)  risulta:  La  condisdone  necessaria  e  sufficiente  affinchè  le  linee 
coordinate  u,  v  siano  ortogonali  fra  loro  è  che  nella  espressione  (5}  dell'e- 

iia  F=0. 

,  —  Consideriamo  il  quadrilatero  infinitesimo  racchiuso 
sulla  superficie  dalle  quattro  linee  coordinate  u,  u-\-dii,  v,ì>-\-dv;  esso, 
a  meno  d'infinitesimi  d' ordine  superiore,  può  riguardarsi  come  un  paral- 
lelagrammo  e  poiché 

V"E  du    ,      V^  dv 

sono  le  lunghezze  dei  suoi  lati  mentre  l'angolo  oi  racchiuso  dai  due  primi 
lati  (u,  v)  è  dato  dalla  (6*)  la  sua  area  sai-à 


V  E  G—F^  du  dv 

onde  il  teorema:  L'elemento  d' area  da  della  superficie  è  dato  dalla  formola 

dn  =  VeG-P»  du  dv  . 

34.  Consideriamo  una  linea  qualunque  C  tracciata  sulla  superficie,  per 
la  quale  sia  fissata  arbitrariamente  la  direzione  positiva  dell'  arco  s.  Per 
misurare  senza  ambiguità  gli  angoli  che  in  ogni  suo  punto  la  curva  C  fa 
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colle  linPe  coordinate  u,  v,  immaginiamo  in  ogni  punto  P  della  superfeie 
il  piano  tangente  e  conveniamo  di  riguardare  come  faccia  positiva  di  questo 
piano  quella  in  cui  la  rotazione  della  tangente  nel  senso  positivo  alla 
linea  v  verso  la  tangente  alia  linea  u,  attraverso  l' angolo  w  sopra  definito, 
avviene  nel  senso  positivo  delle  rotazioni,  che  sarà  per  noi  quello  da  destra 
verso  sinistra  (*).  Ciò  premesso,  indietiamo  con  9  l'angolo  fra  0  e  27i, 
di  cui  deve  rotare  ne!  senso  positivo  sul  piano  tangente  la  direzione  po- 
sitiva della  tangente  alla  linea  v  pev  sovrapporsi  a  quella  della  tangente 
alla  curva  C 

Se  un  punto  mobile  M  si  sposta  lungo  C,  le  sue  coordinate  curvilinee 
«,  V  e  le  cartesiane  x,  y,  z  possono  riguardarsi  come  funzioni  di  s  e  se  con 

cos  (Cx)     ,       cos  (C)/)     ,       cos  (C^i) 
indichiamo  i  coseni  di  direzione  delia  tangente  alla  curva  0,  si  avrà  quindi: 


.    (C^)     : 


COS  9  ^  cos  {Gx)  cos  {vx)  -\-  cos  {Gy)  cos  (vij)  -\-  cos  (Cz)  cos  (w»} , 
isia  per  le  {h)  del  numero  precedente: 


3i/  ds 

+ 

So 

dv 
ds  ' 

32   du 

+ 

te 

dv 

^u   ds 

ìv 

ds  • 

e'^ 


Vii  V    *        */ 

della 


Ve 

Ora  a  causa  della  (5)  abbiamo  l' identità 


o         ,    VEG— F^   dv 
V^         rfs 

L'incertezza  del  segno  si  toglie  osservando  che,  pel  modo  secondo  e 


(*)  In  ci6  teniamo  ferma  la  convenzione  gìk  fatta  al  n.  7  (pag.  11)  rispetto  alla 

oriea tallone  degli  assi  ;  siipponianio  eioè  n!ie  sulla  faccia  positiva  del  piano  tri/  la  dire- 
zione positiva  dì  Oy  giaccia  a  sinistra  di  quella  di  0^. 
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abbiamo  convenuto  di  contare  9,  sen  9  è  positivo  se  v  cresce  con  s,  ne- 
gativo nei  caso  opposto.  A.bbiamo  dunque 

U  }  sen  "  = ^^ —    -j-  . 

Ve       * 

Da  queste  e  dalle  (6),  (6*)  del  numero  precedente  deducesi  anche 
(8)  sen   («—9)  =  ^_-.^_^-.._  _  -  , 

Vg      * 

Come  si  vede  dalla  fomiola 

dv 


(9)  tang  e  =  VÉU-F^ 


E  dw+F  (1 


l'angolo  d'inclinazione  d'una  curva  tracciata  sulla  auperficie  sulle  linee 
coordinate  dipende  soltanto  dal  rapporto  degli  incrementi  du ,  dv  delle 
coordinate  curvilinee  lungo  la  curva  stessa. 

Se  le  linee  coordinate  u,  v  sono  ortogonali  (F=;0)  le  nostre  formole 
diventano  semplicemente 

(10,     cosO=/É^,sen8=v'<5f,tg«=V||^- 

Hupponiamo  ora  che  sulla  superficie  S  da  un  punto  M  della  curva  C 
esca  una  seconda  curva  C  ortogonale  alla  C  e  cerchiamo  di  esprimere  la 
condizione  per  la  loro  ortogonalità. 

Nel  punto  M  i  coseni  dì  direzione  della  tangente  alla  C  sono  dati 
dalle  (e)  e  se  con  Ss  indichiamo  l' elemento  d' arco  della  C,  con  Su ,  8v 
gli  incrementi  delle  coordinate  curvilinee  spostandosi  da  M  nella  direzione 
della  C,  avremo  similmente: 


-<«»=^l 

.>  òv 

^  Iv    Ss 

COg  ,(y  ,  _  iZ     Sm 

Ì2  Bv 

{G'tj)  +  cos  (C^)  co 

s(C'«)-0 

e  la  condizione  d'  ortogonalità 

eos  {Cx)  cos  (G'x)  -\-  cos  (Cy)  e 
diventa  quindi 
(11)  E  du  Su  H-  F  {du  S»  +  dv  Su)  +  G  dv  Sv  =  0  . 

Essa  esprime  insomma  la  condizione   perchè  i   due   elementi    lineari 
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spiccati  dal  punto  (m,  v)  della  superficie  ai  due  punti  infinitamente  vicini 
(M+rfw,  ^>4■rf«),  (m+Sì(,  v-{-5v)  siano  fra  loro  ortogonali. 

Per  mezzo  della  (II)  possiamo  facilmente  risolvere  il  problema:  Dato 
un  sistema  co^  di  curve  sulla  suj}&rficie,  trovare  l'equazione  diffeì'eìiziale 
delle  loro  traiettorie  ortogonali.  L'equazione  delle  curve  del  sistema  dato, 
risoluta  rispetto  alla  costante  arbitraria  e,  sia 

tp  (%  v)  =  e. 

Se  Zit ,  tv  sono  gli  incrementi  delle  coordinate  curvilinee  {u,  v)  ài  mi  punto, 
spostandosi  lungo  la  linea  f  che  vi  passa,  si  avrà  evidentemente: 


Su  :  Su  =  —  :  ~  r 
ìv  e  u 

e  la  (11)  dii  quindi  per  l'equazione  differenziale  cercata  delle  traiettorie 
ortogonali 


Ma  importa  notare  che  anche  se  le  curvo  del  sistema  y  non  sono  note, 
ma  soltanto  definite  da  un'  equazione  differenziale  del  1.°  ordine 

M  rfw  +  N  (/?!  ^  0  , 

avendosi  la  proporzione 


potremo  immediatamente  scrivere  l'equazione  differenziale  delle  traiettorie 
ali  sotto  la  forma 


(13)  (EN—FM)  du  +  (PN  — GM)«:;j  =  0. 

35,  Nelle  questioni  trattate  al  numero  precedente,  come  in  tutte  quelle 
che  concernono  soltanto  la  co^  detta  geometria  della  sìtperficie,  interven- 
gono esclusivamente  i  coefficienti  E,  F,  G  della  prima  forma  fondamentale. 
È  utile  quindi  che  fin  d'  ora  calcoliamo  i  valori  espliciti  dei  simboli  di 
Christotfel,  dei  parametri  differenziali  e  della  curvatura  per  la  nostra  forma 

E(/m^4-  2Fdudv+  Gde^, 
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ove  consicloramlo  u  con 


CAPITOLO   ni, 

prima  e  v  come  seco 

iida  variabile  faremo 

U  =  Xl      ,       V  ^  Xì 

E    ,     Ola  =F    ,     a,, 

=  G  , 

quindi 


, ,  A„  = 


I  simboli  di  Cliristoffel  di  1  .*  e  2."  specie  hanno  quindi 
riuniamo  nella  tabella  seguente: 


fin 

L>J 


W{  (ij 


2    ìu  ' 


,  ^E 


Jl^  ili! 
^  3E 


1_JE 


IF 


a-=  +  F, 2F-,- 

27Ea-T 

SE        „  Jfl 


(221 


"flÈa^E'r 


2(E&- 


(13, 


22  1 
1  j   ^ 

2    J!('  ' 


ìu 


ì!w  2    iu 

"32] 1_  JB 

2       ~     2    Sii 


2(EG- 
,  JE 


2  (EG-Fi) 

(22' 


E'J+F?5_2Ff 

I  parametri  differenziali  l,"  e  2."  di  una  funzione  arbitraria  ^  e  il  pa- 
rametro differenziale  misto  dì  due  funzioni  arbitrarie  (p ,  i]j  assumono  le 
rispettive  espressioni  : 


E 


(14) 


(Ib)    ^rf  = 


\'ìv J  3m    ìv     '        \hi) 


■ 

E  G-F' 

.  i> 

g^-fW 

JW                   Si! 

+  i 

EÌI_F^' 

V'E  G-F^  (  ''« 

L  ^/EG~F'  _ 

[  VE  G-F'  J 

E  G- 

F> 
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Per  ]a  curvatura  della  nostra  forma  fondanieutale  (di  cui  impareremo 
più  tardi  a  conoscere  il  signiflcaio  geometrico  come  curvatura  della  su- 
perficie) dalla  (III)  n.  28  pag.  (52),  sostituendo  ai  simboli      o      '      2 
i  valori  effettivi  dati  nella  tabella  (A),  abbiamo  l'espressione: 

(17)         K  -  --:=:::t7^   ^^  -  ,     ^    y. "===.-     + 


2y'E  tì-F^  /  iu    [Ev'E  G— F^  iv        V'E  *>-^ 

ne  1         SE  F  SE" 


iv   [Ve  G— F'  ìm        v'E  G— F^  Si-        Ev'E  G— F^  i>u 

Supponiamo  in  particolare  che  le  linee  coordina,te  siano  ortogonali, 
cioè  F=0  ;  allora  l' espressione  precedente  per  K  diventa  : 

(18)         ^  =  -^\l(±'^l^\  +  ^(±'-^' 
V'EG     3m  \\/E     Sm  /         iv  yv'G 

Ancor  più  in  particolare  se,  essendo  sempre  F^O,  è  inoltre 

E  =  G  =  X 

(ciò  che  si   può  ottenere  per  qualsiasi   supei^iìcie  come  ora  vedremo)  i 
risulterà  per  K  l'espressione  semplic 


(19) 


(  ^^  log  ?.  ì^  logX  ) 


Per  mezzo  dei  parametri  differenziali,  possiamo  risolvere  il  problema 
di  calcolare  i  coefficienti  della  forma  trasformata  della  fondamentale 

^  du^  +  2  'F  du  dv  -\-  a  dv^ , 

quando  alle  variabili  u,  v  se  ne  sostituiscano  due  nuove  arbitrarie  f,  ^. 
Sia  infatti 

Ei   df^  +  2  Fi  (^«p  4  +  Gì  d'!^^ 

la  forma  trasformata.  Per  la  proprietà  fondamentale  dei  parametri  diffe- 
renziali, i  valori  di 

Al  ?    ,        V  (y,  '^)    ,       il  4> 
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calcolati  per  la  forma  pvìmifciva  sono  eguali  a  quelli  calcolati  per  la  tra- 
sformata. Ma  per  quest'ultima  risulta  dalle  (14)   (16) 


^'^=è; 

Gi-Fi=  '    ^  '■'■  *'       '    ErGi-Fi''  '*' *       E,"G,-F,' 

da  cui 

i,   ,.  A,   ,N  y2  i,r    ,n  — 

a,   f  3,   t          V     („  y)  -  ^^  g^_j,^, 

e  però 

(20) 

E                       il  t                      p                  -  V  (-f,  4) 

A,  «  A,  4-  V  (f ,  4)  '        '          "il  ?  il  «—'  ■  (5.  t) 

G.                  *.  "          - 

Come  si  yei^e,  la  condizione  perchè  le  nuove  linee  coordinate 

'f  =  cost'"     ,        '|l  =  cost''' 

siano  ortogonali  è  che  si  abbia  ; 

V  (f,  *)  =  0  , 

il  che  risulta  altresì  dal  n.  34  (pag-  65). 

Osserviamo  poi  che  il  denominatore  comune  nelle  (20)  si  può  mettere 
identicamente  sotto  la  forma 


A,  f  A,  ,i-\'  (f,  i)  =  „-„-„-, 


Applichiamo  subito  le  formole  (20)  alla  dimostrazione  dell'importante 
proprietà,  già  superiormente  accennata,  cLe  cioè  si  può  (in  infiniti  modi) 
eseguire  un  tale  cangiamento  di  variabili,  che  ne  risulti 
Ei    =  Gì      ,        Fi   =  0  . 
A  tale  scopo  prendiamo  per  f  una  soluzione  dell'  equazione  a  derivate 
parziali  del  2."  ordine 

As  'f  =  0, 
cioè: 

=  0. 


^•f 

>? 

iu 

te 

li, 

Iv 

ìu  \  Ve  G-F'  '      s»  \  Ve  g~F' 
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L'  espreasione 

—  —  dti  -}-   : ^ dv 

è  dunque  il  differenziale  esatto  di  una  funzione,  ohe  indicheremo  con  ij^, 
e  si  ha  : 


Ve  G-i'^ 

(21)  < 

i     i3i{i  ùu  « 


■,    iv  VE  G— F^ 

Queste,  risolute  rapporto  alle  derivate  di  f,  danno 

ì(t>  3!!  ?M 


?M       Ve  g— f^ 


\  ìv        Veg— P^ 

ne  risulta  che  la  funzione  iJj,  determinata  a  meno  di  una  costante  additiv 
dalle  (21),  è  alla  sua  volta  una  soluzione  di 

A2  ■})  =  0 

e  noi  la  diremo  la  soluzione  coniugata  di  f. 
Segue  inoltre  che  si  ha 

V  (e,  <{-)  =  0     ,       Al   K  =  Ai  -}; 

e  però  la  forma  trasformata,  ponendo 

Al  ^         Al  $ 
assume,  per  le  (20),  la  forma  enunciata 

X  {d'f^  +  d-\>^)  . 
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37-  Il  risultato  ultimamente  conseguito  è  di  tanta  importanza  che  sarà 
bene  ritroyarlo  per  altra  via. 

Decomponiamo  la  forma  quadratica 

ds^  =  E  dtt^  ^-  2  F  du  dv  +  a  dv^ 

nei  suoi  due  fattori  lineari  immaginarii  coniugati 

(     ,., ..  .   dv)  {    ,—  ,— ^ dv] 

I  vEj  /  V-^l 

Dal  calcolo  integrale  si  sa  che  esistono  fattori  integranti  di 

(a)  v"  E  '^«  +  (F  +  ^  \/Ee-F^)  —  ; 

VE 

uno  di  essi  sia 


talché  avremo,  indicando  con  tp-f^  ^  la  funzione  (complessa)  di  cui  la  (a) 
moltiplicata  per  [i.-j-iv,  diventa  il  difl'erenziale  esaito: 

([i,  +  i  v)   S  \/ E  (iw  +  (F+i  v' E"G^T^)  ^      =^  d'f^i  d'ff 

onde 

(|j.  _  i ,)  (  y' E  du  +  (E— *  \/ E  G— F*)  -^      =  d'f—i  d'\ 


e  moltiplicando  queste  due  ultime  fra  loro,  col  porre  X  ^^    ^       ^  ,  risulta 
(22)  ds^  =  \  {d^''  -^r  d-\^)  . 

Questi  particolari  sistemi  ortogonali  (9,  ([))  clie  danno  all'  elemento  li- 
neare della  superficie  la  forma  caratteristica  (2'2)  diconsi  sistmni  isotermi. 
La  loro  ricerca  dipende,  come  si  vede,  dall'integrazione  dell'equazione 


VE  du^  (F  +  *  V  £  G— F^)  ^1^  =  0  , 

Ve 

ossia 

rfs''  ^'^  dn^-i-QF  du  dv+G  dv^  =  0. 

Le  linee  tnimiAginui  ii-  della  superficie,  determinate  da  questa  equazione, 
diconsi  peicio  le  Imee  di  lunghezza  nulla;  esse  sono  caratterizzate  dalla 
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proprietà  che  le  loro  tangenti  si  appoggiano  al  cìrcolo  immaginario  al- 
l' infinito. 

I  sistemi  isotevmi  {f,  ^)  godono  di  una  proprietà  geometrica,  che  li 
caratterizza.  Per  eniinciarla,  osserviamo  che  il  quadrilatero,  racchiuso  sulla 
superficie  da  due  linee  'f,  '{j  e  dalle  due  infinitamente  vicine  nei  rispettivi 
sistemi 

's  +  d-f     ,       ^Jj  +  *>  , 

può  riguardarsi,  a  meno  di  infinitesimi  di  ordine  superiore,  come  un  ret- 
tangolo. Ora  se  il  sistema  {'c,  tji)  è  isotermo  e  si  fanno  crescere  (p,  fji  per  ' 
incrementi  infinitesimi  df,  d^  eostanti,  prendendo  inoltre  df^d'!/,  si  ha  il 
risultato  in  questione:  I  sistemi  isotermi  disidmio  la  superficie  in  quadrati 
infinitesimi. 

In  fine  osserviamo,  ritornando  alle  formolo  (21),  che  se  il  sistema  pri- 
mitivo [u,  ji)  era  già  isoterme  esse  diventano  semplicemente: 


Queste  esprimono,  come  è  ben  noto,  che 


è  funzione  della  variabile  complessa  M+i  v. 

Poiché  inoltre,  mutando  ^  in — f,  la  forma  caratteristica  (22)  non  cangia, 
abbiamo  il  risultato.  Noto  stilla  superficie  S  un  sistema  isotermo  (y,  i),  ogni 
altro  sistema  isotermo  {'f',  1')  si  ottiene  ponendo 

f'  +  *  -t'  =  F  (y  ±  i  -jj) , 

dove  F  è  il  simbolo  di  una  funzione  arbitraria  di  variabile  complessa. 
Aggiungiamo  che  ad  ogni  funzione  complessa 


formata  con  due  soluzioni  coniugate  dell' e iju azione 

si  dà  iì  nome  di  variabile  complessa  suUa  superficie. 

38.  Se  in  un  sistema  isotermo,  che  dà  all'elemento  linear 
perficie  la  forma 

ds^  =  X  {dui^  +  dn''), 
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senza  cangiare  le  linee  coordinate  m  ,  vi,  si  cangiano  i  parametri  che  le 
determinano  ponendo 

Mi    =    f    (U)       ,         »1    =    4.    (V)  , 

l'elemento  lineare  prende  la  forma 

ds^  =  ).  (-f'«  {«)  dii^  +  il^  (v)  dv^), 

in  cui  il  quoziente  dì 

E  =  X  f'»  («)  per  G  =  ),  1-''  (») 

è  evidentemente  il  quoziente  (o  il  prodotto)  di  una  funzione  della  sola  u  per 
una  funzione  della  sola  v.  Livers^ente,  se  in  un  sistema  ortogonale  (m,  v) 

(23)  rfs^  -=  E  t?»^  +  G  dv'' 

si  ha 

essendo  U  funzione  della  sola  m  e  V  della  sola  «,  si  potrìi  scrivere  anche 
onde 

ds^  =  \  {^5du'  -f  y  dv^) 

e  cangiando  i  parametri  {u ,  v)  col  porre 


ds^^X  (dm^  +  dvi^)  . 

Per  questa  ragione,  se  nel  sistema  ortogonale  (m,  p)  è  verificata  la 
condizione  (24),  il  sistema  («,  i^)  dicesi  ancora  isoterrao.  I  parametri  «i,  lii, 
che  danno  all'  elemento  lineare  la  foi-ma  caratteristica  con  E=G,  diconsi 
parametri  isometrici. 

Dopo  queste  osservazioni,  possiamo  facilmente  esprimere  la  condizione 
affinchè  le  linee 

f  =  cost'" 
insieme  con  le  traiettorie  ortogonali,  formino   un   sistema  isotermo.  Per 
ciò  è  necessario  e  sufUciente  che,  cangiando  convenientemente  il  paramefci^o 
y  col  porro 

«.  =  !''(?), 
risulti 

A3  (Ti  =  0  . 
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Ma  1-rsuIta  subito  dalli  (15)  n.  35  (pag.  66). 

A.  ir  (y)]  ^  F  (y)  A.  y  +  r  (y)  di  'f  , 
gli  accenti  indicaiicto  derivate  rapporto  a  9  e  però 
(25)  ^-^'^'<M 


0  membro  è  una  fiinzione  della  sola  f  e  tale  deve  essere  anche 
il  primo.  Inversamente  se  t — -  è  funzione  della  sola  y,  si  può  (dalla  pre- 
cedente) determinare  F  [f)  in  modo  che  risulti 
Ì2  F  ('f)  =  0  . 


Dunque  :  La  condizione  necessaria  e  sufficimiU  affinchè  le  linee  tp^cos", 
insieme  colle  traiettorie  ortogonali,  formino  un  sistema  isotermo  è  che  il  rap- 
porto dei  due  parametri  differenziali  1°  e  3°  di  f  sia  funzione  di  f  soltanto. 

39.  Supposta  soddisfatta  la  condizione  ora  enunciata,  cioè  note  in  un 
sistema  doppio  ortogonale  isotevmo  le  linee  di  uno  dei  due  sistemi 


y  =  cos'"  , 

quelle  dell'altro  sistema  si  avranno  con  quadrature.  E  invero  le  (21)  n. 

36 

(pag.  69),  ove  si  cangi  'f  in  F  (-f),  danno 

1                  V  E  a  — P' 

ì^^ru.    «^-^K 

\                   V  E  a  -  F' 

iiiMitre  dalla  (25)  segua 

Possiamo  enunciare  questo  risultato  sotto  la  forma  :  Se  le  linee  -ù  =  cos'° 
a^artengono  ad  un  doppio  sistema  isotermo,  scritta  V  equazione  differen- 
ziale delle  traiettorie  ortogonali  sotto  la  forma  (pag.  65) 

'"'         '*!  du  —  .-ji! ^  dv=  0  , 

VEa-P'  Veu  — F' 
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se  ne  ha  immediatamente  un  fattore  integrante  dato  da 

„     /"^ 
^..  =  e        J    ^l■■?  d-p  . 

Possiamo,  con  Lie,  spingere  più  avanti  la  presente  ricerca  e  dimo- 
strare che:  se  delle  linee  di  un  sistema  isotermo  si  conosce  soltanto  un' e- 
qua^imie  differeiiziaìe  del  1."  ordine 

M  du  +  N  '7r  =  0  . 

di  cui  esse  sono  gli  integrali,  se  ne  potrà   avere  con  quotature  l'equa- 
zione in  termini  finiti. 

E  invero  risulta  dalle  (21)  n.  36  (pag.  69)  che  esiste  in  tale  ipotesi 
un  fattore  integrante  k  di 

Udu-\-Ndv, 
che  è  al  tempo  stesso  fattore  integrante  di 

EN— FM^       ,PN~GM, 

—  du  -j-   -■ — —  ■  dv  . 

Ponendo  per  un  momento 

Mi  =  —  ,  Ni  =  — r- ,   . 

V  BG— F^  V  ÉG— F^ 

avremo  quindi  le  due  equazioni 

'  ^  fiM)  __  ^(>^ 

\   "   ~    '" 


(26) 


e  però  X  si  ha  con  quadrature  (*\ 

(")  Si  noti  clie 
a  pausa  di  EG  — F^>-  0,  nou  può  essere  nullo. 
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Si  osserverà  che  si  ha  qui  al  tempo  stesso  il  modo  di  decidere  dal- 
l' equazione  differenziale 

se  le  linee  integrali  appartengono  ad  uu  sistema  isotermo.  Per  le  (26) 
è  perciò  necessario  e  sufficiente  che  l'espressione 


M  W.    M.  w  "''"'  ~r 


Ni 
+ 


M  Ni  —  Mi  N 


sia  un  differenziale  esatto. 

40.  Supponiamo  noto  sopra  una  superfìcie  un  sistema  isotermo  ridotto 
ai  parametri  isomotrici  {;(,  v),  che  dia  dunque  all'elemento  lineare  La  forma 

rfs^  -^^  }.  (dii'^  -\-  dv'^) , 
e  interpretiamo  w,  v   come  coordinate    cartesiane  ortogonali  £,  i\  di    un 
punto  in  un  piano  ausiliario  {piano  rappresentativo),  ponendo 

Così  ad  ogni  punto  P^(!(,  v)  della  superficie,  o  di  quella  regione  di 
superficie  cui  si  estendono  le  nostre  considerazioni,  faremo  corrispondere 
quel  punto  F  del  piano  rappresentativo  i  7|,  le  cui  coordinate  cartesiane 
eguagliano  le  coordinate  curvilinee  di  P;  avremo  insomma  una  rappre- 
sentasione  dciìa.  nostra  superficie  sul  piano.  Ed  ora  andiamo  a  stabilire 
che  in  questa  rappresentazione  gli  angoli  sono  conservati,  cioè  l'angolo  sotto 
cui  si  tagliano  due  linee  qualunque  della  superficie  è  eguale  a  quello 
formato  dalle  linee  rappresentative  sul  piano. 

Per  accertarsene,  basta  ricordare  le  formole  fondamentali  del  n.  34, 
in  particolare  la  (9)  (pag,  64),  che  nel  nostro  caso  diventa 


e  dimostra  che  ogni  linea  (obiettiva)  sulla  superficie  taglia  le  linee  v  -  cost*" 
sotto  lo  stesso  angolo;  che  la  sua  linea  immagine  sul  piano  fsi  colle 
rette  v  -  cost". 

In  generale,  se  stabiliamo  una  corrispondenza  fra  i  punti  P,  P'  di  duo 
superficie  S,  S'  (o  regioni  di  superficie),  in  guisa  che  ad  ogni  punto  P 
dell'  una  corrisponda  un  punto  P'  dell'  altra  e  se  P  si  muove  con  conti- 
nuità sulla  S  il  punto  immagine  F  si  nmova  con  continuità  sulla  S',  di- 
ciamo che  si  fa  una  rappresentazione  dell' una  sì^perficie  siUV  altra. 
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Se  la  rappresentazione  è  tale  che  gii  angoli  siano  conservati,  essa  si 
dice  cmforme  Taloia  si  esprime  anche  lo  stesso  fatto,  dicendo  che  la  lap- 
^veseniiaionQ  c<asfirva,  la  similìtndìnf  delle  patti  m^mtestmp  il  che  com 
sponde  evidentemente  appunto  alla    onservazione  degli  angoli 

Dietro  il  risultato  ottenito  al  piincipio  di  questo  rumeio  i-  chiiio  che 
per  risolvere  il  pioblema  generale  della  rappiesentazione  ronfoime  di  una 
superficie  S  t  pn,  una  ■iuperfitie  'a  basteia  rippresentire  1  uni  e  1  altia 
superficie  in  mjdo  coufoime  sopia  un  piano  e  domaniate  poi  la  più  ge- 
nerale rappiesrntazione  confoime  dell  un  piano  sopra  1  iltrD 

41,  Pei  iisolveie  il  picblema  ultimamente  enunciato  conviene  distin- 
guere il  caso  10  uii  gli  ingoli  coi  iispon  lenti  delle  du''  figure  piane  sono 
eguali  e  delli  stesso  senso  da  quello  in  cui  pure  essendi  eguali  hanno 
senso  contiiiio  (*)  Scelti  nei  due  piani  r  t  due  sistemi  di  assi  caitesiani 
ortogonali  Or  0_/  Ox  Oij  siano  j-  (/  le  coordinate  di  un  punto  P  di  it, 
x',  ij  quelle  del  punto  corrispondente  P  di  ir  la  nostra  r  ippresenta/ione 
sarà  analiti  amente  espiesaa  dalle  ftimole 

t     =    1     (?     y)  y    =    y    {ì      ì) 

e  dobbiamo  ora  ricercare  le  condizioni,  che  debbono  imporsi  alle  funzioni 
-jÌ,  ^  ài  x,y  (che  supporremo  finite  e  continue  insieme  colle  loro  derivate 
parziali  nella  regione  da  rappresentarsi),  perchè  la  rappresentazione  riesca 
conforme. 

Essendo  'P=={x,  y)  un  punto  di  %,  F^(x',  ?/)  il  corrispondente  di  ;i', 
consideriamo  una  curva  di  :t  uscente  da  P  in  una  direzione  arbitraria. 

Per  l'inclinazione  9  della  sua  tangente  suU' asse  delle  a:, misurata  nel 
verso  positivo  delle  rotazioni,  abbiamo  la  formola 

(27)  .    tag  B  =  * 

0  per  la  curva  C  immagine  analogamente 

,  ,  '  -■  dx  -\-  -^-  dy 

<"•)  '"«'  »'  =  ^'  =  tr — l-  ■ 

^  dx  -\-  ^—  dì) 

Se  per  una  seconda  curva  Ci,  uscente  da  P,  il  valore  di  'i  è  &i  e  il 
corrispondente  di  9'  è  6'i  deve  essere 


(*)  In  ciò  suppoaiaiDO  che  per  l'uno  e  per  l'altro  piaao  si  siano  fissate  le  faocie 
positive  e  suppoiiiaiiio  ohe  gli  assi  cartesiani  ortogonali  Ox,  Oy;  OW,  Oy  dei  due  piani 
siano  egualmente  orientati. 
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noi  caso  della  conservaKinne  diretta  degli  angoli  e  invece 

Oi  _  0  =  9'  —  fJ'i 
per  la  eonservazione  inversa.  Ne  segue 

nel  primo  caso  e 

E)'  =  —  6  +  M 

nel  2.",  essendo  a  dipendente  soltanto  dal  punto  P,  raa  costante  rispetto 


tang  a  =  m , 
avremo  dunque 

,         „,  m  +  isti 

"  1  -f-  w(  tg  9  ' 

i  segni  superiori  Talendo  nel  1.",  gli  inferiori  nel  2."  caso.  Per  le  (27) 
(27*)  ne  risulta  la  equazione  : 

+  * 


te 

+ 

dx 

Ja; 

+ 

Sa;' 

''» 

te 

fti 

dx 

che  caratterizzano  a/-f  *  j/  come  funzione  della  variabile  complessa  x  +  iy. 
Ne  coneludiamo  :  La  più  generale  rappresentazione  conforme  di  un  piano 
sopra  un  altro  si  ottiene,  ponendo  la  vanabile  comj^essa  deU'  un  piano  eguale 
ad  una  funzione  (arbitraria)  della  variabile  complessa  dell'altro  piano,  o 
della  coniugata.  Nel  primo  caso  si  avrà  consenrazìone  diretta  degli  angoli,  nel 
secondo  gli  angoli  corrispondenti  sono  eguali  e  di  senso  contrario. 

Se  ricordiamo  ora  il  risultato  al  principio  del  numero  precedente,  ne 
deduciamo  più  in  generale:  La  più  generale  rappresentandone  conforme 
di  una  superficie  sopra  un'  altra  si  ottiene,  ponendo  la  variabile  complessa 
dell'una  eguale  a  una  funzione  della  variabile  complessa  suW  altra-  (o  della 
coniugata). 
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42.  Applichiamo  i  risultati  generali  dei  numeri  precedenti  ad  una  classe 
di  superficie  per  le  quali  si  sanno  immediatamente  determinare  i 
isotermi,  alle  superficie  di  rotazione.  Sopra  una  di  tali  superficie  a 
a  linee  coordinate  i  meridiani  ed  i  paralleli.  Per  parametro  di  un  meridiano 
variabile  prendiamo  V  angolo  tu,  che  il  suo  piano  forma  col  piano  di  un 
meridiano  fisso  (longitudine),  e  per  parametro  del  parallelo  il  suo  raggio  r, 
restando  così  escluso  per  ora  il  caso  del  cilindro  {circolare  retto).  Se  per 
asse  delle  ^  prendiamo  l'asse  di  rotazione  e  per  meridiano  fìsso,  da  cui 
si  conta  la  longitudine  u),  scegliamo  quello  del  piano  xz,  le  coordinate  di 
un  punto  della  superficie  saranno  date  dalle  formole 
(28)  a;  =  r  cos  w  ,     «/  ^  r  sen  w  ,     «  =  55  (r)  , 

essendo 

z  ■=  ^  (r) 

l' equazione  della  curva  meridiana.  Per  l'elemento  lineare  ds  della  superficie 
in  coordinate  r^  (o  abbiamo  quindi 

ds''  =  j   1  +  c'^  (r)   I  dr^  +  r'  dm'' . 

Cangiando  il   parametro  r  nell'  arco  u  del  meridiano,  contato  da  un 
punto  fisso,  col  porro 


«  =  yv  1 + <p''  M  0 


avremo 

r  =  ^  («) , 
la  natura  della  funzione  iJj  determinando  la  specie  della  curva  meridiana, 
e  si  avrà 
(29)  ds^  =  du^    j-  r^  dio'^ . 

Questa  vale  anche  pel  caso  del  cilindro,  ove  si  ha 

X  :^=  r  eos  0)     ,       ^  =  »'  sen  (u     ,       3  =  u  , 

con  r  costante.  E,  poiché  nella  (29)  r  è  funzione  di  w  soltanto,  ne  segue 
pel  n.  38  (pag.  72): 

Sopra  ogni  superficie  di  rotazione  i  meridiani  e  i  paralleli  costituiscono 
un  sistema  ortogonale  isotermo. 

Se  scriviamo  poi  la  (29)  sotto  la  forma 

ds'  =  r'  [  ■■  Y  -f-  dta^  )  . 
vediamo  che  :  1  parametri  isometrici  sono  oi  e  ìd  =     /    — —  . 
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Per* Ogni  superficie  di  rotazione  sappiamo  dunque  risolvere  il  problema 
di  rappresentarla  in  modo  conforme  sul  piano.  In  particolare  ponendo 


5  =  »      ,        >!=_/-, 


e  riguardando  %,  -q  come  coordinate  cartesiane  ortogonali  di  un  punto  sul 
piano  rappresentativo,  si  avi-à  una  rappresentazione  conforme,  in  cui  i  me- 
ridiani e  i  paralleli  hanno  per  rispettive  immagini  le  rette  parallele  all'asse 
deUe  r,  o  delle  i  (*). 

43.  Consideriamo  la  sfera 

»'  +  ■/'  +  «'=!, 
il  cui  raggio  abbiamo  posto  per  semplicità  eguale  all'  unità  lineare.  Essa 
può  pensarsi  come  superficie  di  rotazione  attorno  all'asse  s  e  le  coordinate 
di  un  suo  punto  sono  allora 

X  ^  sen  M  eoa  v  ,     y  ^^  sen  u  sen  v  ,     z  =  cos  u  , 

dove  V  èÌB,  longitudine  ed  u  la  distanza  angolare  del  punto  dal  polo  m^=0, 
cioè  il  complemento  della  latitudine  (colatitudine)  ;  per  l' elemento  lineare 
avremo  quindi 

ffa*  ^  du^  -|-  sen^  M  dv^ 
e  i  parametri  isometrici  essendo 

r    du  ,      ,     1 

"1   =  ^/    — -  ==  log  tg  Y  u,  V, 

potremo  prendere  per  variabile  complessa  sulla  sfera  -z^e        ^  ~'~     ,  cioè 

(30)  t  =  cot  A  «.«+'»  . 

Per  variaibile  complessa  C  nel  piano  dell'equatore  possiamo  prendere 

[:,  &  essendo  le  coordinate  polari  e  ponendo  t  =;  C  cioè 

(31)  p  =  cot  -|-  M    ,       G  ^  t>  , 

avremo  una  rappresentazione  conforme  della  sfera  sul  piano  dell'equatore. 
Questa  rappresentazione  può  ottenersi  geometricamente  così.  Dal  polo  m=0 


(*)  Sì  osservi  che  in  questa  rappresentazione  le  hssodromkhe,  cioè  le  curve  della 
superficie  che  tagliano  sotto  angolo  costante  i  meridiani,  hanno  per  immagini  le  rette  del 
piano  rappresentativo.  Ne  risulta  p.  e.  il  teorema  seguente:  In  ogni  triangolo  racchiuso 
stilla  superficie  ài  rotazione  d'i  tre  archi  lossodromici  la  somma  degli  angoli  è  egìiale  a 
dite  retti. 
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si  proietti  il  punto  M^(«,  v)  della  sfera  sul  piano  equatoriale  in  w  e 
questo  sarà  prtìcisameTite  il  punto  rappresentativo,  dato  dalle  forinole  (31). 
Tale  rappresentazione  della  sfera  sul  piano  prende  perciò  il  nome  di  proie- 
zione  stereografica  polare. 

Oltre  alla  proprietà  di  conservare  gli  angoli,  questa  rappresentazione 
ha  anche  l' altra  importantissima  che  ogni  circolo  della  sfera  ha  per  im- 
magine un  circolo  sul  piano  e  viceversa,  proprietà  che  si  può  dimostrare 
con  considerazioni  geometriche  elementari  {*). 

Dalle  formole  di  rappresentazione  (31)  essa  risulta  subito  osservando 
che  l'equazione  d'un  circolo  sulla  sfera  è 

a  sen  m  cds  w  -j-  b  sen  m  sen  i>  -\-  e  co^  u  -\-  d  =  f) 
con  a,  h,  e,  d  costanti  e  la  sua  immagine  piana  avendo  per  equazione  in 
coordinate  polari  (per  le  (31)) 

2  a  p  cos  9  +  2  5  p  sen  E»  +  e  {o'  —  1)  +  <i  (p^  +  1)  =  0  , 
è  un  circolo  (o  una  retta).  L'inversa  è  pur  vera  evidentemente. 

44,  Per  mozzo  della  rappresentazione  stereografica  della  sfera  possiamo 
facilmente  risolvere  il  problema:  Determinare  tutti  i  possibili  sistemi  doppi 
ortogonali  di  circoli  (o  rette)  sid  piano. 

Questo  sistema,  riportato  sulla  sfera,  deve  pur  dar  luogo  ad  un  sistema 
doppio  ortogonale  di  circoli  (C)  (C).  Ora  si  vede  subito  che  la  condizione 
necessaria  e  sufficiente  affinchè  due  circoli  sulla  sfera  si  taglino  ad  angolo 
retto,  e  che  il  piano  dell'uno  passi  pel  polo  del  piano  dell'altro.  Per  ciò 
1  poli  dei  piani  dei  circoli  lìel  sistema  (C)  dovendo  essere  situati  sopra 
ogni  piano  di  un  circolo  di  {O,  il  loro  luogo  è  una  retta  y'  per  la  quale 
passano  tutti  i  piani  del  secondo  sistema.  Slmilmente  tutti  i  piani  dei  cir- 
coli del  sistema  (C)  passano  per  una  retta  r,  che  è  evidentemente  la  polare 
reciproca  di  r'  rispetto  alla  sfera. 

Ne  concludiamo  che  il  modo  più  generale  di  costruire  un  sistema  doppio 
ortogonale  di  circoli  sulla  sfera  è  d' intersecare  la  sfera  con  due  fasci  di 
piani,  i  cui  assi  siano  rette  polari  reciproche  rispetto  alla  sfera. 

Se  supponiamo  dapprima  che  la  retta  r  non  sia  tangente  alla  sfera, 
essa,  0  la  sua  polare  reciproca  ì',  intersecherà  la  sfera  in  due  punti  reali 
distinti,  che  saranno  comuni  a  tutti  i  circoli  del  rispettivo  sistema.  Proiet- 
tando stereograficamente  sul  piano  otteniamo: 

(*)  In  modo  molto  semplice  così.  Si  osservi  dapprima  ohe  se  M,  M'  sono  due  punti 
sulla  sfera,  m,m'  i  due  punti  immagini  sul  piano  dell'ornatore,  il  quadrilatero  MM'nj'ni 
è  inscrittibile  6uppon:amo  che  M  descriva  un  cìrcolo  C  sulla  sfera  e  sia  M.'  una  po- 
sizione speciale  di  M,  wi'  la  sua  immagine.  La  sfera  che  passa  per  0  o  per  «*'  contiene, 
pei  quanto  piecede,  tutto  il  circolo  H  SI'  m'  m  (che  ha  sulla  sfera  tre  punti)  e  però 
lì  lungo  dei  punto  iniiaiigme  m  è  il  cìrcolo  e  d'intersezione  della  detta  sfora  col  piano 
dell'equatoip 
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SISTEMI    OBTOGONALI   DI   CIECOLI   SOL   PIANO  81 

A)  Due  fasci  ortogonali  di  circoli  V  uno  coi  due  punti  hase  reali,  l'altro 
coi  punU  base  immaginàrii. 

In  particolare,  se  la  r  è  l' asse  polare  della  sfera,  il  sistema  A)  si  cangia 
nelle  rette  di.  un  fascio  e  nei  circoli  col  centro  nel  centro  del  fascio. 

Se  *■  è  tangente  alla  sfera,  /  tocca  la  sfera  nello  etesso  pnnto  in  di- 
rezione ortogonale  a  /■  e  per  proiezione  stereografica  si  ottiene  sul  piano  : 

B)  Due  sistemi  di  circoli  che  toccano  nel  medesimo  punto  due  rette  fra 
loro  ortogonali. 

In  particolare,  se  il  punto  di  contatto  di  r,  r*  colla  sfera  è  Ìl  polo  di 
proiezione,  abbiamo  nel  piano,  come  caso  limite,  un  sistema  doppio  orto- 
gonale di  rette. 

45.  Supponiamo  di  far  rotare  attorno  al  centro  la  sfera  su  sé  stessa 
e  indicando  i  punti  della  sfera  col  valore  della  variabile  complessa  t  (n.  43) 
in  esso  punto  {*),  sia  t' ii  punto  in  cui  va  t  dopo  il  movimento.  Poiché 
due  figure  descritte  dai  punti  corrispondenti  z,  V  sono  eguali,  nonobè  con- 
formi, sarà  V  una  funzione  della  variabile  complessa  t  ed  ora  diciamo 
che  i'  è  funzione  lineare  di  i: 

(32)  '  ^  -,  .  +  8  ■ 

Giovandoci  dei  teoremi  fondamentali  sulle  funzioni  di  variabile  com- 
plessa, ciò  ai  dimostra  subito  osservando  che  t'  ha  un  valore  soltanto  per 
ogni  valore  di  v  e  inversamente.  Piii  elementarmente  Io  proviamo  osser- 
vando che  sulla  sfera,  come  sul  piano  rappresentativo,  ad  ogni  circolo 
descritto  da  t:  corrisponde  un  circolo  descritto  da  t'.  Ora  le  rappresenta- 
zioni conformi  del  piano  su  sé  stesso  che  cangiano  i  cìrcoli  in  circoli  sono 
date  necessariamente  da  sostituzioni  lineari  (**). 


(*)  Ciò  è  evidentemente  lecito,  poiché  vi  ha  eorriapondenna  univoca  tra  i  valori 
della  vaiiahile  oomplesaa  Tei  punti  della  sfera,  non  eseluso  il  valore  i  =  co ,  ohe  ha 
luogo  nel  polo  di  proieaione. 

(**)  Che  una  sostituzione  lineare 

^^>  '-T^  +  S 

cangi  i  circoli  descritti  da  2'  in  circoli  descritti  da  e  {e  viceversa)  ei  prova  nel  modo 
seguente.  Indicando  (con  Hermito)  con  a„  la  coniugata  dì  una  quantità  arbitraria  a, 
r  equazione  di  un  circolo  descritto  da  z'  ei  scrive  nel  modo  più  generale 

A  ^  so   +  B  2*  +  Bo  s'è  +  C  =  0  , 
essendo  A,  C  costanti  reali.  La  corrispondente  linea  descritta  da  «  ha  per  ei^uazione, 
secondo  la  (1)  : 

A  (a  ^+p)  (ao  «o+po)  +  B  (a  «+p)  (70  zo  +  So)  +  Bo  («o  so+po)  (f  ^+5)  + 
+  G{-iz+S)  (■(oso  +  3o)  =  0 
ed  è  quindi  nuovamente  un  circolo. 
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ìió  CAPITOLO  ru. 

Il  cteterminante  a  S  —  ^  ■;  della  sostituzione  lineare  (32)  essendo  essen- 
zialmente diverso  da  zero,  si  può  supporre,  senza  alterare  la  generalità, 
eguale  all'unità: 

(33)  «  8  -  ?  ,  =  1 , 

ed  ora  vogliamo  ricercare  quali  particolari  relazioni  debbono  aver  luogo 
fra  i  coefficienti  a,  p,  7,  S  perchè  la  (32)  rappresenti  effettivamente  un  puro 
movimento  della  sfera.  Esprimiamo  per  ciò  l'elemento  lineare 

ds^  =  du^  +  sen^  u  ch^ 

della  sfera  per  la  variabile  complessa  t  e  la  coniugata  to-  Essendo 

■z  =  coi  —  u  e^  ",  Zi,  =  cot  '■-  Il  e" ^     , 

troviamo  subito 

4  (ir  i^To 

(iTTtì   +   l)^ 

Perchè  la  (32)  rappresenti  un  movimento,  è  adunque  necessario  0  suf- 
ficiente che  ne  risulti 

d\   dx'o  dt  dtn 


(,'V,+  l)»        (t.,+1)' 


Osserviamo  inoltre  che  se  z^  è  un  punto  arbitrario  del  piauo,  ia  sostituzione  lineare 

2;'  =^ (p  costante) 

cangia  i  circoli  tangenti  nel  plinto  fisso  e,  a  «na  determinata  direzione  in  rette  parallcic, 
che,  prendendo  e  (l' argomento  di  e)  convonient emento  possono  rendersi  parallele  ad  uno 
degli  assi  coordinati.  Ciò  posto  sia 

/  =  f  {.) 

una  rappresentazione  conforme  del  piano  3n  «e  stesso,  che  tonseivi  1  circoli.  Lo 
rette  parallele  agli  assi  coordinati  nella  figura  {i  )  si  muteranno  nella  figura  (s)  in  un 
sistema  di  circoli  che  toccano  in  un  medesimo  punto  due  rette  ortogonali.  Questi  con 

una  conveniente  sostituzione  lineare  z'  ^ si  mutano  nuovamente,  sulla  figura  (^), 

in  rette  parallele  agli  assi  coordinati. 

Ora,  poiché  ponendo  2"  =  se" -)- i  j/",  z'^sc  -\-iy,  deve  risultare  s!  tu  u  zio  ne  della 
sola  a!,  0  delia  y',  0  corrispondentemente  y"  di  y'  soltanto,  o  di  3!,  la  relazione  fra  z",  li 
è  evidentemente 

i  =  a.'J 

con  a  costante  reale  (0  puramente  immaginaria). 

Duniiue  2"  ò  legata  linearmente  a  a  e.  d.  d. 
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ROTAZIONI   DELLA    SFERA    COMPLESSA  03 

ovvero,  avendosi  per  la  (32) 

(a  T  +  p)  {ao  xo  +  ^o)  +  (f  ^  +  S)  (To  ^0  H^  So)  =  ^  ro  +  1  . 

L'ultima  relazione,  dovendo  verificarsi  per  qualunque  valore  di  r,  dà: 
1   a  ao  +  7  fo  =  1  (  a  pò  -I-  T  So  ==  0 

!  P  OLD  +  S  Vo  =  0  (  p  Po  +  S  So  =  1 . 

Queste,  per  la  (33),  si  risolvono  nelle  condizioni  necessarie  e  sufficienti 


cioè  S  è  la  coniugata  di  a  e  v  la  coniugata  di  p,  cangiata  di  segno.  Ne 
concludiamo  : 

U  movimmio  più  generale  della  sfera  complessa  in  sé  medesima  si  rap- 
presenta colla  sostituzione  lineare  suUa  variabile  complessa 

(34)  ^=-_'^^.     »„  +  pp.=l. 

Questa  formola  è  dovuta  a  Cayley. 

In  ogni  tale  movimento  (34)  della  sfera  in  sé  medesima  i  due  punti, 
che  corrispondono  ai  valori  di  t:  radici  dell'equazione  di  2°  grado 

Po  T^  +  (a_a,)  ^  +  p  =  0, 

rimangono  fissi.  Essi  sono,  come  è  chiaro,  diametralmente  opposti  e  il 
movimento  consiste  in  una  pura  rotazione  attorno  al  diametro  che  li  con- 
giunge. Per  l'ampiezza  0  di  questa  rotazione  si  trova  facilmente  la  formola: 

^35)  '^'[^]   -   — o— 


(*)  L    t    m  la  (35)     d  m     d    t         d  nz    n  1  ^  =  /5  =  0   0  a  8 

indiob  ra  a  al    q  1 1  (34)  T  1 1       n    (^4)    h    p  rt 

due  p  nt    fi       d  11     S         pi      =0      =  os  d  U      f        1        tóf   m  t    d    8  p 


h  una  rotaz  on    d  11 
e  T  S  T       h  i 

subito      1      11      il  tt 
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Capìtolo  IV. 


Formolfi  foniìaiiieiitall  della  teoria  delle  superficie. 


Le  due  forme  quadratiche  fondamentali 


\-EfM  +  2Vdudv  +  Q  dv'' 


ci  e  dani  o  le  deriy  to  'iLConde  di  r  y  e  le  deiivate  prime  di  X,  Y,  Z  ^ —  E^uaKioni 
di  Gai  ha  e  Ma  nud  Codazzi  Ira  i  coeflicienti  E  F  G,  D,  D',  D"  delle  due  forme 
tondan  entili  ~  Ea  atenza  e  unicità  della  supeitì  le  con'ispondento  a  due  date  forine 
fondamentali  per  le  quili  le  equazioni  di  Gaisg  e  Codazzi  sono  soddisfatte  ^  Linee 
di  purvatuia  —  Raggi  di  1  *  curvatura  delle  linee  tracciate  «opra  una  superficie  — 
Teoiema  di  Meumer  —  l'orniola  di  Euleio  —  Indicatrice  di  Dupm  —  Curvatura  totale 
e  cirvatura  inedia  SHtemi  coniugati  —  Linee  aBsintotithe —  Calcolo  di  parametri 
differenzi-ili 

4b  Nelle  proprietà  studiate  nel  Cajjliolo  piecedente  abbiamo  vihto  m 
teivemiB  rmi,  soli  forma  diffet enziale  quella  che  di  1  elemento  lineare 
Iella  8Uf  ettic  e 

f  ^  !  =  E  ?;  +  2  r  /(  7  4-  G  ^i-i 
Cloe  la  2>  '«  fo  un  fondineiiik  Mi  juindo  si  studiano  le  piopiieta 
ijieienti  alH  eflettiva  forma  che  li  supeificie  ha  nello  spizio  m&ieme  alla 
piecedente  mteiviene  una  seconda  forma  difleienz  ile  quadratica  e  come 
fra  bieve  vedremo  La  teoria  leUt,  bupPìfi  te  cons  derati  dal  nostro  punto 
di  lista  bi  iiduce  ebsensuahnente  aUo  studio  di  due  fmme  di'jfei mziali  qua- 
dratiche simultanee 

Per  introdurre  la  sec  nda  foima  differenziale  accennata  cominciamo 
dil  fissale  1  coseni  di  dilezione  positiva  della  noimale  alla  supeificie  che 
mdicbeiemo  costmt  mente  con 

\   \    L 

Com  il  1  -i4  ti  Marno  l1  e  Si  fact,n  postica  del  fimo  tingente  sii 
qieUa  siUa  quile  ìi  d  ifzi  ne  fositiva  della  tai gente  alla  liiea  i  già  e 
illi  bin  stia     spetto  a  qielli  deUa  linei  i  C) 

*)  Tenendo  senprt,  fibf,a  la  convengono  theiilla  tac  a  po&itiva  del  piano  ^  la 
d  1B.1  oue  positiva  Oy  giaccia  a  &miÉ.tia  rispetto  alla  Ox 
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LA   SECONDA   FOfiMA   POKDAMEBTALE  o5 

La  direzione  positiva  della  normale  sarà  quella,  verso  cui  è  rivolta  la 
faccia  positiva  del  piano  tangente.  Per  note  formolo  di  geometria  analitica 
abbiamo  allora  : 


1     iy        1     3s 


1 


1     ì)x 


V'E  iu  \/E  ^M 

J_  tó  1     ix 

v'G  Si!  '  \/G  :^v 

\       ix  1        ì'^ 

V'E  Sm  V'E  ''« 

1     Sa^  1     l'i/ 

V'G  Sp  '  v'G  S). 

m  essendo  l'angolo  delle  linee  coordinate  delinito  al  n.  33.  Per  la  (6*)  di 
questo  numero  (pag.  62)  risulta,  adunque 


(1) 


^^ 

>z 

ìu 

iu 

h) 

:s 

hv 

òv 

iz 

ix 

hi 

iu 

Ss 

ix 

iv 

ìv 

3u 

=•9 

te 

te 

>» 

^^, 

(/E  G— F" 


Z= 

V'E  G-F' 


La  seconda  forma  differenziale  che  introdurremo  sarà 
f  =  —  (dx  dX  +  dt)  d\  +  dz  rfZ) , 
per  la  quale  adopereremo  costantemente  la  notazione 
(2)  tf=^~'2^dxdJ.i*)  —  'D  dti'  +  2Viudv  +  V  *' . 

Osserviamo  subito  le  diverse  forme  che  si  possono  dare  ai  coefficienti 
D,  D',  D"  di  w.  Dalle  identità 

ir. 


2xf:-o  ,    2x^^=0 


(*)  Il  simbolo  HOTamatorio  ^  qui  ed  in  seguito  indica  una  somma  di  ti'e  tormiai 
che  si  deducono  da!  primo,  cangiando  riapettivaiiiente  :c,  X  in  y,  Y;  ^,  Z. 
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derivando  rapporto  ad  u,  v,  seguono  le  altre  : 

1  vt  ''^^  =,^y— ì^  =  —  y 

\   ^       !^uòv  ^  ìv   èu  ^ 


(3) 


Abbiamo  dunque  : 


D'=2X 


;ìm  ^j; 


^  à^  SS 

"  -^  "Jm  "^  ~"  ~  -"  Tp   Jm 


i"'=2x^„| 


Per  le  (1),  possiamo  quindi  anche  scrivere  D,  D',  D",  sotto  forma  di 
determinante  ; 

S^a;  'h'^y  ^^z 

3m^   iu^  ìlM^ 


(3*)  D  = 


Ve  g-f» 


hx    iy     ìs 
ìu    hu    iu 


ix    ly     i)® 
ìv     Iv      ÌIV 


v'e  G-Fs 


i^x    i^y    y^z 

ìx 
ìu 

iy_ 

Ss 
ìu 

te 

iv 

ìz 
ìv 

ì'x 
ìi' 

>'y 

ìv' 

ì^z 
ìv' 

ix 
3m 

ìu 

ìz 
ìu 

>x 

So 

ìz 
ìv 

v'Ée-F> 


Le  due  forme  differenziali  quadratiche 

f  =  2  <&'  =  E  *•  +  a  F  (in  *  +  a  *' 
f  =—  2  (fc  «K  =  D  *'  +  2  D'  d»  *  +  D"  *" 
si  diranno  la  forima  e  la  seconda  forma  fondamentale  delta  super/lete  S. 


y  Google 


EQUiZlOHI   POHDAMENTAI,!    (l) 


87 


È  chiaro  che,  cangiando  comunque  le  variabili  u,  »,  esse  si  trasformano 
nelle  nuore  forme  fondamentali. 

47.  In  questo  numero  stabiliremo  le  equazioni  fondamentali  della  nostra 
teoria.  Premettiamo  per  ciò  l' osservazione  seguente.  Se  A,  B,  C  sono  tre 
funzioni  qualunque  di  u,  v,  possiamo  determinare  tre  coefficienti  in(;ogniti 
a,  p,  Y  in  guisa  cbe  si  abbia  : 


ix 


ix 


z  +  ?t;:+-i^ 


(«)1B  =  .^  +  PS+yY 


r  +  vz, 


percliè  il  determinante 


non  e  zero. 

Ciò 
ponendo 


3x 

^Y 

Iz 

in       r. 

)a 

li'' 

=  Ve  "g-f^ 


riprendiamo  per  un  momento  la  notazione  cogli  indici, 


E  =  «„     ,       F  ^ 


D"  =  bn 


^  1%.   lUs  ' 
ne  segue 

-^  ix  'ì^x  r'''^i 

Se  nelle  (a)  facciamo 


ìUrMs   ' 
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indi,  moltiplicandoie  ordinatamente  una  prima  volta  per  — ■  ,  —  -  , 

ma  terza  per  X,  Y,  Z,  ogni  volta  som- 


Ja;       iì/       Iz 


miarao,  risulta 


|...  +  «.P=[y] 


e  pero 


3%      (rsl    ^^  jrsj    'ìtx 


0  più  brevemente  colla  notazione  delle  derivate  seconde  covarianti  (n.  26) 

x„  =  6...  X  . 

Scrivendole  per  disteso,  colla  notazione  antica,  abbiamo  il  primo  gruppo 
di  equazioni  fondamentali 

a^^  =  jiii^  +  J2|^  +  ^^ 

^_jl2j^ 


+■  : 


\    iv"^  (    1     j     3m  {%    ]     'ÒV 

dove  omettiamo  quelle  per  y,  z  perfettamente  simili,  cbe  se  ne  deducono 
col  cangiamento  di  X  in  Y,  Z  rispettivamente. 

Il  secondo  gruppo  di  formolo  fondamentali  sarà  quello  che  esprime  le 

Ili  '  S» 
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EQUAZIONI   FONDAMENTAtr    (il) 

successivamente: 

A  =  -         B  =  -         C  =  --  • 

ili     '  M    '  Sm    ' 

ÙV  àV  ÙV 

troviamo  per  le  formolo  in  questione: 

I  iX         F  D'  —  G  D   ^^     ,     F  D  —  E  D'   3^ 


\   ùu          BG  — F^  lu  ^  EG  — F^  J« 
(II) 

ÌJ.  _  FD;;  — GD'  ix  FD'--_E_p"  }x 

\   in  ~    EG— "F^"  <•>«  "*■  EG-F^"  iv' 

OYO  DuovameTite  si  omettono  quelle  analoglie  per  Y,  Z. 

Oome  si  vede,  i  coefficienti  dei  secondi  membri  nelle  formolo  (I)  (II) 
sono  formati  unicamente  coi  coefficienti  delle  due  forme  fondamentali  f,  <f  (*). 

48.  I  sei  coefficienti 

E,  F,  G  ;    D,  0,  D" 

delle  due  forme  fondamentali  non  sono  fra  loro  indipendenti,  bensì  legati 
da  tre  relazioni  importanti  che  andiamo  ora  a  stabilire.  Per  ciò  scriviamo 
le  condizioni  d'integrabilità  del  sistema  (1): 


V  iu\{ì)òu{i 


ìv]{l)  iu 


122)^3;      (22)33;      ^™  .i    (12)  to      (121  3,t     ^,^J     ,. 

(  1  ì  Dm      {2\  iì>  ìivUl)  ìu      {2)  dì) 

È   chiaro  che  facendo  uso  delle  formole  fondamentali  stesse  (I)  (II) 


(*)  In  particoliìi'e,  bisogna  sempre  ricordare  clie  i  simboli  di  Christoffe!  J  . 
compaiiecono  nelle  (I),  sono  costruiti  rispetto  aUa  1."  forma  fondamentale  f. 
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primi  membri  delle  {i)  si  pongono  identicamente  sotto  la  fonna 


+  -/x 


onde  dovendo  sussistere  insieme  le 

equazioni 

,i?  +  pg  +  ,X^« 

j''S  +  ^lf+^ 

x  =  o 

U^  +  p2  +  v-  =  » 

Nì:  +  ?'ì+' 

'Y  =  0 

'"5  +  ^f+'^=» 

!''S+^5+v' 

Z  =  0 

avremo  per  le  condizioni  d'integrabilità: 

a  =  0    ,     p  =  0    ,     -(  =  0 
a  =  0    ,     p'  =  0    ,     ■('  =  0  . 
Le  quattro  condizioni 

a  =  0  ,    p  =  0    ,    «'  =  0,     li'  =  0, 
mediante  i  simboli  a  quattro  indici  di  Christoffei  (n.  27,  e.  IL,  pag.  47),  i 
scrivono 

D  D"- 


F  =     11,  21 


sa  —  v 

D  D"  —  D'' 
E  G  ~  1" 

Indicando  con  K  la  curvatura  della  prima  forma  fondamentale,  ■ 
danno  concordemente  (pag.  51  formole  (II)): 


in  parole  esprimono  cioè  che:  *?  qaozimfe  dii  diici timtìunti  ddìe  due  foi-me 
fondamentali  f,f  eguaglia  la  curoatìn  a  K  della  puma  fot  dici  fotidammiale  f. 
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■conAzzi 

Quanto  alle  altre 

due  condizioni 

T  ' 

=  0    , 

■('  = 

0 

sviluppate, 

diventano  : 

,'  JD 

SD' 

(121 

D+d 

"ì 

113  1 

1    >v 

Su 

1   1   ( 

1  |- 

1  2  ( 

m 

SD" 
ìu 

Si.   ^ 

(sai 

hi 

D+(| 

aai 
2  1  ' 

- 

|12j 
ìli 

D'  + 


D'- 


',  secondo  il  ii.  30  {pag.  55),  che  la  forma  covariante  cubica 
if,  f)  costruita  per  la  seconda  forma  fondamentale  f  rispetto  alla  prima  f 
è  identicamente  nulla. 

L'equazione  (III)  è  data  da  Gauss  nelle  Disquiaitiones  etc,  ove  si  trovano 
già  tutti  gli  elementi  per  la  deduzione  delle  (IV).  Queste  ultime  si  citano 
più  comunemente  sotto  il  nome  di  formole  di  Codazzi,  perchè  equivalenti 
appunto  alle  equazioni  date  da  questo  geometra  (*)  ;  esse  furono  date  assai 
prima,  sotto  altra  forma,  da  Mainardi  (1856)  (**). 

Alle  formole  (IV)  si  può  dare  un'  altra  forma  utile  ad  osservarsi,  gio- 
vandosi delle  formole  n,  25  (20)  (pag.  43) 

/  ì  log  Ve  6— F^  (in     ,     (12) 

\    >u ==   ì  1   i   +   I  2  1 

/  ^  log  Vslg^F^   _   I  22  I  [  12  1 

^  ìv    '"        ^   1  2   i   "'"   i  1   i  ' 

esse  risultano  infatti  equivalenti  al  sistema  seguente: 

a/        D         \      ^(        P'       \    j22)        D  J12)        D' 

*^yEG-F^/    ^«\\/EG-F7    '  ^  VE  G - F^      '^V'EG-F^ 

'  -^  Ve  G  -  f 

{IV»)  i 

^«yEa-FV   ''[v'ss-r'j  'ivEe-F»    l'V^a-]" 


1111       D" 


il  VEG  -Fii 


(*)  Anmii  di  ìnat.  T.  II,  p.  273  (1868). 

(**)  Oionidle  ddl'  Istituto  Lombardo  T.  IX,  p.  395. 
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Le  relazioni  (III)  (IV),  che  esistono  fra  i  coefficienti  delle  duo  forme 
fondamentali,  danno  le  condizioni  necessarie  e  sufficienti  a  cui  essi  debbono 
soddisfare.  Enunciando  questa  proprietà  sotto  forma  più  precisa,  abbiamo 
il  seguente  teorema  fondamentale: 

Date  due  forme  differenziali  quadratiche 

-  2  r  dM  (i-u  +  G  d«a 

-  -S-VI  dudv  +  VI'dv^, 
ìrchè  esista  ttna  superficie  che  le  ammetta 

%  forma  fondamentale,  è  necessario  e  suf- 
ficiente che  siano  soddisfatte  le  relazioni  (III),  (IV).  Verificate  queste  con- 
dizioni, la  superficie  corrispondente  è  unica  e  determinata,  prescindendo  da 
momnenti  nello  spazio. 

Colla  dimostrazione  di  questo  teorema,  che  ora  faremo,  resta  giustifi- 
cato il  nome  di  forme  fondamentah  dato  &d.  f,  f  e  s' intende  che  tutte  le 
proprietà  inerenti  alla  forma  della  superficie  non  potranno  dipendere  che 
dai  sei  coefficienti  delle  forme  fondamentali.  In  analogia  col  nome  di  equa- 
zioni intrinseche  per  una  curva  (cap.  I  n.  8),  si  potrà  dire  insomma  che 
le  equazioni 

f  =  E  rfM^  4-  2  F  dudv-\-Gt  di>^ 
'f  =  \)du^  +  "^1)'  dudv-YJf  dv^ 
souo  le  equazioni  intrinseche  della  superficie. 

49.  Pel  carattere  inyariantivo  delie  equazioni  fondamentali  (III)  (IV), 
potremo,  nella  dimostrazione  del  teorema  enunciato,  introduiTO  le  variabili 
indipendenti  u,  v  piil  convenienti.  E  qui,  utilizzando  il  risultato  del  n.  31 
cap.  II,  assumeremo  quelle  variabili  u,  v  che  rendono  simultaneamente 
F  =  0  ,  rf  ^  0  . 
Come  abbiamo  visto  al  numero  citato,  eccettuato  il  caso  in  cui  sussiste 
la  proporzione 

D  :  D'  :  D"  =  E  :  F  :  G , 
la  quale,  come  si  vede  facilmente,  ha  luogo  soltanto  nel  caso  di  una  su- 
perficie sferica  (o  piana)   (*),  queste  nuove  variabili  u,  v  sono  ] 


(*)  E  invero  si  Iia  in  tal  caso 

I)  =  X  E    ,     D'  =  X  P 
Ma  sostituendo  nelle  (IV)  col  ricordare  (a.  3 
m         ÌP        (12)  ^ 


ha  identicamente 


i>v 


iu 


1 


yGoosle 


TEOREMA    FONBAMENTALE  93 

determinate    E&oe    eguigliate  a  costanti,  danno  le  così  dette  linee  di  cur- 
latuiu  delU  superficie  (Cf  il  numero  52). 

Le  equiziont  fcndimentili  (III)  (IV®),  sostituendo  in  quest'ultime  ai 
simljoli  1  loro  vilon  effettivi  (tabella  (A)  n,  35  e,  III)  (pag.  66)  e  per  K 
ponendo  il  ^aloie  dito  dalli  (18)  n.  35);  diventano 

D  \      -D"_  j  Ve  _ 


"p<^p 


J»L-g 


?^  =  eost'° , 
Le  (II)  n.  47,  pag.  89  danno  quindi,  ponendo 


5"  (R  cost") , 


I     ìlM  iU  \     m  iU  I     iti  OH 

elle  integi'ate  danno 

con  a,  lì,  fi  costaoti  e  poro 

(!-«)'+ (y~6)>+(^-c)'  =  K' 
equazione  di  una  sfera  dì  raggio  E.  Nel  caso  1^)  risulta  poi  che  X,  ¥j  Z  sono  co- 
stanti cioè  la  superficie  è  nn  piano.  E  invero,  senza  alterare  la  generalità,  possiamo 
supporre  allora 

X^O , Y^O , Z= 1 
e  dalle  (i)  pag.  85  risulta  quindi 

^  =  0    ,      ?'  =  0  , 

òu  ir 

cioè  s  =  eost's . 
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Per  la  superficie  di  cui  vogliamo  dimostrare  l'esistenza  e  l'unicità 
(nell'ipotesi  che  le  {V)  siano  verificate)  considereremo  in  ogni  punto  un 
triedro  trirettangolo,  che  diremo  il  triedro  principale,  formato  dalle  direzioni 
positive  della  tangente  alla  linea  v,  della  tangente  alla  linea  u  e  della  nor- 
male «Ha  superficie.  Indicando  con  (Xi  Yi  Zi)  ,  (Xa  Ta  Za) ,  (Xg  Yg  Zs) 
i  rispettivi  coseni  di  queste  tre  direzioni,  avremo  : 


Xi 

=  —  -         Y,  =  —  ^        Zi  =  —  — 

■  Ve  iu  '          Ve  ìu  '          Ve  ìu 

Xi 

=  J-^    ,     Y.=  J-'?    ,     Z.=-i-i^ 

VS  ^v                    \'(i  Iv                    ^/G  ìv 

X. 

=    X      ,         Y,  =    Y      ,        Zs  =    Z 

orm 

ole  fondamentali  (1)  (II)  n.  47  pag.  88, 89,  sostituendo  ai  simboli 

«el 

i  Imto  valori  effettivi  attuali,  deduciamo  le  formolo  seguenti: 

/  )X,            1     J  V  E  „      ,      D 

1      ,„                ,_                  As   -f-  --^   Xg 

\  '"      Va    »»           Ve 

j  ÌXi           1     )  V  G  jj 

\  >'       Ve    s» 

/  )X,           1     J  V  E  jj. 

\  "'       Vg    ><• 

*=-!    Wi}^,+  D-x. 

l  '"       Ve    j»           Vg 

)  *"       Ve    " 

J  sx,  ^  _  jr  JJ 

(   ^"  "    VT3    " 

Le   funzioni   incognite  Xi  Xa  Xs  debbono  dunque  soddisfare  alle  tre 
equazioni  lineavi  omogenee  ai  differenziali  totali: 

/  .^      j       1   i  Ve  ^   ,    D  ^  )  ,    ,    1    }  V G  V  j 

I     dXi  ~  i ^  — ^—  Xa  -j ^  Xs  >  du  -\ —  — - —  Xa  dv 

{     ^/G    i'»  Ve      )        Ve    J« 

\'B    iv  (     V'E    s«  Vg      ) 

_  ._ ^  -=  Xs  *  . 

Ve  Vg 
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Al  medesimo  sistema  (4)  dovranno  pur  soddisfare  (Yi  Y3  Y3),  (Zi  Za  Z3). 

Ora  il  sistema  (4)  è  un  sistema  illimitatamente  integrabile,  poiclie  le 
condizioni  d'integrabilità  si  riducono  appunto  alle  tre  relazioni  (V),  che 
supponiamo  soddisfatte. 

50.  Appoggiandoci  ora  sul  noto  teorema  (*)  che  di  un  sistema  di  equa- 
zioni ai  differenziali  totali,  illimitatamente  integrabile,  esiste  sempre  un 
egraie,  che  pei  valori  iniziali 


delle  variabili  si  riduce  a  valori  iniziali  arbitrariamente  dati,  possiamo  fa- 
cilmente condurre  a  termine  la  nostra  dimostrazione.  Per  ciò  conviene 
ancora  osservare  che  se  (Xi,  Xg,  X3}  (X'i,  X'2,  X'3)  sono  due  sistemi  in- 
tegrali, distinti  o  coincidenti,  delle  equazioni  (4),  a  causa  della  forma  spe- 
ciale di  queste  equazioni,  si  avrà 

Xi  X'i  4-  Xa  X's  +  Xa  X'g  =  cost" , 

poiché  il  differenziale  totale  elei  primo  membro  risulta  identicamente  nullo 
in  forza  delle  equazioni  (4)  e  delle  analoghe  per  X'i  X'a  X'3. 

Ciò  premesso,  siano  (Xi  X2  X3) ,  {Yi  Ya  Yb)  ,  (Zi  Za  Za)  tre  sistemi 
integrali  della  (4)  che  per  u=uo  v=vo  si  riducano  ai  nove  coefficienti 


Yl"' 

Yì"ì 

Yi"' 

Zi"i 

Yi"' 

Z?> 

di  una  sostituzione  ortogonale.  Dall'osservazione  precedente  risulta  che  per 
tutti  i  valori  di  w,  v  saranno 


X, 

X2 

X, 

Yi 

Y, 

Y, 

Zi 

Z, 

Z, 

i  coefficienti  di  una  sostituzione  ortogonale;  in  particolare,  si  avrà 
X?  +  Y?  +  Z!  =  1 
Xi  Xa  +  Yi  Ya  +  Zi  Za  =  0 
etc. 
Ora,  per  le  (4)  stesse,  le  tre  espressioni 
\/É  Xi  du  +  \/ G  Xa  dv,  VE  Yi  du  +  \/ G  Ya  dv,  v'' E  Zi  du  +  v'' G  Za  dv 


(*)  Veggasi  p.  e.  Joeban  —  Traitè  à'Anolyse  T.  III. 
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sono  differenziali  esaliti  e  ponendo 

X  =    r(v' E  Xi  li»  +  V  B  Xs  *) ,  y  =    /"(/E  "fi  "i"  +  \/ G  Ys  i*'). 
/E  Zi  eia  +  v' fl  Zi  àv\ 


,^jy-i 


col  riguardare  a:,  y,  s  come  coordinate  correnti  di  un  punto  di  una  super- 
ficie, si  verificherà  cbe  questa  superficie  ha  per  forme  fondamentaU  le  due 
forme  assegnate. 

In  fine  per  la  parte  del  teorema  fondamentale  che  si  riferisce  all'u- 
nicità, essa  risulta  sia  dalla  forma  lineare  delle  (4),  sia  dal  ripetere  il  ra- 
gionamento già  fatto  al  n.  8  ci  per  le  curve. 

Osservazione.  ---  Nel  dimostrare  il  teorema  enunciato  ci  siamo  riferiti 
per  semplicità,  ad  un  particolare  sistema  di  linee  coordinate  (linee  di 
vatura)  ;  ma  è  bene  osservare  che  si  pu&  anche,  lasciando  alle  variabili 
indipendenti  tutta  la  generalità,  introdurre  come  triedro  principale  p. 
quello  formato  in  ogni  punto  della  superficie  dalle  bissetrici  delle  tange 
alle  linee  coordinate  e  dalla  normale.  Pei  nove  coseni  di  queste  tre  dire- 
zioni troveremmo  ancora  un  sistema  di  equazioni  ai  differenziali  totali, 
come  il  sistema  (4),  illimitatamente  integrabile  in  virtù  delle  equazioni 
fondamentali  (III)  (IV).  E,  come  al  n.  9  e.  I.,  si  potrebbe  ridurre  il  pro- 
blema della  determinazione  della  superficie  alla  integrazione  di  un'  equa- 
zione (a  differenziali  totah)  del  tipo  di  Riccati,  onde  il  risultato: 

Per  trovare  effettivamente  la  superficie  corrispondente  a  due  date  forme 
fondamentali  occoì-re  integrare  un'equazione  del  tipo  di  B-iccati. 

51.  Se  si  considera  sopra  una  superficie  S  una  linea  qualunque  L  e 
limgo  di  essa  si  conducono  le  normali  alla  superficie,  queste  formano  in 
generale  una  superficie  rigata  non  smluppàbìU.  Mei  caso  particolare  che 
questa  superficie  rigata  sia  sviluppabile,  cioè  le  normali  alla  S  lungo  L 
siano  le  tangenti  ad  una  curva  dello  spazio  (ovvero  passino  per  uno  stesso 
punto),  la  linea  L  si  dirà  linea  di  curvatura  della  superficie. 


ogni  linea  tracciata 
come  linea  di  curvatura, 
[spendenti  è  un  cilindro  o 


Osserviamo  subito  che,  secondo  questa  definiz 
sopra  un  piano  od  una  sfera  deve  considerarsi 
perchè  la  superfìcie  rigata  delie  normali  corris] 
un  cono. 

Per  ogni  alti'a  superficie,  come  ora  andiamo  a  dimostrare,  esiste  sol- 
tanto una  semplice  infinità  di  linee  di  curvatura,  formanti  un  doppio  si- 
stema ortogonale  di  linee  sempre  reali. 

Notiamo  in  primo  luogo  alcune  proprietà  delle  linee  di  curvatura  che 
seguono  dalla  loro  definizione  stessa  e  dai  teoremi  A)  _B)  sulle  evolute, 
dati  al  n.  17  e.  I.  (pag.  29). 

Se  l'intersezione  C  di  due  superficie  è  linea  di  curvatura  per  ambedue^ 
l'angolo  sotto  cui  le  superficie  si   tagliano  lungo  C  è  costante.  Viceversa,  se 
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dite  superficie  s'incontrano  sotto  angolo  costante  e  la  loro  intersezione  è 
linea  di  cuì-vatura  per  l'una  superficie,  tale  sarà  anche  per  V  altra. 

E  poìeliè  sul  piano  e  sulla  sfera  ogni  linea  è  linea  di  curvatura,  avremo 
come  corollario: 

Se  un  piano  o  una  sfera  tagliano  una  superficie  S  lungo  una  linea  di 
curvatura,  taglieranno  S  sotto  angolo  costante.  Viceversa,  se  un  piano  o  una 
sfera  tagliano  S  sotto  angolo  costante,  la  intersemone  sarà  linea  di  cur- 
vatura per  S. 

Così  p.  e.  sopra  una  superficie  di  rotazione  i  meridiani  ed  i  paralleli 
sono  linee  di  curvatura. 

Cerchiamo  da  quale  condizione  analitica  viene  caratterizzata  una  linea  L 
di  curvatura.  Lungo  di  essa  u,  v;  x,  y,  z;  X,  Y,  Z  sono  da  riguardarsi 
come  funzioni  di  una  sola  variabile,  p.  e.  l' arco  s  di  L.  Se  M^{aT,  y,  z)  è 
un  punto  diL,  Mi^(xi,  yi.,zi)  il  punto  di  contatto  della  normale  in  M  collo 
spigolo  di  regresso  Ci  della  sviluppabile,  generata  dalle  normali  alla  S 
lungo  L, 


(5)  a  =  j  -  ,■  X    ,    !,,  =  j,  -  r  Y    ,     a  =  «  -  ,•  Z  , 

indicando  con  /■  il  valore  algebrico  del  segmento  Mi  M  (dove  dunque  r 
è  positivo  0  negativo  secondo  che  la  direzione  da  Mi  verso  M  coincide 
colla  direzione  positiva  della  noiTuale  o  colla  opposta). 

Derivando  le  (5)  rapporto  ad  s,  ed  osservando  che  per  ipotesi 

dxi  dyi  dzi 

ds      '       ds      '       ds 

sono  proporzionali  a  X,  Y,  Z,  avremo 


,1                  ds 

(iX 

--Ì 

--I- 

(JY 
''  'di 

--Ì 

,.  Z  =  5^  - 

.  d'i 

-Z* 

Moltiplicando  queste  ordinatamente  per  X,  Y,  Z,  e  sommando  risulta 
dr 


ds  '    ds  ds  '    ds 
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ovvero:    Spostandosi    lungo   la    linea  L  di   curvatura,  di 
proporziotte 

(6)  dx:  dy:  dz  =  dX:  dY  :  dZ. 

Viceversa,  se  lungo  L  ha  luogo  la  proporaione  (6),  e  con  r  indichiamo 
il  valore  comune  dei  tre  rapporti 

dx   dy    dz 

dJ.  ~   "dt  ^   'dZ  ' 

si  vedrà  subito  che  le  (5)  ci  definiscono  una  curva  Ci,  le  cui  tangenti  sono 
le  normali  alla  S  lungo  L.  Dunque:  la  proporzione  (6)  è  caratteristica  delle 
linee  di  curvatura. 

Ne  viene  qui  escluso  il  caso,  in  cui  la  curva  Ci   si  riduce  ad  un  punto  ; 
soltanto,  essendo  allora 

dxi   =  dyi.   ^=:  dzi  =  0  , 


sarà  altresì  dr  =  0,  cioè  )■  ^=  cost". 
52.  Trasformiamo  ora  le  equazioni 

dx  :=  r  dX  ,     dy  =  r  dY  ,     dz  =  r  dTi , 

caratteristiche  per  una  linoa  di  curvatura,  in  coordinate  curvilinee.  Scri- 
vendole per  ciò  : 

~~  du  -\-  ^—  av  ^=  r  \  —-  du  -\-  ^—  av  ] 

tu  '     itv  \iu  '      tv       J 

\   -f-  du  -\-  -^   dv  =^  r  {  ^  du  -\-   -x-  dv] 

I    tu  '     ìv  \iu  '      ìv      / 

^■^    j      ,     ^■^    7  ^^Z     ,  SZ    ,\ 

',    -—  du  +   r--  dv  =  r  {  -,  ■   du  4-  -T-  av  \  , 
\    ìu  '     ìv  \l>u  iv      J 

possiamo  sostituirvi  il  sistema  equivalente  che  si  ottiene  moltiplicandole 

tx      iy      Iz  ,  ix      ìy     tz 

una  prima  volta  per  ^r-  i    ,     »  t-  i  "ia  seconda  per  ^-  ,  -t~  t  r^  ii™a 

isu      iu      cu  iv      ov     iv 

terza  per  S,  Y,  Z  e  ogni  volta  sommando. 

L' ultima  volta  si   ottiene   un'  identità  e   troviamo  così  lo   equazioni 
{Cf.  n.  46)  : 

(  E  (?«  +  F  (^^!  =  --  r  (D  dii  +  D'  dv) 
(7) 

[F  du^G  dv=^~r  (D'  du  +  D"  dv)  . 
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Eliminando  r  fi'a  queste  due,  si  ottiene: 

I  E  t^M  +  F  tfo        F  rfw  +  G  dv  I 
(8)  =  0 , 

IH  du-Y  D'  dv       D'  du  +  D"  dv  \ 

come  equazione  differenziale  delle  linee  di  curvatura. 

Il  determinante  scritto  è  precisamente  il  Jiicobiano  delle  due  forme 
fondamentali  ;  se  eseludiamo  adunque  i!  caso 

D  :  D'  :  D"  =  E  :  F  :  G  , 

in  cui  la  superficie  è  una  sfera  o  un  piano  (*),  ricordando  i  risultati  del 
n.  31  e.  II.  fpag.  57),  abbiamo  il  teorema: 

Sopt-a  ogni  supefficie  esiste  un  doppio  sistema  ortogoncde  sempre  reale 
di  linee  dt  cunafuta  Indeiei mmaziOìie  vi  ha  soltanto  pei  ìa  sf&ta  e  per 
U  piano,  ove  oqni  linea  è  linea  di,  euìiatma 

Per  ogni  punto  M  della  superflue  S  passano  due  linee  di  curvatura 
Li,  La,  elie  ivi  b  imrociano  ad  angolo  ietto  La  nsimale  m  M  tocca  lo 
spigolo  di  regi  esso  della  sviluppabile  geneiaia  dalle  ncrmili  a  S  lungo  Li, 
in  un  punlo  che  ind  clieremo  con  Mi  qiesto  punto  dicesi  il  i.i'ìììì  3  h  euì~ 
vatura  della  suj eificie  in  M  lelativo  all<i  linea  di  curvatuia  Li  Similmente 
abbiamo  sulla  normale  m  M  m  secondo  centio  di  cuivatuia  Ma  relativo 
alla  La  e  i  segmenti 

ri   =  mTM    ,     ra   =  m7M  (*") 

portano,  per  una  ragione  che  ora  vedremo,  il  nome  di  raggi  principali 
di  curvatura  della  superficie  in  M. 

Se  dalle  nostre  equazioni  (7)  eliminiamo  il  rapporto  dw  :  dv,  otteniamo 
evidentemente  il  risultato; 


(*)  Alla  dimostrazione  analitica  di  questo  fatto,  data  nella  nota  al  n.  49,  è  facile 
ora  aggiungere  una  semplice  dimostraaione  geometrica.  Nel  caso  della  proporzione 

D  :  D'  :  D"  =  E  :  F  ;  G  , 
Ogni  linea  tracciata  sulla  superficie  S  è.  per  la  (8),  linea  di  curvatura.  Ne  segue  che 
se  M,  M!  sono  due  punti  qualunque  di  S,  !e  normali  in  M,  JT  giacciono  in  un  piano. 
Per  la  normale  in  M  e  per  M'  si  faccia  infatti  passare  un  piano,  ehe  seghi  S  lungo  la 
curva  C.  Le  normali  lungo  C  a  S  formano  una  sviluppabile,  cioè  Bono  tangenti  ad  una 
evoluta  di  C  e  poiché  la  normale  in  M  giace  nel  piano  di  0,  ogni  altra  normale  iungo  C, 
in  particolare  quella  in  M'  giaceranno  nel  piano  stesso.  Dunque  tutto  le  normali  di  S 
a' incontrano  due  a  due  e  per6,  non  potendo  giacere  in  un  piano,  passeranno  per  un 
medesimo  punto  0.  Se  0  è  a  distanza  iìnita  la  S  è  in  conseguenza  una  afera  (col 
centro  in  0),  se  0  è  all'infinito  la  8  è  un  piano. 

(**)  Si  ricordi  che  i\,  r,  sono  computati  positivi  o  negativi,  secondo  che  le  direaioni 
da  Mi  verso  M  (o  da  M,j  verso  JI)  coincidono  colla  direzione  positiva  della  normale  o 
colia  opposta. 
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CAPITOLO  rv. 


1  raggi  printiinh  ih  cuiialuia  della  bUj  et  fide  r 
:nto  dalle  radici  dell  equazione  di  2°  giado  in  r 


3  dati  in  ogni 


(9)       (DD"-Da)r-|-  {EW  +GD  — 3rDV-fEG^F2  =  0. 

53.  Passiamo  ora  id  «saniinare  le  relizioni  che  esistono  fra  i  raggi  di 
(prima)  curvatuia  delle  mhnite  linee  tracciate  sopra  una  superficie  per  un 
medesimo  punto  M 

Sia  C  una  tile  curva  lungo  la  quale  «  t  ■  x,  j/,  z  sono  funzioni  del- 
l'arco s  di  C.  Ritenenclo  pei  la  C  le  notazioni  del  cap.  I,  avremo  anzi 
tutto  pei  coseni  di  dilezione  della  sua  tangente  (n.  34  e.  Ili): 


(10) 


Indicando  con  a  V  angolo,  fra  0  e  :c,  formato  dalle  direzioni  positive 
della  normale  principale  di  C  e  della  normale  alla  superficie,  abbiamo  per 
le  formole  di  Frenet: 


<h 

V 

ili 

■11, 

*, 

>tl 

* 

rf? 

+ 

h 

COS 

1* 

* 

A. 

+ 

+ 

te 

(fa 

ih 

■1 

Jll 

ds 

^v 

ds 

onde  per  le  (10) 


ovvero 

(11) 


Per  k 
facciamo  ps 


D  dti' 

'  4-  2  D'  ù  *  +  D" 

*' 

ds^ 

Dia" 

+  2T>'  dudv+  D" 

dv' 

9 


^  du^  -\-  2  F  du  dv  -\-  G  dv^ 


male  m  M  alla  superficie  e  per  la  tangente  in  M  alla  C 
re  un  piano  ;  esso  produce  nella  superficie  una  sezione  T, 

esione  normale  tangente  a  C.  La  1.'  curvatura  -^   di  T  in 


'   R 


irà  data  dalla  formola  stessa  (11)  ove  si  faccia 


secondo  che  la  concavità  di  T  è  rivolta  verso  la  direzione  positiva  o  ne- 
gativa della  normale.  Ne  risulta  intanto  la  formola 

p   :=  +  R    COS    O  , 

cioè  il  teorema  di  Meunier: 

Il  raggio  di  prima  curvatura  di  una  curva  C  tracciata  sopra  ima  su- 
perficie S  eguaglia  in  ogni  punto  M  il  raggio  di  curvatura-  della  sezione 
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ìli'  angolo,  àie 


CUEVÀTimA   DELLE   SEZIONI   HOKMALI 

normale  tangente  alla  curva  C  in  M,  molti^pUcato  f&r  il  cosem 
il  piano  della  sezione  fa  col  piano  osculatore  alia  curva. 
Potremo  dunque  limitare  il  nostro  studio  &  quello  dello 
Per  le  sezioni  normali  la  formola  (11)  diventa 

1  _    .    D  du^  -\-2V/  dudv-\-  D"  dv^ 
R  ~"        E  rf^(2  +  2  F  du  dv  +  &  d-B^  ' 

la  scelta  del  segno  superiore  o  inferiore  essendo  legata  alla  circostanza 
sopra  notata  ;  con  questa  scelta  (a  seconda  deUa  convenzione  fatta  nella 
teoria  delle  curve  di  darò  alla  prima  curvatura  sempre  un  valore  positivo) 
il  segno  effettivo  de!  2."  membro  risulterà  in  ogni  caso  il  positivo. 

Ma  qui,  essendo  tutte  le  lunghezze  R  (per  le  infinite  sezioni  normali) 
contate  sulla  medesima  retta,  la  normale  in  M,  sulla  quale  è  già  fissato 
un  verso  positivo,  converrà  meglio  attribuire  ad  R  anche  un  segno.  E  noi 
converremo  di  contare  R  positivo,  se  !a  direzione  che  va  dal  centro  di  cur- 
vatura della  sezione  normale  al  piede  M  della  normale  coincide  col  verso 
positivo  di  questa,  negativo  nel  caso  contrario  (Cfr.  numero  precedente). 
Con  questa  nuova  convenzione,  avremo  senz'altro  in  tutti  i  casi 


(12) 


T)  du^  +  2  D'  du  dv  +  D"  dv^ 


~^  du^  -\-  2¥  du  rf»  +  G  dv^  ' 
54,  Assumiamo  ora  a  linee  coordinate  le  linee  di  curvatura,  e  indicando 
con  n  ,  Ti  rispettivamente   le  quantità  introdotte  al  n.  52,  avremo  spo- 
standoci lungo  le  lìnee  di  curvatura  u: 

dx  =  n  dX   ,    dt/  =  n  dY   ,     dz  =^  n  é'L 
e  luogo  le  v: 

(le  =  ra   dX    ,     dy  =^  ca  h(Y    ,     dz  =  ri  d'L  , 


,1X 

S, 

;y 

te 

JZ 

Jm  ' 

^  u  ' 

U 

'''  J» 

!X      Sj, 


onde 

(U) 

D  =  -  --  ,     D'  =  0  ,    D" 

»'2 

quindi 

per  k  (12)  : 

E    ,  ,  ,   e    ,  , 
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102  CAPITOLO    IV. 

Questa,  indicando  con  9  l' angolo  che  la  sezione  normale  considerata 
fa  eolle  linee  »,  ci  clà  la  formala  di  Eulero 

1    cos^  6  sen^  6 

<'*'  1  ~  ~i^  +  '^r  ■ 

Di  qui  risulta  intinto  *i ,  ?•  «oiìo  ì  taqqi  di  cmiahna  delle  ■'eziom 
nortnaìi  tatiqenU  olle  Itntt  dt  ciniatuia  Queste  sezioni  diconsi  >>ezioni pim- 
cipali  ed  n  tì  chiamansi  peieio,  come  sopia  si  e  detto,  i  ioggi  principali 
di  eurvatuìa,  i  centri  di  curvatola  delle  sezioni  pimcipah  sono  i  due 
punti  Mi,  Ma,  considerati  alla  fine  del  n  52,  che  st  dicono  !  centii  di 
curvatura  della  superficie  in  M. 

Esaminiamo  ora  come  varia  il  raggio  R  di  curvatura  della  sezione 
normale,  quando  si  fa  ruotare  il  piano  della  sezione.  L'immagine  più  chiara 
del  modo  di  variazione  si  ottiene,  facendo  uso  delle  considerazioni  seguenti: 
1."  Supponiamo  che  nel  punto  in  considerazione  ri,r2  abbiano  lo 
stesso  segno,  p,  e.  il  positivo.  Nel  piano  tangente  in  M  stabiliamo  un  si- 
stema di  assi  cartesiani  ortogonali  i  v;,  coincidenti  colle  tangenti  alle  linee 
di  curvatura  u,  v  rispettivamente  e  consideriamo  la  ellisse,  che  ha  per 
equazione  : 

(16)  -?J-  +  7?  =  1  • 

Un  semidiametro  di  questa  ellisse,  inclinato  dell'angolo  9  sull'asse  7] 
(tangente  alla  i'),  ha  una  lunghezza  p  data  dalla  formola 


ossia  si  ha  per  la  (15) 

p^  =  R. 

Dunque:  Il  quadralo  di  ogni  semidiametro  deU'ellisse  (16)  eguaglia  il 
raggio  di  cm-vatura  della  sezione  normale,  il  cui  piano  è  condotto  per  il  dia- 
metro stesso. 

Per  questa  ragione  la  ellisse  (16)  si  dice  l'ellisse  indicatrice. 

È  da  notarsi  che,  se  ri=ra,  l'ellisse  indicatrice  diventa  un  circolo  e 
tutte  le  sezioni  normali  per  M  hanno  lo  stesso  raggio  di  curvatura.  Il 
punto  M  dicesi  allora  un  punto  circolare  o  un  ombelico.  L' unica  superficie 
a  punti  tutti  circolari  è  la  sfera  (*). 

(*)  E  infatti  si  ha  allora 

D:  D':  D"  ==  E:  F:  G. 
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2."  Abbiano  ora  n  ,  ra  segno  contrario  e,  per  fissare  le  idee,  suppo- 
niamo n  positivo  ra  negativo.  Consideriamo  allora  nel  piano  tangente  le 
due  iperbole  coniugate 

\      n  -r. 

Li!  +  jL  =  1  , 

n  -  n 

e  si  avrà  col  sistema  di  queste  due  iperbole  conseguita  la  riippresentazione 
geometrica  stessa,  che  ci  era  dianzi  fornita  dalla  ellisse  (16). 

La  ellisse  (16)  nel  i.°  caso  e  il  sistema  delle  due  iperbole  (17)  nel  2.° 
costituiscono  la  così  detta  indicatrice  di  Dupin,  dal  nome  del  geometra  che 
primo  diede  la  interpretazione  geometrica  superiore  della  formola  di  Eulero. 

E  da  osservarsi  che,  mentre  nei  1.°  caso  la  superficie  nell'intorno  di  M 
giace  tutta  da  una  parte  del  piano  tangente  (le  sezioni  normali  volgendo 
tutte  da  una  stessa  parte  della  normale  la  loro  concavità),  nel  2."  caso 
invece  la  superficie  giace  ora  da  una  parte  ora  dall'altra  del  piano  tan- 
gente (*)  e  precisamente  quelle  sezioni  normali,  il  cui  piano  incontra  in 
punti  reali  la  prima  iperbola  (17),  volgono  tutte  da  una  parte  le  loro  con- 
cavità, !e  rimanenti  (i  cui  piani  incontrano  in  punti  reali  l' iperbola  coniu- 
gata) dalla  parte  contraria.  Il  passaggio  dall'una  all'altra  specie  di  sezioni 
ha  luogo,  quando  il  piano  normale  passa  per  l'uno  o  per  l'altro  assintoto 
delle  iperbole  (1 7)  e  allora  per  la  corrispondente  sezione  si  ha  : 


R 
che  indiri  un  fli"<-.o  nells,  sezione  coinspondente  Queste  due  lipenali  di- 
reziom  uscenti  da  M  nel  piano  tangente  prendono  per  ciò  il  nome  di  i??- 
ìezmit  assintoticht ,  esse  dividono  la  superficie  nell'intorno  di  M  in  quattro 
settori  che  a  vicenda  passano  dall'una  all'altra  parte  del  puno  tangente 


(*)  Allo  stesso  nsultato  arriviamo  più  brevemente  coai 

Tonsidenamo  il  piano  tangente  nel  punto  (w  v)  della  superfleic  e  calcoliamo  la 
distanza  S  del  punto  mfl.nitamente  vicino  {u-{-h  i-\-ìc)  (ove  h  k  !,i  nguatderaono  come 
infinitesimi  di  1  "  ordine)  dal  detto  pnno,  troviamo 

5  =  i  (D  /    J^2B  h  1  -\  T>  l')  -\-  q 

essendo  «  inliniteBimo  di  ÌJ'  ordine.  II  segno  di  3  dipende  adunque  da  quello  di 
(a)  D  h^  +  2Ty  hìc  +  D"  R 
Ora  se  D  D"— D'^  >  0,  eioè  se  il  punto  è  ellittico,  la  forma  (*)  è  definita  e  S  con- 
serva sempre  lo  stesso  segno;  so  D  D"  —  D'^  <  0  (punto  iperbolico)  la  forma  (:-),  e 
([uindi  S,  assume  valori  positivi  e  negativi. 
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55.  Il  modo  come  una  superficie  S  è  iiicuryata  nell'intorno  di  un 
suo  punto  M  dipende  essenzialmente,  come  ora  si  è  visto,  dai  valori  dei 
due  raggi  principali  di  curvatura  n  ra.  In  luogo  di  n  n  possono  darsi, 
per  definire  questo  modo  d'incurvamento,  due  combinazioni  di  n  n  dai 
cui  valori  possano  inversamente  trarsi  quelli  di  n  ts.  Le  più  importanti 
ftmzioni  di  n  n,  che  occorre  di  considerare,  sono  il  prodotto  e  la  somma 

delle  due  curvature  principali  —  ,  —  .  Le  indicheremo  rispettivamente  con 

K  =  i    ,     H  =  J-  +  1. 

La  prima  porta  ii  nome  di  cuì'uatura  totale  o  di  Gauss  della  superficie, 
la  seconda  quella  di  curvatura  media.  Se  ricordiamo  che,  in  coordinate 
cuiTilinee  qualunque,  i  raggi  principali  di  curvatura  sono  le  radici  della 
equazione  di  2."  grado  (9)  n.  52  p^.  100,  otteniamo  senz'altro  pei  valori 
generali  dì  K  ed  H: 

/        _  D  D"  —  D'^ 

i   -'^  —  E  G  —  F« 
(18) 

I  TT^2Fp'  — E  D"  — G_D 

"  "  "E  a  — F^""    "  ' 

ove  i  secondi  membri  sono  invarianti  assoluti  delle  due  forme  fondamentali 
(Cf.  n.  31  e.  H)   (*}. 

Ma  per  la  curvatura  totale,  secondo  i  risultati  del  n.  48,  abbiamo  di 
più  r importantissimo  teorema:  La  cxirvalMra  totale  di  una  superficie  egua- 
glia la  curvatura  déUa  prima  forma  fondamentale. 

Questa  proprietà  della  curvatura  di  Gauss,  di  dipendere  soltanto  dai 
coefficienti  della  forma  che  rappresenta  l' elemento  lineare,  è  quella  (come 
si  vedrà  in  appresso  nel  capitolo  dell'  applicabilità)  che  dà  alla  curvatura 
stessa  l' importanza  preponderante  nelle  applicazioni  geometriche.  Essa  si 
designa  spesso  per  ciò  semplicemente  col  nome  di  curvatura. 

La  curvatura  E  è  positiva  nei  punti  a  indicatrice  ellittica,  negativa 
in  quelli  a  indicatrice  iperbolica  ;  i  primi  si  dicono  punti  elhttici  della  su- 
perficie i  secondi  punti  iperbòlici. 

In  generale  esiste  sopra  una  superficie  una  regione  di  punti  elhttici  ed 
una  regione  di  punti  iperbohci,  confinanti  ad  una  linea  di  punti  parabolici, 
ove  cioè  la  curvatura  K  è  nulla. 

A  complemento  di  queste  osservazioni  dimostriamo  il  teorema:  Una 
superficie  a  curvatura  nuUa  in  tiUti  i  punti  è  una  superficie  smluppaMle. 


(*)  Ciò  corrisponde  al  fatto  che  ia  curvatura  totale  e  la  media  hanno  u 
affatto  indipendente  dalle  coordinate  curvilinee  scelte  sulla  superficie. 
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Che  le  svilupjmbili  abbiano  tutte  la  curvatura  nulla  risulta  subito  dal- 
l'osservare  che,  pei  teoremi  sulle  evolute  delle  curve  (n.  17  e.  I),  le  linee 
di  curvatura  di  una  sviluppabile  sono  le  generatrici  e  le  loro  traiettorie 
ortogonali  ;  delle  due  curvature  principali  quella  relativa  alle  generatrici 
è  costantemente  nulla. 

Inversamente,  se  la  superfìcie  S  è  a  curvatura  K  nulla,  sarà 

D  D"  —  D'a  =  0 
e,  prendendo  a  linee  coordinate  u,  v  quelle  di  curvatura,  sarà 

D'  --  0  , 
indi  anche  D,  o  D".  Poniamo  che  sia 

D  =.  0     ,       D'  =  0  . 
Per  le  formolo  fondamentali  (II)  n.  47  (piig.  89),  sarà  quindi 

ix=o,.^=-o,f  =0, 

cu  CU  hi 

cioè  X,  Y,  Z  saranno  funzioni  di  v  soltanto.  Ma  dalle  formole 

(  ^  ^  X  +  -^  -~^  ¥  +  —  —  Z  =  0 

j  Ve  ^i*        v/e  ''u        v'e  ^w 

)  i   i^  ^?  I  JL  i^  ^_I  _L  J_  ''^  ^  —  0 

{  x/ E  hi  iv       \/ E  ìu  iv       \^~È  ìli  iv 

la  seconda  delle  quali  segue  da  D'^^O,  risulta  allora  che  i  coseni  di  direzione 

1     .^a:        1     ^     _1     te 

V  E  òu     v'  E  Jm      \/  É  Sm 

della  tangente  alle  linee  di  curvatura  v  sono  funzioni  di  v  soltanto,  quindi 
costanti  lungo  ogni  singola  linea  v.  Le  lìnee  di  curvatura  e  sono  dunque 
rette  e,  pei  teoremi  ora  citali  sulle  evolute,  la  S  è  quindi  sviluppabile. 

56.  Due  tangenti  ad  una  superficie  uscenti  da  un  suo  punto  M  diconsi, 
secondo  Dupin,  coniugate  se  esse  sono  coniugate  rispetto  alla  indicatrice. 

Riferendosi  alle  linee  di  curvatura  u,  v,  e  indicando  con  9,  ff  le  incli- 
nazioni di  due  tangenti  coniugate  sulla  linea  v,  abbiamo,  per  la  definizione 
stessa  : 

tg  0  tg  ff  =  -  ^  . 
D' altronde  se  col  simbolo  d  indichiamo  gli  incrementi  delle  coordinate 
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curvilinee  lungo  la 
gata,  abbiamo 

tgH 

e  però 

prima  direzione 
V    E  ci» 

1,  con  t 

1  quelli  lungo  la 

direzione 

conia- 

m 

E 

--  iulu 

+  - 

—  *  &  =  0  . 

A  considerare  le  direzioni  coniugate  sulla  superficie  siamo  anche  con- 
dotti daU'  osservazione  seguente.  Sìa  C  una  curva  arbitraria  tracciata  sulla 
superficie  S,  riferita  ad  un  sistema  qualunque  di  coordinate  curvilinee  [u,  v). 
I  piani  tangenti  alla  &  lungo  C  inviluppano  una  sviluppabile  circoscritta 
alla  S  lungo  C.  Dimoftiiamo  che  m  ogni  punto  di  C  la  tangente  aG  eia 
generatrice  deUa  sviluppubde  circoscritta  sono  tangenti  coniugate  {*). 

Scriviamo  perciò  1'  equazione  del  piano  tangente  a  S  in  un  punto 
(»;,y,2)diC 

(20)  (S-x)  X+fi-y)  Y+(C~2)  Z  =  0, 

indicando  con  S  t]  £;  le  coordinate  correnti.  Spostandosi  (a^,  ?/,  s)  lungo  C, 
tanto  X,  y,  z  quanto  X,  Y,  Z  sono  funzioni  deli'  arco  s  di  C  e  derivando 
la  (20)  rapporto  ad  s,  l' equazione  risultante 

(21)  (e-.)f  +  (,-„f  +  «-.)f  =  0, 

associata  alla  (20),  dà  la  generatrice  G  dell'indicata  sviluppabile  uscente 
da  {^,  y,  z).  Indicando  adunque  col  simbolo  S  gli  accrescimenti  di  x,  y,  z 
etc.  spostandosi  sulla  superficie  nella  direzione  G,  osservando  che  i  coseni 
di  diresione  di  G  sono  proporzionaH  a 

Y~—  7—       y  dS._      ^      X—  —Y  — 
ds  ds    ^  ds  ds    ^        ds  ds   '' 

come  anche  a  ^jX  ^  Zy ,  Ss ,  avremo 

Sjt  tfX  +  Si/  rfY  +  §2  c?Z  =  0  , 
ovvero  esprimendo  x,  y,  z,  S,  Y,  Z  per  w,  v: 

(22)  Dduhu-\-  D'  {du  8v  +  dv  Su)  +  D"  dv  S?)  ^  0  . 

Questa,  se  per  linee  u,  v  si  prendono  quelle  di  curvatura,  coincide  ap- 
punto per  le  (14)  pag.  IDI)  colla  (19)  e  dimostra  la  proprietà  emmciata. 

(*)  In  particolfire  segue  di  qui  :  Sulla  smlupp^ile  dreoseritta  ad  una  superficie  8 
lungo  una  linea  di  curvatura  C,  la  curva  C  è  traiettoria  ortogonale  delle  generatrici. 
È  questa  una  proprietà  caratteri stioa  delle  linee  di  curTatura,  che  potrebbe  servire  a 
delìnirle. 
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Si  osserverà  che  la  (22),  la  quale  esprime  che  i  due  demonti  lineari 
corrispondenti  agli  accrescimenti  d^  S  sono  coniugati,  è  costruita  rispetto 
alla  2."  forma  fondamentale,  ne!  modo  stesso  come  la  condizione  d' orto- 
gonalità (U)  n.  34  e.  ni  (pag.  64) 

E  rfw  Sm  +  F  {du  Bv  -)-  di}  Su)  +  G  rf-u  Se  =  0 

rispetto  ai  coefficienti  della  prima  forma  fondamentale. 

Un  doppio  sistema  di  linee  tracciato  sopra  una  superficie  dicesi  un  si- 
stema coniugato,  se  in  ogni  punto  le  direzioni  delle  linee  dei  due  sistemi, 
che  vi  passano,  sono  coniugate. 

È  chiaro  che  uno  dei  due  sistemi  può  prendersi  ad  arbitrio  e  se  la 
sua  equazione,  risoluta  rispetto  alla  costante  arbitraria,  è  : 

f  (»,»)  =  «, 

le  linee  del  sistema  coniugato  saranno  le  linee  integrali  dell'equazione  dif- 
ferenziale del  l."  ordino  {Cf.  n.  34  e.  Ili) 

(l)  P^  -  V  ^)  du  H-  fD'  ^  -  D-  '-£~]  *  =  0  . 

V     ^v  ìuj  V      ''"  ''"/ 

In  particolare  si  osservi:  La  condizione  necessaria  e  suffiiAente  affinchè 
le  linee  coordinate  u,  v  formino  un  sistema  coniugato  è  che  d  abbia  1/  =  0. 

Il  doppio  sistema  delie  linee  di  curvatura  è  insieme  un  sistema  orto- 
gonale e  coniugato  ed  è  l'unico  dotato  di  questa  doppia  proprietà. 

57.  Una  linea  tracciata  sopra  una  superficie  dicesi  assintotica,  se  in  ogni 
suo  punto  la  tangente  della  linea  coincide  colla  propria  coniugata.  Dalla 
(22)  segue  che  lungo  un'  assintofcica  deve  essere  soddisfatta  la  condizione 

(28)  D  du^  -j-  2  D'  du  dv  +  D"  dv^  =  0 

e  viceversa,  se  una  linea  della  superficie  soddisfa  l' equazione  differenziale 
(23),  essa  è  un'  assintotica.  Come  le  linee  di  curvatura,  le  assintotiche,  che 
hanno  la  (23)  per  equazione  differenziale,  formano  un  doppio  sistema  (in 
generale  non  ortogonale)  e  in  ogni  punto  della  superficie  le  direzioni  delle 
due  assintotiche,  che  vi  passano,  coincidono  cogli  assintoti  della  indicatrice 
di  Dupin. 

Naturalmente  le  assintotiche  sono  reali  soltanto  se  D  D" —  D'^  <  0. 
cioè  nella  regione  dei  punti  iperbolici,  immaginarie  nella  regione  dei  punti 
ellittici.  Soltanto  per  le  sviluppabili  (n.  55)  accade  che  i  due  sistemi  di 
linee  assintotiche  coincidono  (nelle  generatrici  della  sviluppabile). 

Osserviamo  poi  che  dalla  definizione  stessa  delle  linee  assintotiche  risulta 
subito  il  teorema; 

In  ogni  punto  di  una  linea  assintotica  A  il  piano  oscìdatore  delia  linea 
coincide  col  piano  tangente  della  superficie.  Viceversa,  se  una  linea  A  gode 
di  questa  proprietà,  essa  è  assintotica. 
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Infatti  la  s¥Ìluppabile  circoscritta  alla  superficie  lungo  l' assintotica  A, 
ha  per  generatrici  le  tangenti  di  A,  che  ne  è  lo  spigolo  di  regresso. 

Viceversa,  se  la  sviluppabile  circoscritta  alla  supei'ficie  lacgo  A  ha  la 
linea  stessa  per  spigolo  di  regresso,  questa  è  assintotica. 

58.  Andiamo  ora  a  dare  con  Darboux  (*}  alcune  importanti  proprietà 
dei  sistemi  coniugati  e  delle  linee  assintotiche. 

Supponiamo  che  le  formoìe 


:(H, 


y^y    {m,  ») 


=  Z   {li,  v) 


ci  definiscano  una  superficie  riferita  ad  un  sistema  coniugato  iu,  v).  Allora 
l'equazione  media  fra  le  fondamentali  (I)  del  n,  47  (pag.  88),  essendo 
D'=0,  ci  dà  il  teorema  : 

Le  comxUnate  cartesiane  x,  y,  z  di  un  punto  mòbile  sulla  superficie  sono 
soluziotii  di  una  medesima  eguamone  di  Laplace  della  forma 


i9 


12) 


Mi! 


h  = 


112 


Inversamente  sussiste  il  teorema  :  Se  x  (m,  v)  ,  y  (u,  v)  ,  s  {u,  v)  sm 
soluzioni  di  una  medesima  equazione  di  Laplace  (24),  sulla  superficie 

X  =  x{u,'d)       ,  y  —  y{u,v)       ,  Z  =  S  {U,  v) 

le  linee  {u,  v)  segnano  un  sistema  coniugato. 
E  infatti  si  ha  allora 


■,  V  siano  le  assintotiche.  In  tal 


cioè  D'  =  0. 

Supponiamo  ora  invece  che  le  ìin 
caso  avremo  per  la  (23) 

D  ==  0     ,       D"  ^  0 

e  le  equazioni  (I)  n.  47  (pag.  88)  danno  il  teorema: 

Le  coordinate  x,  y,  z  di  un  punto  mobile  sc^ra  una  superficie,  espresse 
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in  funzione  dei  parametri  u,  v  delle  linee  assintoHche,  soddisfano  simulta- 
neamente a  due  equazioni  della  forma 


)«'    ~  "  S  ^  '^  te  '  ìli'     '         1   2  ( 

(25) 

J'8  )(!  ae  122  1       ,        (22  1 

\-ii'=''ii  +  ''Yv'  ■'  =  i  1  i  '  ^ = !  2  !  ■ 

Inversamente,  se  due  equazioni  simultanee  (25)  ammettono  tre  solu- 
zioni comuni  X,  y,  z  linearmente  indipendenti  (*),  le  formoìe: 

X  ^^  X  {U,V)       ,         y  ="  y  {u,  v)       ,         S  ^:  Z  [U,  ì>) 

definiranno  una  superficie  riferita  aUe  sue  linee  assintotiche. 

Queste  proprietà  possono  servire  a  dare  la  dimostrazione  analitica  del 


Le  trasformazioni  proiettive  conservano  i  sistemi  coniugati  e  le  linee 
assintotiche  di  una  superficie  (**). 

Una  trasformazione  proiettiva  è  data  dalle  formole 

^.  p         ,  Y 

dove  a,  p,  1,  sono  espressioni  lineari  intere  in  x^i/^ze  però  soluzioni  della 
(24)  se  (m,  v)  è  uà  sistema  coniugato,  o  del  sistema  (25)  se  le  u,  v  sono 
assintotiche.  Ma,  se  si  pone 


la  (24)  si  trasforma  per  S' in  una  equazione  analoga  e  similmente  il  si- 
stema (25)  in  un  sistema  della  stessa  forma,  il  che  dimostra  la  proprietà 
enunciata.  Nel  prossimo  capitolo,  trattando  delle  coordinate  tangenziali,  si 
vedrà  similmente  che  anche  le  trasformazioni  dualistiche,  o  reciprocità  dello 
spazio,  godono  della  stessa  proprietà  (vedi  n.  73). 

Fra  i  sistemi  coniugati  (m,  v)  vi  ha  pure  quello  delle  linee  di  curva- 
tura. Possiamo  quindi  domandare  quale  proprietà  speciale  apparterrà  al- 
lora alla  equazione  (24)  cui  soddisfano  x,  y,  z.  In  lai  caso  possiamo  ve- 
dere, con  Darbous,  che  sarà  pure 

x'  +  y'  +  z' 


{*)  H  sistema  (25)  deve  per  ci6  costituire  un  sistema  illimitatamente  integrabile. 

{**)  Geometricamente  risDlta  subito  dal  fatto  che  la  sviluppabile  cìrcoacritta  a  una  su- 
perficie lungo  una  curva  sì  cangia  per  trasformazione  proiettiva  nella  sviluppatile  cìr- 
eosoi'itta  alia  aiiperflcie  trasformata  lungo  la  curva  trasformata. 
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110  CAPITOLO   IV. 

una  soluzione  della  (24).  Posto  infatti 

[■' = '^'^  +  y^  -V  ^^, 

risulta  dalle  (1}  n.  47  (pag.  88): 

ìu  ^v        l  1   )  ìtu        l  2  )  ìiv 

e  però,  se  F  =:  0  e  allora  soltanto,  p  è  una  soluzione  della  (24). 

Da  questa  osservazione  Darboux  ha  tratto  un'  elegante  dimostrazione 
del  teorema  :  L' inversione  ^er  raggi  vettori  recidaci  conserva  le  linee  di 
curvatura.  Le  note  f ormole  per  queat'  itiTersione  sono,  sotto  la  forma  più 
semplice: 

, R^x  , R^j/  . It^s 

~  x'' +  i/^ -\- z^  '  a^^  +  y^  +  s^'         ~  x^ -i- y'^  ^  z''  ' 

Ora,  poiché  nel  ciiso  attuale 

p  =  x^-{-f  -[-  2» 
è  una  soluzione  della  (24),  la  trasformazione 


cangia   !a  (24)  in  una   equazione   della  medesima  specie,  cui  soddisfano 
evidentemente 

^    ,      y'    ,      é 

ed  anche  a/^  ■\-  y'^  -\-  ^^  =  ^  ^  giacché  9  =  Ra  g  una   soluzione  della 

(24)  (*).  Per  l' osservazione  precedente  anche  sulla  superficie  S' luogo  del 
punto  (a/  y'  d)  le  linee  (m,  «)  sono  le  linee  di  curvatura. 

59.  Diamo  ora  qualche  applicazione  dei  risultati  del  numero  precedente. 
1."  Consideriamo  l'equazione 

il   cui  integrale   generale  è  la    somma   di  due   funzioni   arbitrarie,  ima 
della  u,  r  altra  della  v.  Ponendo  in  conseguenza 

(26)     x  =  n  («)  +  ì^i  (^)  ,    y  =  n  [u)  +  ?.(.),    z  =  f,  iu)  +  ys  (*') , 


C)  Darboux  T.  I.  pag.  208. 
("*)  Damoux  T.  I.  pag.  98,  ( 
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sulla  superficie  così  definita  le  linee  (u,  v)  formeranno  un  sistema  coniu- 
gato. Queste  superficie  diconsi  superficie  di  traslazione  perchè  sono  generate 
dal  moto  traslatorio  di  una  curva,  i  cui  punti  descrivono  altrettante  curve 
congruenti  per  traslazione.  Basta  infatti  dare  alla  curva 


=  fi  iu) 


y  =  fì  (m) 


=  A  («) 


un  moto  traslatorio,  in  cui   ciascun  suo   punto  descrive  una   curva  con- 
gruente colla  curva 

x  =  'ii{v)     ,       y  =^fì  {v)     ,       z~'p  (v) . 

È  chiaro  che  il  modo  di  generazione  di  queste  superficie  è  doppio, 
cioè  esse  nascono  sia  dalla  traslazione  di  una  curva  u  sia  da  quella  di 
una  curva  v. 

Si  può,  con  Lie,  considerare  le  superficie  di  traslazione  generate  nel 
modo  seguente.  Prendiamo  le  due  curve 


x  =  2  fi  (m) 


y==2f,  {u) 
y^2^2  (V) 


=  2  f,  (u) 
=  2  fi  {v) . 


La  supei-ficie  è  il  luogo  dei  punti  medii  di  tutti  i  segmenti,  che  con- 
giungono un  punto  della  prima  curva  con  un  punto  della  seconda. 


li  osservi  che  l'equazione 
di  traslazione  è  data  da: 

f."M,  /■."(«),  fs-M 
fi  («) ,  f'  (») ,  f>'  (»)    <!«'  - 
t  fi'  (")  ,  f'  (") ,  ?•'  (») 

suppone  in  particolare 

h  =  0 


delle  assintotiche  per  le  superficie 

fi"  (v)  ,    f."  (i>)  ,    f ."  W 

fi'  (») ,  f.'  («) ,  f,'  M 

fi'  ('>)  ,    fi'  W  ,    fa'  W 


le  variabili  si  separano,  cioè  :  ]}er 
generatrici  sono  in  piani  perpendicolari,  le 
quadrature. 

2.°  Consideriamo  in  2.°  luogo  l' equazione  (*) 

(27)  '-        -    '"  -..   >'  '" 


superficie  di  traslazione,  le  cui  curve 
ottengono  con 


Si  vede  subito  che 


òv 


3  =  A  (w-«)'"  (v- 


(')  Dabbous  T.  I,  p.  242. 
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ne  ò  una  soluzione,  qualunque  siano  le  costanti  A,  a.  Prendiamo  adunque 

x  =  A  (u—a)-"  (v—a)"  ,  y  =  B  (u—b)'^  (ìi— 5)"  ,  ^  =  C  (m— e)"  {v—c}" 

ed  avremo  una  superficie  su  cui  le  linee  m,  v  tracciano  un  sistema  coniugato. 
Per  r  equazione  differenziale  delle  asaintotiche  di  queste  superficie  si  trova 

m  {m — 1)  du^         __  n  (w— 1)  dv^ 

che  s'integra  per  quadrature  con  funzioni  ellittiche. 
Se  m=n,  l'equazione  della  superficie  è: 


l' integrale  delle  assintotiche  è  algebrico  in  u,  v. 
Consideriamo  in  particolare  il  caso 


ed  osservando  che   allora  u  -\-  ii  è  un   integrale   della  (27),  si   vede  che 
prendendo 

A^  +  B^  +  C^  =  0, 
le  linee  w,  v  saranno   precisamente  le  linee  di  curvatura  della  superficie 
di  2."  grado,  giacché  x^-Vy'^+z^  è  soluzione  della  (27).  Così  per  l' elhssoide 

^  ^  S^  ^a   -^  R2  ~      .,3 


basta  prendere 

ove  variando  u  fra  —  7^  e  —  p^  e  «>  fra  —  p^,  —  a}  si  avranno  tutti  i  punti 
reali  dell'ellissoide  (in  coordinate  ellittiche). 

60,  Termineremo   questo  capitolo  col  dare  le  importanti   espressioni 
dei  parametri  differenziali  di  x,  y,  z,  X,  Y,  Z  e  delle  due  loro  funzioni 

f  =  \¥<  +  ij'  +  z^.  yi  =  Xx  +  Yy  +  7.z, 

che  rappresentano  rispettivamente,  la  prima  la  metà  del  quadrato  della 
distanza  dell'  origine  dal  punto  {x,  y,  z)  della  superficie  e  la  seconda  la 
distanza  dell'origine  dal  piano  tangente. 

Per  questo  calcolo,  giovandoci  delle  proprietà  invariantive  dei  para- 


y  Google 


CALCOLO   DI   PAKAMBTBI    UIFIERENZIALI  lld 

inotri  differenziali  ci  riferiremo,  ove  piti  convenga,  alle  linee  di  curvatura 
come  a  linee  coordinate  ricordando  che  il  determinante  : 

1      dx      J__  9^        1      9^ 

Ve  3m  '  V e  sw  '  V^  aw 

1      dx      J_  dy        1      5s 

V  G  3^(ì  '  V  G  Sy  '  V  G  3« 

X  Y  Z 

è  il  deierniinante  di  una  sostituzione  ortogonale  e  servendoci  in  tal  e 
delle  formole 

3^  _  _     SS  3^  __  ,     3X 


A..f: 


4(S) 


a  \3v) 


troviamo 

(28)  ii»  =  l-X',    A,  j/  =  l-Y",     Ai3=l-Z' 

(29)  V(«,y).-XY,    V(cc,«)=-XZ,    V(:i/,2)=-YZ. 
Abbiamo  poi 

e  analogamente  per  Aj  Y ,  Ai  Z,  onde 

(30)  Al  X  +  Al  Y  +  Al  Z  ^  i  +  ^  . 

Per  calcolare  Ag  a;  ci  possiamo  riferire  alla  formola  generale  (n,  26  e.  1} 
Ga;„  +  EiCs,  —  2Fa:„ 


As  a;  ^^  - 


EG— F^ 


le  Xfs  essendo  le  derivate  seconde  covarianti  di  x  rispetto  a 
fondamentale;  ma,  secondo  le  formole  (I)  n.  47,  si  ha 

ir„  =  D  X  ,     ,T,5  =  D'  X  ,     x,,^  D"  X 


i  prima  forma 


.  GD  +  ED"-2FD'  ^ 

^'''-  E"G-F"^         ^ 


yGoosle 


lU 

ovvero  (n.  55)  : 

(A)  A2X  =  ~'K'K.=  -  f^  +  -)x. 

Questa  formola,  importante  (Beltrami)  dimostra  che  nelle  superficie  a 
curvatura  media  nulla  (superficie  minime)  le  sezioni  fatte  cod  un  sistema 
di  piani  paralleli  appartengono  ad  un  sistema  isotermo. 

Un'altra  formola,  di  grande  importanza  per  la  teoria  dell'  applicabilità, 
si  ottiene  coatraendo  il  parametro  differenziale  (n,  26  e.  II  p^,  4fì) 


cbe  per  le  formole  teste  ricordate  e  per  le  (28)  dà 
(B)  As.  X  =  (l  —  A,  a;)  K  . 

Essa  è  un'equazione  a  derivate  parziali  del  2."  ordine  per  x  (alla  quale 
soddisfano  pure  «/  e  «),  i  cui  coeSìcienti  sono  formati  soltanto  con  quelli 
della  prima  forma  fondamentale. 

A  un'equazione  delta  stessa  natura  soddisfa  anche 

P=    l    {X^  +  ,J'  +  ^'). 
E  invero  troviamo  in  primo  luogo  (riferendoci  alle  linee  di  curvatura) 

Indi,  osservando  che  per  le  derivate  seconde  covarianti  di  p  risulta 
p„  =  E  +  D  W  ,     p,,  =  F  +  D'  W  ,     p,,  =  G  +  D"  W  , 
avremo  subito 

A.  p  =  2  -  W  (1  +  i)  , 

A,,  P  =  1  _  W  ri  -j-  ^^  +  W.^  K 

ed  eliminando  W,  W^  fra  le  espressioni  di  A,  p,  A,  p,  A^,  p,  otterremo 
la  formola  richiesta; 

(C)  A,  p  -  i„  p  =  1  +  K  (a,  p  -  2  p)  . 
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Capitolo  V. 


Rappresentazione  sferica  di  Gauss  -  Coordinate  tangenziali. 


Eappre  sentaci  un  e  sferica  di  Gausa  e  sue  proprietà  —  'J^eoronia  di  Euneper  sulla  tor- 
sione delle  asBintotiche  —  Formole  generali  di  rappresentazione  sferica  —  Le  Buperlicie 
riferite  alle  loro  linee  assintoticho  —  Formole  di  Lelien^re  ^  Le  superficie  a  curvatura 
positiva  riferite  ad  un  sistema  iso termo- coniugato  —  Formole  di  Weingarten  relative 
alle  coordinate  tangenziali  —  Superficie  con  aasegoata  immagine  di  un  sistema  coniu- 
gato —  Superficie  con  un  sistema  di  linee  dì  curvatura  in  piani  paralleli. 

61.  Per  lo  studio  di  ogni  superficie  non  sviluppabile  è  molto  utile  una 
rappresentazione  geografica  della  superficie  sulla  sfera,  che  si  chiama  la 
rapp-esentazione  di  Gauss  e  si  ottiene  nel  modo  seguente.  Sia  S  una  su- 
perficie, M  un  punto  mobile  su  di  essa  ;  descriviamo  una  sfera  e  pel  suo 
centro  conduciamo  il  raggio  parallelo  alla  direzione  positiva  della  normale 
in  M  alla  S.  L'estremità  M'  del  raggio  si  dirà  Vimmagine  del  punto  M 
e  mentre  M  si  muove  sulla  superficie  S  (o  sopra  una  regione  di  questa), 
la  sua  immagine  M'  si  muoverà  sopra  una  regione  conispondente  della 
sfera  rappresentativa.  In  generale  s'intende  che  questa  immagine  sferica 
ricoprirà  con  piil  strati  la  sfera,  quando  accada  che,  nella  regione  consi- 
derata di  S,  in  punti  diversi  la  normale  di  S  abbia  la  stessa  direzione  po- 
sitiva. Volendo,  si  può  in  generale  scindere  la  regione  di  S  in  piìl  re- 
gioni parziali,  in  guisa  che  l'immagine  sferica  di  ogni  regione  parziale 
sia  ad  un  solo  strato. 

Supponiamo  per  semplicità  il  centro  della  sfera  nell'  origine  delle  coor- 
dinate e  il  suo  raggio  eguale  all'unità  lineare.  Allora  è  chiaro  che  se 
(x,  y,  z)  sono  le  coordinate  di  un  punto  M  di  S,  quelle  del  punto  imma- 
gine M'  sulla  sfera  saranno  appunto  i  coseni  di  direzione  (positiva)  della 
normale  X,  Y,  Z.  Indicando  con  de  l'elemento  lineare  della  sfera  rappre- 
sentativa, avremo  dunque 

e  ponendo 

rfs'^  =  e  du^  -\-  2  f  du  dv  -{•  (j  dv^  , 
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dalle  forinole  fondamentali  (II)  n,  47  e,  IV  (pag.  89)  troveremo  facilmente 

(1)  e=-(KE+HD),    /'= -(KF+HD')  ,    ^- -(KG+H  D")  (*) 
cioè 

(2)  <h-=  -  K  (E  <ìi('+2  F  'In  di  +&  d>  =J  ~  H  (D  d»-  h2  D  du  dv+D"  dv^). 

In  generale  m  ogni  rappresentazione  per  punti  di  una  superficie  sopra 
un'altia,  vi  !ia  uno  ed  un  aolo  sistema  orto^ona,le  (sempre  reale)  dell'una 
elle  SI  tonseiva  ortogonale  sull'altia,  a  meno  che  la  lappresentazione  non 
sia  confoimp,  nel  qual  caso  ogni  sistema  ortogonale  sull'una  si  conserva 
oitogonale  sull'altra  (**}  Ora  si  vede  subito  clie  in  generale:  il  sistema 
ortogonale  della  supetficte  che  sj  tonberva  ortogonale  neììa  > appresentazione 
sferica  di  Gausb  è  quello  ddle  Unee  di  cui  mima 

E  infatti  se  il  sistema  (m,  v)  è  ortogonale  sulla  superfìcie,  si  ha  F=0 
o  se  è  anche  ortogonale  sulla  sfera  risulta 

li  D  =  0 , 

quindi  (escluso  il  caso  H^=Oj  saia  D=^0  Oia  le  equazioni  F=0  D'=0 
caratterizzano  il  sistema  («,  i)  come  quello  delle  linee  di  curvatura. 

Nel  caso  H=0  ogni  sistema  ortogonale  sulla  supeifìcie  ìia  un'imma- 
gine sferica  ortogonale,  onde  risulta  :  La  rappresentazione  sferica  di  Gauss 
riesce  conforme  soltanto  ^er  le  superficie  a  curvatura  media  nulla  e  per 
la  sfera. 

Questa  importante  proprietà  delle  superfìcie  così  dette  d'area  minima 
(a  curvatura  media  nulla)  è  i!  fondamento  della  relazione  che  esiste  fra 
la  teoria  delle  superficie  minime  e  quel!»  delle  funzioni  di  variabile  com- 
plessa, come  si  vedrà  in  appresso. 


(*)  K,  H  desigoano  ai  soiito  la  curvatura  totale  e  media 

_  DD"— D'^  TT  __.  ggP'— ED"— GD 

E  G—W     '      ^  ~         "E  G— T^ 

(**)  Questo  teorema  diacendo  facilmente  dai  risultati  sulle  forme  binarie  quadratiche 
simultaneo  ottenuti  al  n  31  o.  II.  Sulle  due  superficie  si  scelgano  a  linee  coordinate 
due  aisteiJii  oorrispo udenti  (m,  v). 

Le  due  forme  quadratiche  (delinito) 
ds^  =  'E  du^  -\-ÌF  du  dv  +  Q  dv^  ,    ds'^  =  E'  dii^  +  2^dn  dv  +  G'  dv^ , 

ohe  ne  rappresentano  gli  elementi  lineari,  possono  ridursi  in  uno  ed  un  solo  modo  simul- 
taneameate  a  forma  ortogonale  a  meno  che  non,  auBsista  la  proporzione 

E'  :  F'  :  G' .  =  E  ;  F  :  G 
ed  allora  la  rappresentazione  è  conforme,  cioè  tutti  i  sistemi  ortogonali  sono  conservati 
e  la  riduzione  può  farsi  in  infiniti  modi. 
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62.  Dalle  formole  (1)  possiamo  trarre  un'altra  conseguenza,  che  me- 
rita di  essere  notata.  Supponiamo  clic  il  aistema  (u,  v)  sulla  superfìcie  sia 
coniugato,  cioè 

D'  =  0. 

Le  (1)  danno 

_     qp^  F  D  D"  _    ?_D"'_ 

^       EG— F^  '    '  EG— F^  '    i'— ÈG-F^ 

e  se  indichiamo  rispettivamente  con  (o,  Q  V  angolo  formato  dalle  direzioni 
positive  delle  linee  coordinate  in  ogni  punto  della  superficie  S  e  della  sfera 
rappresentativa,  dalle  formole 


'Jeg 


il  segno  superiore  valendo  se  il  punto  in  considerazione  di  S  è  iperbolico 
(D,  D"  segno  contrario),  l'inferiore  per  un  punto  eUittlco.  Ne  deduciamo: 
NeUa  rappresentandone  sferica  V  angolo  di  due  direzioni  coniugate  stdla  su- 
perficie viene  conservato  in  grandezza  o  cangiato  nel  supplementare,  secondo 
che  il  punto  da  cui  escono  le  due  direzioni  è  iperbdico  o  ellittico. 

Con  minore  precisione  questo  teorema  risulta  anche  dall'  osservazione 
seguente.  Siano  t,  i  due  direzioni  coniugate  sulla  superficie;  adottando  i  sim- 
boli à,  h  pei  differenziali  calcolati  in  quelle  direzioni  abbiamo  (n.  50  e.  IV) 

Ix  dX  4-  §!/  rfY  +  g^  rfZ  =  0 

e,  poiché  rfX,  *^Y,  (?Z  sono  proporzionali  ai  coseni  della  direzione  sferica 
corrispondente  a  (,  risulta  che  questa  direzione  sferica  è  perpendicolare  a  £. 

Segue  di  qui  che  per  le  direzioni  principali  e  per  queste  soltanto  la  di- 
rezione sferica  corrispondente  riesce  'parallela  alla  obiettiva,  come  si  vede 
anche  dalle  formole  di  Eodrigues  [n.  54  e.  IV  (13)]. 

Notiamo  ancora  che  per  le  direzioni  assintotiche  si  ottiene  da  quanto 
precede  la  definizione  seguente:  le  direzioni  assintotiche  sono  quelle  che 
nella  rappresentazione  sferica  vengono  deviate  di  un  angolo  retto. 

Ritornando  alle  formole  generali  (I),  calcoliamo  l'elemento  d'area 
[n.  33  e.  Ili] 

da'  =  \je  g — f^  du  dv 


(*)  Si  rammenti  che  i  segni  dei  radicali  da  prendersi  \ 
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della  sfera;  otteniamo 

d'-J  =  K  VlTG^'a  tìu  dv  -=  K  dd  , 

essendo  da  l'elemento  d'area  della  superficie. 

Se  adunque  attorno  ad  un  punto  M  della  superfìcie  tracciamo  una  pic- 
cola curva  chiusa  e  con  a  indichiamo  l' area  racchiusa,  con  a'  quella  del- 
l'immagine  sferica  corrispondente  il  rapporto  —,  all'impiccolire  indefinito 

dell'  area  o  (con  qualsiasi  legge) ,  converge  verso  il  valore  della  curvatura 
totale 

r,  ì\ 

nel  punto  M.  Questa  definizione  della  curvatura,  data  da  Gauss,  presenta, 
come  si  vede,  stretta  analogia  con  quella  della  curvatura  delle  curve  piane. 
In  fine  dalle  stesse  equazioni  (1)  o  (2)  deduciamo  il  teorema  di  En- 
nepev  :  Il  quadrato  della  torsione  delle  linee  assintoticke  in  ogni  punto  è 
eguale  alla  curvatura  totale  K  della  superficie  presa  con  segno  conlrario. 
Per  dimostrarlo,  basta  osservare  che  per  una  assintofcica  i  coseni  di  di- 
rezione della  binormale  sono  appunto 


ma  per  la  (2) ,  avuto  riguardo  che  lungo  un'  assintotica  risulta 

Ddu^  +  2  D'  du  dv  +  D"  dv^  =  0  , 
otteniamo 

Questo  teorema  veiTà  ulteriormente  precisato  al  seguente  n.  65,  dove, 
avendo  riguardo  anche  al  segno  della  torsione,  si  dimostrerà  chet  in  ogni 
punto  (iperbolico)  delia  superficie  le  due  assintoticke,  che  vi  sì  incrociano, 
hanno  torsione  eguale  e  <U  segno  contrario. 

63,  Per  molte  questioni  della  teoria  generale  delle  superficie  è  impor- 
tante lo  studio  delle  superficie  con  assegnata  rappresentazione  sferica.  E 
appunto  in  questo  numero  esporremo  le  foi'mole  generali  in  citi  :  Data  la 
terza  foì'ma  differenziale 

(3)  ds'^  =  e  du^  -\-  2  f  du  dv  -\~  g  dv^ , 
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cioè  assegnati  e,  f,  g  in  funzione  di  u,  -e,  si  cercano  le  superficie  corrispon- 
denti. 

Per  ciò  noi  cercheremo  le  condizioni  necessarie  e  sufficienti,  cui  deb- 
bono soddisfare  i  coefficienti  D,  D',  D"  della  2.^  forma  fondamentale;  sod- 
disfatte queste  condizioni  e  supposte  note  X,  Y,  Z  in  funzione  di  u,  v,  si 
vedrà  che  la  corrispondente  superficie  sì  ottiene  con  quadrature. 

Importa  anzitutto  scrivere  le  formole  fondamentali  (I)  n.  47  e.  IV(pag. 
88)  applicate  alla  sfera  rappresentativa.  I  coseni  di  direzione  della  normale 
della  sfera,  diretta  verso  T  esterno,  essendo  appunto  X,  Y,  Z,  la  seconda 
forma  fondamentale  relativa  alla  sfera  è  identica  alla  prima,  presa  con  se- 
gno contrario  (*) .  Le  citate  formole  diventano  nel  caso  attuale  : 


-^  ~  eX 


s^x  _  (11  j'^  _L  iiM'^_ 

fX 


\hiìv        (  1   Pm     '    (  2  ' 

I  a^x      i22nx  ,  122  nx       ^ 

l' accento  sui  simboli  di  Cbristoffel  indicando  che  essi  sono  costruiti  coi 
coefficienti  e,  f,  g  della  terza  forma  fondamentale  (3)  (**), 

Scriviamo  le  fot-mole  fondamentali  (n.  47  e.  IV  pag.  89)   introducendo 
per  mezzo  delle  (1)  n.  61  i  coefficienti  e,  f,  g;  troviamo  : 


l   Jm  eg~f^    iu  eg- 

ì  i^  _  fW—gD'  iX       fD'—eX)"  aX 
\  ìv  eg  —  f^iu  eg  —  f^    ìv 

le  condizioni  d'integrabilità 


:(5)-. 


esprimendo  le  derivate  seconde  di  X  colle  (4)  e  alle  derivate  dei  coef- 
ficienti e,  f,  g  sostituendo  i  loro  valori  pei  simboli  di  Cbristoffel.  Dopo 


(*)  Qui  adunque  per  faccia  positiva  della  sfera  ai  prende  la  esterna  e,  in  armonia 
coUe  convenzioni  fondamentali  n.  43  e.  IV,  si  suppone  che  su  ciuesta  faccia  positiva  la 
direzione  positiva  u  giaccia  alla  sinistra  della  v. 

(**)  Omettiamo,  come  sempre,  di  scrivere  le  formole  analoghe  ìe  Y,  Z. 
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semplici  trasformazioni,  troviamo  per  le  condizioni  richieste  (*)  : 

'  SD  _  JD;  _  (12)'  [(111' 

Tv         iu         i  1   ì       ■■     I  i  1  I 
(6)j 

>'_'1D     ,    j22ì' 
iu  òv  ^  \  l  )        '    \\2  ) 

Queste  sono  le  equazioni  stesse  di  Codazzi  (IV)  n.  48  e.  IV  (piig.  91}, 
sostituita  la  terza  forma  fondamentale  alla  prima.  Se  D,  D',  D"  le  soddisfano, 
esiste  la  superficie  corrispondente,  che  si  ottiene  dalle  (5)  con  quadratura. 
Otteniamo  così  il  semplice  risultato:  Date  le  due  forme  differenziali 

1)  du^+  2  D'  du  dv  +  D"  dv^ 
e  du^  -\-  2  f  du  dv  -\-  g  dv^ , 

delle  quali  la  seconda  definita  e  a  curvatura -[-  l,  perchè  esista  una  su- 
perficie corrispondente  che  le  ammetta  per  2."  e  3.'  forma  fondamentale  è 
necessario  e  sufficiente  che  siano  soddisfatte  le  relazioni  di  Codazzi  (0).  La 
superficie  corrispondente  è  unica  e  d^m^ninata  e,  note  S,  Y,  Z  in  funzione 
di  u,  V,  si  ottiene  per  quadraktre  daìle  (5) , 

La  ricerca  di  X,  Y,  Z  quando  siano  noti  soltanto  i  coefficienti  e^  f,  g 
dipende  da  un'equazione  di  Riccati  (n.  50  e.  IV). 

Come  al  n.  48  (pag.  91),  si  ossi^rverà  che  le  (6)  possono  scrivem 
sotto  la  2,'  forma: 


in  modo  brave  questo  calcolo  pongasi  jier  uq  momento 


m'-sv  __  p      re- 


-« 


ide 
Mj+N/--  — D,    Mf  +  Nj—Pj+Qf-  — D'  ,    Pf+l 
Per  le  condizioni  d'integrabilità  si  trova 

i  mutano  subito  nelle  formolo  (6)  del  testo. 
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/       D       \       a   / D' \     j22j'__^ |12j'       D' 


.j-p'  "^^l'-ì-f!  i''V«s-r    ii'V«/-f' 


Da  ultimo  osserviamo  le  formole  che  danno  i  valori  di 

ri  -\-  r-i     ,       n  ra   , 

essendo  n,  f2  i  raggi  principali  di  curvatura  della  superficie.  Per  l' equa- 
zione di  2.°  grado  che  li  determina  deduciamo,  come  al  n.  52  e.  IV 

(7)      (ej  -  fi  r"  +.  (e  D"  +  j  D  -  2  /-D')  ,■  +  DD"  -  D"  =  0  , 

onde: 

/  _2fD'-.D"-gD 

^^^    ■      ^;/-r 

(8) 

f    -     -    _  DD"  "  B'  ^ 
\  '•  '^  —     É^-> 

Dalle  (1)  11.  61  troviamo  pei  coefficienti  dell'elemento  lineare  della 
superficie  : 

(9)     E  =  —  (n  +  ra)  D  —  n  r^  e  ,     P  =  —  (n  +  n)  D'  -  n  ra  f, 

64.  Applicheremo  queste  formole  generali  a  due  casi  di  speciale  in- 
teresse. Nel  1."  caso  a  linee  coordinate  (m,  v)  sulla  sfera  prendiamo  le 
immagini  delle  linee  assintotiche  della  superficie,  che  supponiamo  adunque, 
limitandoci  ad  enti  reali,  a  punti  iperbolici  almeno  nella  regione  che  si 
considera. 

Avremo  in  questo  caso 

D  =  D"  -=  0 
e  ponendo 
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cioè  indicando  con ^  la  curvatura  della  superficie,  avremo  dalla  (8) 

D' 
V  '!~t' 
Le  equazioni  (6*)  di  Codazzi  diventano 

il  significato  geometrico  di  p  essendo  dato  dalla  formola 

(11)  ^^=^y 

Abbiamo  dunque  il  risultato  seguente  trovato  la  pvÌmavoltadalDiiii(**): 
Perchè  le  linee  sferiche  (m,  v)  siano  le  immagini  delle   assìntotiche   di 

una   superficie  è  necessario  e  sufficiente  che  i  simlxAi  j  -       1  o  i  '  '^^^~ 

colati  per  l'elemento  lineare  sferico,  soddisfino  la  condizione 

Soddisfatta  questa  condizione,  le  (10)  determinano  p  a  meno  di  un  fat- 
tore costante  di  proporzionalità  e  osservando  le  (5)  abbiamo  : 

La  corrispondente  superficie  è  definita  per  quadrature,  a  meno  di  un'  o- 
moteiia,  dalle  formale 

/te  ^       pf      )X  pt       >x 


(13) 

Le  (8)  diventano  poi 


afp 


Ve?-/'' 

e  conseguentemente  le  (9) 

(*)  Qui  omettiamo  il  doppio  segno  e  riguardiamo  p,  definito  dalle  seguenti  formole 
(10),  come  positivo.  Il  cangiare  il  segno  di  D'  equivale  soltanto  a  cangiate  i  segni 
dei  secondi  memibri  nelle  (5),  cioè  a  sostituire  alla  supecficie  ia  sua  simmetrica  rispetto 
all'  origine. 

(**)  Armali  di  wiatematica,  S.^  2.\  t.  IV. 
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Il  quadrato  dell'elemento  lineare  della  superfìcie  prende  la  forma 
(14)  ds^  =  p^  (e  dti^  —  2,fdudv-\-g  dv^). 

CoEvietie  ancora  che  osserviamo  le  semplici  relazioni  che  passano  fra 
i  simboli  di  Oliristoffel  ,  ,  .1  costruiti  rispettivamente  per  la  su- 
perficie e  per  la  sfera.  Dalla  tabella  (A)  n.  35  e.  IH  troviamo  semplice- 


,  («): 


(22  1         I22Ì' 


(«) 


(li        11    1  I  2  i      ' 

hi        in'    (2  ! 

(  11  1  _    _  1  11  f  i  22  ) 

I  2  i  ^  '     j  2  i      '       I  1   !  ° 


(*)  È  c[ai  i!  luogo  di  fac  conoscere  «n  gfuppo  di  formole  semplici  e  generali,  osser- 
vate da  Weingarten,  e  da  questi  comunicatemi  in  un*  ietterà  recente.  Prendiamo  le 
([uattro  formole- 

,^  3r  ax     ^  _       ^  3a]  3X     j,,  _      ^-,  dx  dX    ^„  _       ^  9k  3X 

e  deriviamolp  oiaRoum  uni  volta  rapporto  ad  «,  una  seconda  rapporto  a  v.  Se  per  le 
deiivate  sei  onde  di  <  istituiamo  i  valori  dati  dalle  forniole  fondamentali  {Il  pag.  88, 
e  BiHiilmente  per  quelle  di  i  i  valori  (4)  pag.  119,  abbiamo  le  formole  io  discorso  ri- 
portate nella  tabella  seguente 


■!?!■ 


l'M^-^iai' 


t  onfioutando  opportunamente  queste  otto  forinole  fra  loro,  si  otterranno  di  nuovo 
le  eq.uazioni  di  Codazzi  su  rispetto  alla  1.',  sia  rispetto  alla  3.*  forma  fondamentale 
(pag  91  e  pag  120)  8e  nelle  formole  di  Weingarten  ora  scritto  si  fa  D=D"=0,  ne 
segaono  subito  le  formole  (a)  del  testo 
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65.  Dimostriamo  in  primo  luogo  come  da  queste  forraole  discenda  nuo- 
vamente il  teorema  di  Enneper,  completato  nel  senso  già  indicato  al  n.  62. 

Consideriamo  sulla  superficie  S  le  linee  assiototiehe  v  il  cui  elemento 
d'arco  ds^  è  dato,  secondo  la  (14),  da 

ds„  ^=  p  \'  e  du. 

Per  la  curva  v,  mantenendo  tutte  le  notazioni  della  teoria  delle  curve, 
avremo 


1      te 

cos  p  = 

1 

\—    ,      co 

hi 

1  = 

1 

iz 
Jm 

cioè  per  le  (ISÌ) 

""  =  v- 

f 

•fé 

)X 

f 

>Y 

VI 

V 

V'ì-fi 

f 

f 

3Z 

re 

te<j'-^P 

1;-'    ,r 

Vi^-f 

Il  piano  osculatore  della  linea  v  coincidendo  col  piano  tangente  alla 
superficie,  si  ha  poi 


cos  X  =  +  X 

cos  [i  ~  ±  Y  , 

eoa  V  =  +  Z 

eoa  [<■  eoa  v 
eoa  4  = 

cos  p  cos  f 

y 

Z 

f           JY 

v'ì       JY 

f           >7,         v'ì 

'J  e^J  eg-fiu     \J  eg-pìv        \l  e^eg-pU     \jeg-p  • 

colle  formole  analoghe  per  cos  f\,  cos  C.  Se  ^-  indica   la   toi-sione   della 
linea  v,  abbiamo  per  le  formole  di  Frenet 

1         -^         ,  d  cmX        j_      1      V         s   ''^ 
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SBONO    DELLA    TOKSIONB    I 

cioè  per  la  precedente; 


p  \/< 


^eg-f^  ìv 


T 

_  \jlì     ^Y 


7. 


V«! 


s__  17. 

-7'  S" 


onde 

(15) 

Similmente  iiidicancto  ( 


iX       JY       3Z 

Ji!  I))?  "iV 


\l'9-t', 


intoticlie  u,  troviamo 


(15*) 


f 


Come  "il  ^PiÌP,  <iupste  fmmole  ci  Jamio  nuovamente  il  teorema  di  En- 
neper  e  dmiobtiano  di  pm  che  le  due  ai=%mtotiche,  uscenti  da  un  punto 
della  superfìcie    hanno  bensì  toisioni  eguali,  ma  di  segno  contrario. 

66.  Le  foimole  del  n  64  applicate  ù.  due  classi  importanti  di  superficie, 
che  studieiemo  in  seguito,  le  superficie  d'area  minima  e  le  superficie  pseu- 
dosfericlie,  danno  immediatamente  alcuni  naultati  che  importa  notare. 

Come  già  fu  accennato,  diconsi  'superficie  d' area  minima  quelle,  che  in 
ogni  punto  hanno  i  laggi  pnncipali  di  curvatura  eguali  e  dì  segno  con- 
trario. Le  loro  linee  asomtotiche  sono  leali  ed  ortogonali  fra  loro,  la  indi- 
catrice di  Dupin  in  ogni  punto  essendo  costituita  da  due  iperbole  (coniugate) 
equilatere.  Dovendo  qui  aversi 


segue  /'=0 ,  F=0,  cioè  le  lìn 
nell'immagine   sferica,  come  i 


ì  (u,  !■)  sono  ortogonali  sulla  superficie   e 
a  si  è  detto.  Ma  di  più  segue  dalla  (12), 
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'2       'ìv       '      (21 


ìnogji 


Questa  esprime  (n.  38  e.  Ili)   che  le  linee  sferiche  (m,  v)  sono  isoterme 
I  i  parametri  it,  v,  potremo  fare  senz'  altro 


L'elemento  lineare  sferico  e  l'elemento  lineare  dellii  superficie  pren- 
dono quindi  rispettivamente  la  forma 

ds'^  =  ■—  {du^  -\-  dv^) 

ds^  =  p  [dii^  +  dv^)  . 

Dunque  :  Le  linee  assintotidie  di  una  svpeìiicie  minima  e  le  loro  im- 
magini sferiche  foìinuno  un  doppio  sistema  ortogonale  isoterìno.  Le  formole 
precedenti  dimostrano  nuovamente  clie  la  rappresentazione  sferica  di  Gauss 
riesce  conforme  per  le  supei'flcie  minime.  Poiché  inoltre  tutti  i  sistemi 
isotermi  della  sfera  sono  noti,  tutte  le  superficie  minime  si  avranno  con 
quadrature*  dalle  forinole  del  n.  6i. 

67.  Consideriamo  una  superfìcie  a  curi'utiira  costante  negativa 

K  T=  _-,  -  .^-.  (p  eostante}  ; 

queste  superficie  diconsi  anche  pseudosf eriche  e  p  si  dice  il  loro  raggio. 
Dalle  (12)  segue 


s  j;,  -f 


il  =  r 


=  0,       ^=0 
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SULLE  SUPERFICIE  MINIME  E  SULLE 

Essendo  e  funzione  della  sola  u  e  g  della  sola  v,  cangiando  i  para- 
metri M,  V  si  può  fare  semplicemente 

e  =  i    ,      !7  =  1 

e  cliiamando  co  l'angolo  delle  linee  assintotiche  della  superfìcie  risulterà 
(16)  ds^  =  [j^  (du^  -\- 2  cos  u>  du  di> -{-  dv^) 

(16*)  di^^  =  du^  —  2  cos  (0  dii  dv  +  d'"^  ■ 

Consideriamo  sulla  superficie  pseudosferica  S  il  quadrilatero  racchiuso 
da  quattro  linee  assintotiche 

U  =  Uo    ,       M  =^  Mi       ,  V  =  Vo    ,       V  ^=  Vi    . 

Essendo  p  du  V  elemento  d' arco  deile  v  e  p  dv  quello  delle  m,  i  due  Iati 
opposti 

ì>  =^  Vo       ,         )!  =  PI 

hanno  la  lunghezza  p  (mi — tu>)  e  gli  altri  due  la  lunghezza  p  {vi — vo).  Si 
ha  dunque  il  teorema: 

In  ogni  quadrilatero  curtilineo,  eomp'eso  fra  quattro  assintotiche  di  una 
supm'ficie  pseudosferica,  gli  archi  opposti  sono  eguali. 

È  poi  evidente,  per  la  (16*),  che  la  medesima  proprietà  compete  alle 
immagini  sferiche  delle  assintotiche. 

Aggiungiamo  che  tanto  l'una  quanto  l'altra  proprietà  sono  caratte- 
ristiche delle  superficie  pseudosferiche.  E  invero  ìa  proprietà  supposta  per 
le  linee  sferiche  (m,  v)  porta  che,  cangiando  i  parametri  u,  »,  si  può  fare 

e^:l  ,   (/=1  onde     i  ^  "^     9  {  ^^^^^  ^  e   però   per  le  (10)  p  =  cost". 

poi  le  formole  (a)  n.  64 


è  chiaro  che  si  giunge  alla  medesima  conclusione,  supponendo  che  la  pro- 
prietà in  discorso  appartenga  alle  assintotiche  u,  v  sulla  superficie. 

Il  problema  di  determinare  le  superficie  pseudosferiche  equivale  a  quello 
dì  trovare  sulla  sfera  i  sistemi  («,  v)  di  linee,  che  danno  all'  elemento  lineare 
la  forma  (16*),  cioè  i  sistemi  che  dividono  la  sfera,  in  quadrilateri  cur- 
vilinei coi  lati  opposti  eguali.  Ora,  se  colla  formola  (17)  n,  35  e.  Ili  (pag,  67) 
si  esprime  che  la  curvatura  della  forma  (16*)  è  eguale  a  +  1  (ovvero  quella 

della  (16)  eguale  a ^  1  ì  ^'  trova  per  w  l'equazione  caratteristica. 
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12$  CAPITOLO   V. 

Ad  ogni  soluzione  tu  di  questa  equazione  a  derivate  parziali  corrisponde 
una  superficie  pseudosforica  di  faggio  assegnato  p  e  viceversa  (*). 

68.  Le  formole  (13}  n.  64  [pag.  122)  sono  suscettibili  di  un'elegante 
trasformazione,  data  da  Lelieuvre  (**),  che  ba  grande  importanza  per  la 
teoria  delle  deformasioni  infinitesime.  Tale  trasformazione  delle  (13)  si 
ottiene  osservando  le  identità  (***)  : 


~f 


■J's-r 


^  =  y4=  -z  ^ 


quindi  scriversi 


Y 

Z 

)Y 

Su 

iu 

T       Z 

T7,=  +  f     SY      SZ 


z 

X 

z 

X 

)Z 

JX 

.^=+^ 

SZ 

JX 

ìu 

ìu 

ìv 

ìt 

X 

Y 

>2 

X 

T 

sx 

IT 

■   ^=+P 

sx 

SY 

1» 

Jll 

Iv 

(*)  I  suiti  infaiti  dal  teoieua  geneiile  al  n  48  che,  gc  cu  soddisfa  la  (ITj.I'elo- 
mento  lineaie  (10*)  appartiene  alla  afera  Dato  u  la  ricetea  della  corrispondente  au- 
perfleie  pseudosferiea  dipende  dalla  integrazione  di  un'  eqnaaione  di  Eieuati  (n.  50). 

(**)  Bìdlehn  to  Anejicps  Mathem    t  12   p  126 

(*■'*)  Queste  identità  sono  casi  particolari  delle  ■dtre  che  valgono  per  u 
flcie  quii  in  quo 

-,  gy  _  E  d%  F  dx 


^   Z~ 


Y  ^  - 


V  E  G—W  3v        V"B  G— F=  Sm 


ff 


dx 


che  si  dimostrano  sostituendo  per  Y,  Z  i  loro  valori  (1)  n,  46  e.  IV.  Cosi  p,  e 
,   33  /Sì  3x         dz  3ai\         dy   Idx  dy  _dx  2y\ 


"^S"^^ 


+(ir+ 


St>  3m/ 


3m  \3m  9(1 


(.31*; 


\/e  fi— F 


' dv    \3m/ 


3m  9)f  ~  3m  Si!  J 


YeG— F3!>        v'EG- 


'  2ii 


yGoosle 


FOKJfOLB 

Pongasi  ora 

if  X  =  £    ,     v'I  Y  = 
!  risulteranno  le  formole  di  Lelieuvre: 

3w      Jm 


(18) 


i 

iu 

iu 

( 

1 

Ss  „ 

iu 

« 

M 

\ 

ìu 

hi     K 


t       £ 
JC      SS 


s 

'/ 

« 

>, 

Jo 

Si. 

Oca  X,  Y,  Z  sono,  per  la  intermedia  delle  (4)  n.  63  e  per  le  (10)  n.  64, 
soluzioni  della  equazione  di  Laplace 


3  log  \/  p  3fp        i  1 


5v/p  te 


+  ff=0: 


,  essendo  ad  invarianti  ( 


fuali  (*),  col  porre 


si  trasforma  nell'  altra 


VP    'ìu'ìv 


Ne  risulta:  Nelle  forinole  (18)  di  Lelieuvre  i,  tj,  Z  sono  tre  soluzioni  par- 
ticolari dell'equazione  (19). 

Ora  importa  osservare  che  invei-samente  :  Presa  ad  arbitrio  un'. equa- 
zione di  Laplace  della  forma 

a  89 


ìuiv 


=  M9 


dove  M  è  una  funzione  qualunque  di  u,  v,  se  ne  conosciamo  tre  soluzioni 
particolari  linearmente  indipendenti  i,  vj,  C,  le  (18)  daranno  per  quadrature 


(*)  Cf.  Dabboux,  t.  n,  p.  27. 
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una   superpiit    m/ÌJu   qucìé  le  lina  u   i    -saranno  le   assintotiche  e   la  cui 
curvatura  K  ^ai  u  data  i/i  oqni  punto  da 


È  chiaro  infatti  che  le  condizioni  d'integrabilità  delle  (18)  sono  iden- 
ticamente soddisfatte;  nella  superfìcie  risultante 

X  =  X    {U,V)     ,      y  =  y   {u^v)     ,      Z  =  Z    (w,  v)    , 

per  le  (18),  i,  tj,  C  sono  proporzionali  ai  coseni  di  direzione  della  normale 
onde,  ponendo 

p  =  4^  +  vj2  +  c^ 

sarà 


!  le  forinole 


V  —  —  =0  V^??- 

iiJ    >«    ^1/  '         -^    ^«    ^« 


^M     hi 

che  seguono  dalle  (18),  provano  appunto  che  le  linee  u,  v  sono  lo  assin- 
totiche. Dopo  di  ciò,  ponendo  ancora 

^»  +  (fY»  +  dZ^  =  edu^-{-2fdudv'^ff  dv^ , 

dalle  (18)  si  ritoma  alle  (13),  il  che  completa  la  dimostrazione. 

Dal  teorema  precedente,  prendendo  delle  convenienti  eciuazioni  (19), 
potremo  avere  infinite  superficie  sulle  quali  conosceremo  immediatamente 
le  linee  assintotiche.  Così  p.  e.  se  prendiamo  l'equazione 


e  scegliamo  le  tre  soluzioni  particolari 

5  =  »    ,      ,  =  ^  (,)    ,      c=», 

essendo  '!f  (v)  una  funzione  arbitraria  di  v,  le  (18)  integrate  danno 

(20)         x  =  -ui.{v),     ,  =  '">,     «  =  /(i.f  W^i^C»))*. 

Queste  formole  ci  definiscono  una  superficie,  le  cui  assintotiche  p  sono 
evidentemente  rette  appoggiate  normalmente  all'asse,  cioè  una  conoide  retta. 
Stante  l'arbitrarietà  della  funzione  4>  {v),  essa  è  la  piii  generale  conoide  retta. 
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SUl'KRriCIE    KIFEBITA    ad    un    SISTEMA    CONIUGATO  13l 

69.  Il  secondo  caso  particolare,  a  cui  applicherejiio  le  formole  generali 
del  11.  64,  sarà  quello  in  cui  le  linee  sferiche  (m,  v)  sono  le  immagini  di  un 
sistema  coniugato  stilla  superfìcie. 

Allora  avendosi  D' ^^  0,  le  (6)  (pag.  120)  diventano  semplicemente 

(21) 

SD"         (12f  122 

Dato  ad  arbitrio  un  sistema  sferico  (m,  e),  esistono  influite  superficie 
elle  lo  ammettono  per  sistema  coniugato.  Se  ne  ottiene  uno  ogni  qual- 
volta si  assumano  per  D,  D"  due  funzioni  di  il,  v  che  soddisfino  le  (21),  o 
le  equivalenti 

'   A  (•        °       )     I    |22r        P  ,    lllf_J?L_  ^ 

\   te   \V^=?>)  +  12  1  V^S=P        1  2  1  V'I^' 
(21«) 

'«  W^=f=  '  ^  1 1 y^-=P    in  V?V=r 

e  indi  si  determinino  x,  y,  z  per  quadrature  dalle  formole  (5)  (pag,  119), 
che  diventano  qui 

/    ix  _  _D_  /a  JX\ 

Su  ^  erj—f  \    ''  Jii  +  '    ìli) 
(22) 

/  i2  =  -J'L-  (  f^^  ^    i?^ 


e  D"+y  D  ^    D  D" 


e  dalle  analoghe  in  y,  z. 
Dalle  (8)  risulta 

(23)  ,-,  +.■!=- 
e  le  (9)  danno 

(24)  E  =  -i5;,,  F  =  -/5JI,  a-JLi?:!. 

eff^P  eg~p  eg^f 

Se  calcoliamo  con  queste  ultime  i  simboli  {      |  per  la  superfìcie,  avendo 
riguardo  alle  (21),  troviamo  {*): 

(*)  Le  formole  seguenti  del  testo  seguono  anche  immediatamente  dalle  formole  di 
Weingarten,  date  nella  nota  n.  64  pag.  123,  facendovi  D'=0. 
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CAPITOLO 

V. 

1"! 

SlogD 

(llf 

Il  r 

(22| 
i  2   1 

JlogD- 

m 

D" 

iiif 

|12j 
1  2  ! 

ITI 

D" 
D 

m^ 

Ili  1 
i  2  i 

D 

1 1  : 

Supponiamo  in  particolare  che  il  sistema  sferico  («,  «)  8Ìa  ori 
e  però  le  (m,  ìj)  siano  sulla  superfìcie  le  linee  di  curvatura.  Allora 

sostituendo  nelle  (21),  collo  sviluppare  1  valori  dei  simboli  di  Christoffel, 
otteniamo  : 


(26) 


?v« 


,    òu  ^  '  ''  ili'       ' 


Il  problema  di:  costruire  le  superficie  con  assegnata  ra'ppresentazione 
sferica  delle  linee  di  curvatura  viene  così  ridotto,  in  questo  primo  modo 
di  trattazione,  ad  integrare  il  sistema  (26). 

Un  altro  modo  più  elegante  e  simmetrico  si  dedurrà  fra  breve  dalle 
formole  per  le  coordinate  tangenziali, 

70.  Sopra  una  superficie  (o  una  regione  di  superficie)  a  curvatura  totale 
positiva  esistono  infiniti  sistemi  coniugati,  che  danno  alla  S."  forma  fon- 
damentale 

B  du^ -^  2  D'  du  dv-^r  ^"  dv^ 

la  forma  isoterma,  che  rendono  cioè,  per  una  conveniente  scelta  di  pa- 
rametri u,  e, 

D  =  D"     ,       D'  =  0  . 

Per  abbreviare,  chiameremo  questi  sistemi  isot&rmo-coniugati.  Andiamo 
ora  a  stabihre  le  formole  relative  a  questi  sistemi,  ohe  per  molti  riguardi 
si  comportano  rispetto  alle  superficie  a  punti  ellittici  come  il  sistema  delle 
assintotiche  rispetto  alle  superficie  a  punti  iperbolici.  In  particolare,  senza 
rinunziare  alla   re\lità  delle  linee   coordinite  (*),  potremo  con  essi  dare 


(  )  L  ei  az  oue  d  Ite  en^  a!e  delle    ■i  ntot   lie  di  entando 

le  1       eiuae  on     n  te  m  n    àu  t   sono 

+       =  co  t  —       =  costts 

ed  anche  d  etro  q  està  osservaz  one  potremmo  eftett  are  il  passaggio  analitico  d 
formole  de  tiamer  64  68  a  quelle  del  numero  pce  eute. 
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TOGATI  133 

per  le  prime  superficie  un  sistema  di  formole  affatto  analogo  alle  foniiole 
di  Lelieuvre. 

L'ipotesi  T)  =  'D"  nelle  fonnole  del  numero  procedente,  ponendo 


D 

_  = 

D" 

-; =  P 

e  sostituendo 

nelle  (21'),  dà  : 

(27)    ìl^Ml, 

~~    i  1    l  +  l 

22  1 
1   i 

SIogp_ 

(22 
i  2 

ove  il  significato  geometrico  i 

li  e 

è  dato  dalla  foimola 

(27«) 

K 

__    1 

e  le  (22)  diventano 

(  te L^    /      3X         m 

(28) 

onde 

lìs^  =  p2  (f)  du-^  —  2  /  c?M  of)!  -|-  e  dv^)  . 

Dunque:  Affinchè  un  sistema  sferico  (u,  v)  sta  l'immagine  di  un  <tit,l6ma 
isotei'mo-cmiugato  sopra  una  superficie  è  necessario  e  mfficiente  che  i  sim- 
boli di  Okristoffel  !  ,  j  ,  calcolati  per  l'elemento  lineare  sferico,  soddisfino 
la  condizione 

'   llf        I22|'\   _     S    /'l22r        (1 

Se  questa  è  soddisfatta,  dalle  (27),  (28)  si  avrà  per  quadrature  la  cor- 
rispondente superficie,  che  è  definita  a  meno  di  un'omotetia. 

Si  può  ancora  osservare  che  essendo  D=D",  D'=^0,  le  coordinate  x,  y,  z 
di  un  punto  della  superficie  soddisfano,  a  causa  delle  (I)  n.  47  e.  IV  (pag,  88), 
le  due  equazioni  simultanee: 

\  iulv  ^11)    Sm  "^  I  2  !    iv 

j  11  1  _  (  22  jj    i9^         B  ^M  -  i  ^^  il  ii 

(  1  I        )  1   i     ÌM  "•"     (  2  I        \  2\\    iv' 


yGoosle 


Viceversa,  se  due  ec|uazioni  simultanee  della  forma 


tu'  ' 


in 


+  f 


ìv 


costituiscono  un  sistema  completamente  integrabile  (*)  e 

X  (»,  .)     ,      s(„,v)    ,      2  («,  V) 

ne  sono  tre  soluzioni  linearmente  indipendenti,  sulla  superficie 

X  =  X  (u,v)     ,      y^y{u,v)     ,      z  =  Z   {U,  v) 

le  linee  {u,  v)  traccieranno  un  sistema  isotermo- coniugato  (**). 

71.  Per  mezzo  delle  identità  («)  del  n.  68,  possiamo  nuovamente  tra- 
sformare le  formole  (25)  in  altre  perfettamente  analoghe  alle  formole  di 
Lelìeuvre.  Ponendo  infatti 


(29)  Vp  X  =e    ,    Vp  Y  =  r,    , 

esse  diventano,  per  le  identità  ora  ricordate: 

I  ,  !  -1     ^ 


Vp  z  = 


(30) 


Ora  X,  Y,  Z  soddisfano  alle  (4) 
queste,  eoli' 
qu  azione 


iv 


1 

e 

M 

K 

Su 

ìu 

c 

i 

>t 

>!. 

'iu 

ìu 

>i 

>-5 

lo  (27),  si  Tede  che  X,  Y,  Z  sono 


S» 

63;  sommando  la  1."  e  la  3.^  di 
uzioni  dell'  e- 


)i. 


+  (e  +  S)  f  =  0  . 


(*)  ITn  sistema  come  ([uello  scritto  nel  testo  può  ammettere  ai  massimo  quattro 
ioluzioni  linearmente  iadipendenti  (compresa  la  soluzione  6=003^");  se  lo  ammette  esso 
È  appunto  illimitatamente  integrabile. 

(**)  Da  questa  osservazione,  con  un  metodo  di  diraosti'azione  affatto  analogo  a  quello 
iel  n.  58,  pag.  109,  si  trae:  1  mhmì  isotermo-conittgaU  si  cons^i>ann  nelle  irasfor- 
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Questa,  ponendo 
diventa 

e  per  le  (29)  £,  v],  C  sono  tre  soluzioni  particolari  di  quest'  ultima  equazione. 
Inversamente:  I^esa  ad  arbitrio  un'equazione  della  forma 


dove  M  è  una  funzione  qualunque  di  u,  v,  se  ne  conosciamo  tre  s(Auzioni 
linearmente  indipendenti  I,  i),  £,  le  (30)  danno  fer  quadrature  una  superficie 

X  =  X    {U,V)      ,         y  =y   {u,v)      ,  Z  =  Z    {U,v)  , 

sulla  quale  le  linee  u,  v  tracciano  un  sistema  isotermo-coniv^ato.  La  dimo- 
strazione è  la  stessa  come  al  n.  68  ed  anche  qui  si  osserverà  che  la  cur- 
vatura K  della  superfìcie  è  data  da 

(32) 


SM-V+C')' 

Eseìnpio:  Si  consideri  l'equazione 

(33)  r"  +   h  =  ^ 

e  si  prendano 


ove  a  è  una  soluzione  qualunque  della  (3!ì),  la  cui  coniujfata  p  è  definita 
dalle  condizioni 


3m  'iv    '      Isv  ?M 

Le  (30)  integrate  danno 

X  —       a  -f-  u  ^^  ,     y  2        >2— I        V  ^^ 

e  ci   definiscono  una  superfìcie  sulla  quale  il   sistema  (m,  v)  è  isoterino- 
coniugato.  Si  prenda  p.  e. 

a  ==  —  hv     ,       R  -^^  hu 
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e  si  avrà  il  paraboloide  di  rotazione 

y  =  -gja—  e*  costante) . 

Le  linee  u,  v  del  sistema  isotermo-coniiigato  sono  in  questo  caso  le 
sezioni  paraboliche  (eguali)  della  quadriga  in  piani  paralleli  ai  piani 
principali 

72.  A.Ua  teoria  della  rappresentazione  sferica  di  una  superficie  si  pos- 
sono naturalmente  collegare  le  formole  relative  alle  coordinate  tangenziali, 
di  cui  ora  andiamo  a  trattare  (*). 

Pensiamo  una  superficie  (non  sviluppabile)  come  inviluppo  del  suo  piano 
tangente  e  per  definirla  diamo  le  coordinate  di  questo  piano  in  funzione 
di  due  parametri  (coordinate  curvilinee  u,  v).  A  coordinate  del  piano  con- 
viene per  noi  assumere  i  coefficienti  della  sua  equazione,  scritta  sotto  forma 
normale 


É  X  +  Yi  Y  +  C  Z- 


^W  , 


cioè  ì  coseni  di  direzione  (X,  Y,  Z)  della  normale  alla  superficie  e  la  di- 
stanza W  del  piano  tangente  dall'  origine.  Essendo  note  X,  Y,  Z,  W  in 
funzione  di  u,  v,  quindi  ì  coefficienti  e,  f,  g  dell'  elemento  lineare  sferico 
rappresentativo  (3)  n.  63,  ci  proponiamo  di  calcolare  le  coordinate  x,  y,  z 
del  punto  di  contatto  del  piano  tangente.  Per  ciò  dalla  formola 

(»)     ^X  +  ^Y  +  2Z  =  W, 

devivando  rapporto  ad  u,  v  otteniamo 


(6) 

JX    , 

n   ,      ^z 

JY            JZ    _ 

SW 

JW 

i» 

onde  risolvendo  il  sistema  lineare  («)  (È)  rispetto  a  x, 

W       Y       Z 

1 

)W     JY     ffl 
Om       iu      iu 

IW     SY     ÌZ 

v/sj-r 

Hv       iv       Jv 

(*)  WEfflOARTEU  —  Ifeber  die  Theorie  der  auf  einander  abtviehUiaren  Oherflaehtm 
(Festschrill  etc.  1884) 
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ovvero  per  le  identità  (a)  n.  68 

Questa  e  le  analoghe  per  y,  z  si  scrivono 

(34)    a7  =  WX  +  V(W,X),!/  =  WY  +  V(W,Y),«  =  WZ  +  V(W,Z), 

il  parametro  differenziale  misto  V  (come  gli  altri  che  ora  incontreremo) 
essendo  calcolati  per  l'assegnata  forma, 

e  du^  -\-  2  f  du  dv  -{■■  ^  dv^ 

dell'elemento  lineare  sferico. 

Per  la  superficie  così  individuata  possiamo  inoltre  calcolare  facilmente 
i  coefficienti  D,  D',  D"  della  2,"  forma  fondamentale. 

Dalle  (i)  segue  infatti  con  una  nuova  derivazione  rispetto  ad  u,  v: 

che  osservando  le  formolo  fondamentali  (4)  n.  63  si  scrivono 


(35)    \  ~D'-^-—  -  ..—- 
'-    '    I  ìuiv        (  1  I   iu 


\  ,  i5p^         (  1  )    3m        (  2  I    Ji'    '  ■'  "  I  ^      ' 

dove  le  Wn  sono  le  derivate  seconde  covarianti  di  W  rapporto  alia  forma 

e  du^  -{-  2  f  du  dv  -\-  g  dv^  . 

Per  le  formolo  che  danno  la  somma  e  il  prodotto  dei  due  raggi  prin- 
cipali di  curvatura  ahhiamo  conseguentemente  dalle  (8)  n.  63  (pag.  121): 

n  +  ,-,  =  t^^-lfJl-'+jJ^^.  +  2  w 

'S~P  eg-f, 

ovvero 

(37)  r,  i  r,  =  A,  W  4-  2  W 
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(88)  }\  n  =  W  +  W  A,  W  4-  A,,  W  , 

dove  i  parametri  differenziali  secondi  A»,  A^  sono  calcolati  per  la  solita 
forma  fondamentale 

e  du^  -\- 2  f  du  dv -\~  g  d-e^ 

Di  qnestL  due  ultimi,  forraole  la  prima  e  specialmente  notevole  per 
semplicità  ;  Ai  es&  i  daremo  in  seguito  alcune  importanti  appLicaaioni. 

73.  Supponiamo  ora  che  il  sistema  (u  l)  sii  sulla  superficie  un  si- 
stema coniugato  Devia  nsultaie  per  ciò  D  =  0  ossia  per  l'intermedia 
delle  (35) 

w„  +  /-w  =  o, 

cioè  W  deve  essere  una  soluzione  della  equazione  dì  Laplace 

di  CUI  sono  altresì  soluzioni  particolari  (n.  63)  X,  Y,  Z.  Dunque:  Se  U 
sistema  («,  v)  è  coniugato,  le  coordinate  tangenziali  X,  Y,  Z,  W  sono  solu- 
zioni dì  wna  medesima  equazione  di  Laplace  (38).  Inversamente  si  vede 
subito  clie  Se  le  coot  dinaie  tangenziali  X,  Y,  Z,  W  sono  soluzioni  di  una 
ttessa  equazione  di  La^ce  della  forma 

iu  ^ì>  iu 

U  sistema  {u,  v)  è  suUa  superficie  un  sistema  coniugato. 

Il  problema  già  accennato  al  n.  69  di:  costruire  le  superficie  con  as- 
segnata rappresentazione  sferica  di  un  sistema  coniugato  (m,  »)  viene  così 
ricondotto  all'integrazione  dell'equazione  (38)  di  Laplace;  ogni  soluzione 
di  questa  equazione  {linearmente  indipendente  da  X,  Y,  Z)  ci  dà  una  su- 
perficie che  risponde  aOa  questione. 

Osserviamo  ancora  che  se  il  sistema  (m,  v)  è  sulla  superficie  quello 
delle  assintotiche,  sarà  simultaneamente  0=0  D"  =  0,  cioè  W  sarà  una 
soluzione  comune  delle  equazioni 

\  bu^        I  1  i  Jm  ~*~  (  2  i  J«        " 


delle  quali  sono  pure  soluzioni  comuni  X,  Y,  Z. 

Da  queste  osservazioni  si  può   trarre   la   dimostrazione  anahtica  del 
teorema  già  enunciato  al  n.  58  che  ;  Le  trasformazioni  dualistiche  o  recl- 
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pfoeità  dello  spazio  conservano  i  sistemi  coningati   e  le   linee   assintotiche 
di  una  superficie. 

In  ciò,  per  quanto  già  si  è  visto  al  numero  citato,  basta  limitarsi 
ad  una  particolare  reciprocità  e  noi  sceglieremo  la  trasformazione  dua- 
listica, che  ad  ogni  piano 

dello 


Se 

(X,  Y 


cui  soddisfano  X,  Y,  Z,  W,  colla  trasformazione 
si  cangia  in  un'  equazione 

ÌIUÌV  ÌM  ìv     ' 

cui  sodìsftno  5  m  iltaneamente  i  i/  «  p  peio  siila  &u[  itire  luogo  del 
punte   {t    /    )  le  1  nee  {u  t)  tiaccianc  un  sistema  c^nugito 

Del  tutto  s  milmente  si  dimostri  la  proprietà  pel  ciso  Ielle  Imee  as 
sintotiche 

74  Abbiamo  osseivito  in  generale  che  la  determinazione  delle  super- 
ficie con  assegnata  immagme  sfeiica  {u  ;)  di  un  sistema  coniugato  equi 
vale  aUa  mtegiaz  one  della  equaz  oue  (3?*)  di  Laplace  Ciò  vale  m  paiti 
colare  del  pioblema  di  determinare  le  superflue  con  a&i.ej/i  da  immagine 
sferici  delle  linee  di  curvatura  E  noi  per  dame  qui  una  semplice  appli 
cazione  ci  pioponiamo  di  determinare  tutte  le  supetfiott.  le  quali  {come  le 
superfìcie  d%  rotazione)  hanno  un  sistema  di  hnee  di  airvatu)a  m  piani 


spazio  fa 

corrispondere 

il  suo  polo 

+  >!'  +  P  : 

rispetto 

«11. 

i  sfera 

il  punto  0 

e,  y,  z)  di  coordinate 

X 

^       w  ' 

Y 

'  = 

w 

e  il  sistema  (n,  v)  è  coniugato,  sull 

a.  superficie 

inviluppo 

del 

piano 

-,  z,  w)  r 

equazione 

J»9 

=..^+' 

'^  +  ' 

9 

Per  ciascuna  di  queste  Imee  1  immagme  ifenea  sarà  evidentemente 
un  circolo    i    ii    pan     pii  illelo  alyiaio  Iella  In  ei  (  J  e  j-eio  lesu^ei- 

(')  S   rcoid     hp  in  os;qi  junti  A    uni  Ine    d  t  t    t    1      tangente  ^  priUela 
a  qnelh  della    n    ig  ne    leu  a 
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ficie  cercate  sono  caratterizzate  dalla  proprietà  di  avere  per  immagine 
sferica  delle  linee  di  curvatura  un  sistema  di  meridiani  e  paralleli  della 
sfera  rappresentativa.  Ne  risulta  che  le  linee  di  curvatura  del  2.°  sistema 
sono  ancora  piane  e  i  loro  piani  tagliano  ortogonalmente  la  superficie. 
Ora,  essendo  al  solito 

X  ^  sen  M  cos  »    ,      Y  ^^  sen  u  sen  »,      Z  =  cos  « 

le  coordinate  di  un  punto  dell'immagine  sferica  in  fmiziono  dei  parametri 
u,  v  dei  paralleli  e  dei  meridiani,  e  quindi 

dé^  ^=  du^  -)-  sen^  u  dv^ 

Y  espressione  dell'  elemento  lineare  sferico,  la  equazione  (88)  da  integrarsi 
diventa 


-  =  cot  i 


il  cui  integrale  generale  è  dato  da 

W  =  sen  u  tp{v)  -\-  '^  [u)  , 

essendo  'f  f") ,  •^  [«■)  funzioni  arbitrarie  di  v,  u  rispettivamente.  Le  (34)  ci 
danno  quindi  per  le  superficie  cercate  le  formoìe 

/  j;  =  cos  1?  ^  («)    -  sen  v  f'  (v)  -\-  cos  v  [<[j  (m)  sen  m  H-  <!/  {tt}  cos  m] 

<  2/  =  sen  »  tp  (r)  +  cos  v  f'  (v)  +  sen  v  [4-  («)  sen  u  +  <!/  (u)  cos  w] 

\  z  ^  ^  (u)  cos  U  —  '[''  (")  ^^^  **  ■ 

I  piani  delle  linee  ti^cost"  sono  i  piani  normali  condotti  per  le  ge- 
neratrici al  cilindro  parallelo  all'asse  s,  la  cui  sezione  retta  sul  piano 
3;,  ^  è  la  curva 

(  jì  =^  eos  il  f  (")  —  sen  v  f'  (w) 
(") 

{  y  =  een  ì>  f  (v)  -{-  cos  v  'f'  (v) 

e  in  ciascuno  di  essi  le  equazioni  della  linea  v,  riferita  alla  normale  di 
questa  curva  e  alla  generatrice  del  cilindro  come  assi  delle  ■»],  t,  sono  evi- 
dentemente 

(b)    Yj  =^  4'  (*0  ^^^  u-\-  '^'  (m)  cos  m  ,     li  =  '\f  {u)  cos  M  — 1\/  {u)  sen  u . 

A  causa  della  presenza  delle  due  funzioni  arbitrarie  ^  (v),  4*  (w)i  tanto 
la  forma  del  cilindro  (a)  (direttore)  quanto  quella  del  profilo  piano  (b) 
restano  arbitrarie  e  però  le  superficie  cercate  si  generano  nel  modo  se- 
guente :  Presa  una  superficie  cilindrica  e  tracciato  in  un  piano  iz  un  profilo 
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arhitiioi}  1  e  nei  ^  ano  s/Ciso  una  tetta  aiUtraria  r,  si  faccia  muovere  k 
in  gutta  che,  voìnudeniìo  t  s-ucce''%t>amente  coUe  generatrìci  del  cilindro,  U 
piano- Tt  Si  mantenga  normale  ai  cilindro,  il  profilo  piano  T  descriverà  la 


Una  tale  superficie  si  dice  una  superficie  modanata  a  SìÀlu^abile  di- 
rettrice ciìtn  h  Ita  (moulure  di  Monge)  (*)  Le  sue  linee  di  curvatura  sono  le 
Tarie  posi/iom  del  prohio  F  e  le  sezioni  tatte  coi  piani  normali  alle  gene- 
ratrici del  cilindro  direttore 

Modihcando  leggeimente  le  notazioni  se  con  v  indichiamo  l'arco  della 
sezione  ietti  del  cilinho  dilettole  con  j.  l'angolo  che  la  tangente  alla 
sezione  ta  coli  isse   Ielle  i   e  <,on 

le  equazioni  delli  sezione  rrtta  del  cilindio,  in  fine  con 

Tj  =  U     ,       :  =  /  \/  1— U'^  du 

le  equazioni  del  profilo  generatore  riferite  al  suo  arco  u,  avremo  eviden- 
temente per  le  equazioni  della  superfìcie 

(39)  x  =  x{v)  +  seiiaJ3  ,    ?/  =  ?/ (y)  — cos  a  U  ,    3^J\'l—V'Ulu, 
da  cui  pec  l'elemento  lineare 

(40)  ds''  =  du''  +  fi  +  -^j    dv^ , 

essendo  R=R  (v)  il  raggio  di  curvatura  della  sezione  retta  del  cilindro 
direttore. 


(*)  In  generale  diconsi  swpetiicie  modanate  (moulures),  quelle  ohe  hanno  un  sistema 
dì  linee  di  curvatura  in  piani  normali  alla  superficie.  Esso  si  generano  col  movimento 
di  un  profilo  piano,  il  cui  piano  rotola  senza  strisciare  sopra  una  qualsiasi  BUpetlìcie 
sviluppabile. 
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Curvatura  geodetica  -  Linee  geodeticlie 


Curvatura  tangenz  ali,  o  gocdptica  —  Tom  oh  di  Boan  t  —  Espressione  di  LioiiviUe 
per  la  cur\ atura  K  —  Linee  geudeti  he  —  Vane  forni,  della  loro  eciuazione  differen 
ziale  —  Linee  geodeticamente  parallele  ~  LliitiBi  e  ipeibole  geodetiche  —  Torsione 
geodetica  di  una  linea  —  Teoieioi  generali  sulla  integrazione  della  equazione  delle 
geodetiche  —  becdeti  he  sulle  superficie  di  Liouville  m  particolare  i  ili  s-uperiÌLie  di 
rotazione  —  Teorema  di  GauB"!  salla  curvatura  totale  di  un  ti  angolo  f,eodet  cu  —  "^i 
sterni  doppi  ortogonali  di  linee  a  curvatura  geodetica  costante 

75.  Consideriamo  sopra  una  superficie  b  una  curva  C  uscente  da  un 
suo  punto  M  e  proiettiamo  la  C  ortogonalmente  sul  piano  tangente  in  M; 
la  curvatura  della  sua  proiezione  ■(  in  M  dicesi  la  curvatura  tanamziàle 
o  geodetica  (*)  della  curva  C  nel  punto  M  ed  il  centro  m  di  curvatura 
della  Y  in  M  prende  il  nome  di  centro  di  oirvatura  geodetica  delia  C,  mentre 
il  segmento  M  m,  la  cui  inversa  è  la  curvatura  geodetica,  prende  il  nome 
di  raggio  di  curvatura  geodetica.  Indicandolo  con 

p5  ^^  M  m 
ed   osservando  che  esso  è  misurato  a  partire  da  M  sul  piano   tangente 
nella  direzione   normale  alla  C,  iissato  su   questa  direzione  il  verso  po- 
sitivo, noi   attribuiremo  a  pj  un  valore   positivo  o  negativo  secondo  che 
la  direzione  da  M  verso  m  procede  nel  verso  positivo  o  negativo.  Ciò  posto, 

se  con  —  indichiamo  la  prima  curvatura  (presa  come  al  solito  in  valore 


I  della  curva  C  in  M  e  con  t  l'angolo  che  la  direzione  positiva 
della  normale  principale  in  M  alla  C  forma  colla  direzione  positiva  ora 
iìssata  nel  piano  tangente,  normalmente  a  C,  avremo 


(*)  La  ragione  di  questa  seconda  denominazione  si  vedrà  in  appresso  {n.  SO). 

(**)  È  la  toimok  di  Meunier  {n  53  e  TV)  applicata  alla  0  e  alla  sezione  retta  y 
del  iilindio  rhf  proietti  C  sul  piano  tangente.  Si  vede  che  il  centro  m  di  curvatura 
geodctii-a  è  il  punto  u^e  1  a=se  del  ciioolo  Oboulatorc  di  C  in  M  incontra  il  piano  tangente. 
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Andiamo  dopo  ciò  a  ricercare  la  espressione  deOa  curyatura  tangen- 
ziale di  una  linea  tracciata  sopra  una  superficie,  quando  ne  sia  nota  Te- 


tp  (»,  .)  =  0 

in  coordinate  curvilinee.  Esaminiamo  dapprima  il  caso  in  cui  le  linee  coor- 
dinate (u,  v)  sono  ortogonali,  quindi 

e  sì  cercano  le  espressioni  delle  loro  curvature  geodetiche,  che  indiche- 
remo con 


rispettivamente  ;  a  queste,  secondo  le  convenzioni  precedenti  e  quelle  già 
l'atte  rispetto  alle  direzioni  positive  delle  linee  coordinate,  conviene  un 
segno  perfettamente  determinato. 

Per  una  linea  u  =  cosi'''',  mantenendo  le  solite  notazioni  della  teoria  - 
delle  curve  (e.  I),  abhiamo 

dsu  ^=  \/  G  dv 

l     ix  „         1      ^■«  1     Sz 

cos  a  = ,    cos  p  =  —  --  I   cos  'f  =  —^  —  , 

sl'G  ìv  \j"G  iv  \/  G  iv 

onde  derivando  nuovamente  rispetto  all'arco  della  linea  u  e  avendo  ri- 
guardo alle  formolo  di  Frenet,  risulta 

cos  £__    1     S  /    1    J^v     cosi] 1     i  j    l    'iyy     cosC 1    ^( _}_  ^\ 


>  p  il  raggio  (assoluto)  di  1.'  curvatura  della  linea  w=cost".  Ne 
deduciamo 

ora 


^    >U      111  "    ' 
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e  inoltre  lìa  quest'ultima,  derivata  rapporto  a  v, 

risul 

1  ; 

"    2   i 

onde 

(1,                  i  =  ^_V.V« 

P"              V'EG     la 

e  similmente 

1  1  i/E^ 
P-              v'EG     1» 

76.  Possiamo  porre  la  (1)  o  (1*)  sotto  un'altra  forma  introduceiiilo  i 
parametri  differenziali.  Abbiamo  infatti 


e  però  la  (1)  può 
(2) 


'E'    '"    ,/EGj..  va 

V(.,,VE)=>    Ai3 


Dopo  ciò  possiamo  facilmente  risolvere  in  tutta  generalità  il  problema: 
Biferita  la  superficie  ad  un  sistema  qualunque  di  linee  coordinate  {u,  v), 
che  diano  all'elemento  lineare  la  forma 

ds^  =  'E  du^  -\-  2  F  du  dv  '\-  G  dv\ 

e  l'equazione 

f  [u,  t)  =  cost" 

dt  un  sistema  di  Unte  bulla  tuiiìfiae  e } miiere  la  curvatura  geodetica  — 
di  queste  linee  '^ 

Pei  fissare  ancbe  il  segno  di  f^,  conveiremo  di  prendere  per  direzione 
positiva  noimale  ad  una  linea  f=cost  nel  piino  tangente  quella  secondo 
CUI  cie?ce  il  j  inmetic  ^  &e  prendiamo  per  hnee  coordinate  le  line  'f=C05t" 
e  le  1  10  tiiiettorie  oitog,ouab  ^^cost  1  demento  lineare  prenderà  !a 
foima 

ds^  =  Ei  éf'  +  Gì  c?f 


yGoosle 


CURVATURA    GEODETICA 


)  per  la  (1)  aiTenio 


1         3  VOi 
VeTS      3f 


.  per  h  (2) 


(3) 


—  =   ^^  +   V    f ,  -^— 


Per  la  proprietà  fondamentale  dei  parametri  diiFerenziali,  è  indilFerente 
calcolarli  nelle  nuove  coordinate  (^,  <j;)  0  nelle  antiche  {u,  v)  e  però  la 
formola  precedente  ci  dà  l'espressione  richiesta.  Sviluppando  i!  2."  membro 
della  (3),  risulta 


h     Ve  f— f'    ^J^, 


Veg~i"/     *\Veg-F' 


3v  3    /     1     \  dv       3u  di     1 

\/eTJ=f'>  Lv/b^o^TT'  3»  VAr? j        v/eT}"^F»  3»  \\jUi  'J 


a  3 


3ii 
Abbiamo  così  la  formola  di  Bùnmt: 


??  _  p  ° 
3ji  c 


Pt      v'e  a— f'  j 


M-m 


-a? 


,,  3f  3j_ 


=  ©■ 


V«(S)' 


du  i 


^  +  «©' 


il  cui  secondo  membro  è  un  parametro  differenziale  di  y.  La  circostanza 
ora  accennata  esprime  un'importantissima  proprietà  della  curvatura  geo- 
detica, di  cui  riconosceremo  il  signiiieato  geometrico  nella  teoria  dell'  ap- 
plicabilità. 
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Se  le  linee 


anziché    in  termini  finiti,  sono  definite  da  un'equazione  dififereuziale  del 
1."  ordine 

M  du  +  N  *»  =  0  , 

possiamo  evidentemente  calcolarne  la  curvatura  geodetica  per  la  (4),  osser- 
vando che 


3y       9^ 


,     3  /  PII  — EN 


Ve  N'  — 2FMN  +  &]«■ 


77.  Alle  formole  precedenti  si  lega  una  notevole  formola,  data  da 
Liouville,  per  la  curvatura  K  della  superficie  espressa  mediante  le  curva- 
ture geodetiche 

1  1 


delle  linee  coordinate.  Dalla  formola  di  Bonnet  (4)  abbiamo 

l  \    ^ l__{d_  lj\  _  3_VG  j 

\  f-      v'E""a-"fi  i  5"  Ve/        3»   j 


(5) 


vB  a— F> 


a  Ve) 


Sostituendo  nei  secondi  membri  per  le  derivate  dei  coefficienti  i  loro 
valori  pei  simboli  di  Cbristoffel,  troviamo  le  formole  equivalenti 

r,*\       -  =  /^]?~!L'  1 22 1     i  =  \/E  a— F'  i  ii  i 
'■••      "  a,/e    '  1  '  '    ''•       "  Ev/E    i  2  j- 

Ora  prendiamo  la  formola  (III)  n.  29  (pag.  52)  per  la  curvatura  K  : 

K-_ ^1  „_  i  3  / v'Ea^=F'  j n  1  \  _  ^  ,VEe=F'  (  12 l'i ) 

Vf7g=fìP''V       ^       i^!;       du\ — E —  12)')' 
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che  per  la  2."  delle  (5*)  possiamo  scrivere  intanto 


1  3    ,VE\  3    /VEG-FM12) 

Introduciamo  l' angolo  Q  delle  linee  coordinate  (u,  «)  mediante  le  for- 
inole ben  note 


COS   n  =: 


Veg  Veg 


Derivando  la   prima   rapporto  a  jj  e  sostituendo  per  sen  iì  il  valore 
dato  dalla  seconda,  abbiamo 

""    3^  ~  a/e  G— f'^  1^"        ^^    ^^        '"^"^   ^^J  ' 

sostituendo  nel  2."  membro  alle  derivate  dei  coefficienti  i  valori 
pei  simboli  di  Chriatoffel  segue 

m  _  Ve ~^~^^  i ^^ I  _)_  Veg^  1 12 1 

ossia,  per  la  1/  delle  (5*) 

Ve  g-f^  i  12  i  ^  _  Vg  _  ^-^ 

In  conseguenza  la  (a)  prende  la  forma  elegante  e  simmetrica 
■  3^     ,     3  /v' g\    ,    1  /M 


'  y'È  G-F^  ì  ^"^"  ^  3m  \^  p„  j  ^  S?)  \^  P 

che  è  appunto  la  formala  cU  lAouville. 

Kel  caso  cbe  le  linee  coordinate  siano  ortogonali  f  13  =  -^-  ì  essa  si 
può  scrivere: 
g.^j_^/j_>,j^  3  /■r\       1^  J__  3  \/G       _1_  __J__  d/G 

\/E3m^pJ       \/g  3^^'^      P»V'EG     du  P"\/EG    3» 

ovvero  per  le  (1)  (1*),  osservando  che 

V  E  du     ,      y/a  dv 
sono  gli  archi  elementari 

ds„    ,      ds,i 
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delie  linee  coordinate  : 
5/1 


78.  Chiameremo  linea  geodetica  di 
ciata  sopra  S,  quando  in  ogni  punto  di 


■©■"©'" 


uoa  superfìcie  S  una  linea  L  trac- 
L  la  normale  principale  della  linea 


coincide  colla  normale  alia  auperiìcie;  ìn  altre  parole  le  linee  geodetiche 
sono  le  linee  a  curvatura  tangenziale  nulla  (**). 

Partendo  da  questa  definizione,  cerchiamo  l'equazione  differenziale  delle 
linee  geodetiche. 

Supposto  per  ciò  che  U  sia  una  tale  Hnea,  immaginiamo  espresse  le 
coordinate  curvilinee  {il,  v)  di  un  punto  mobile  su  G  in  funzione  dell'arco  s 
della  G-  stessa;  avremo  intanto  la  relazione 

Per  la  linea  Gr,  adottando  le  solite  notazioni  del  eap.  I,  avremo  : 

_di/  du       dì/  di)  dzd 

du  ds      3v  ds  '  3u  e 

Derivando  nuovamente  rapporto  ad  s,  osservando  che  per  ipotesi 
co3  È  ^  +  S  ,     cos  'fj  =^  ±  Y  ,     cos  ^  =  ±7i  , 
risulta,  per  le  formole  fondamentali  della  teoria  (I)  n.  47,  e.  IV  (pag.  i 
S        dx  d^u    ,    dx  d^v    ,    Ijllj  3^; 


+  2 


du   ds^        dv  ds^        |(  1  ! 
121  3a; 


colle  analoghe  per  Y,  Z.  Se  ne  deduce  che  per  una  linea  geodetica  deb- 
bono aver  luogo  le  equazioni  caratteristiche  : 


(8) 


d^u    I    (  11  )   fduy  iV2\  du  dv        i  22)   /dvy  ___ 

Ts'^  '^  \  \   \   {'chj    +  ^  \  l   \  ~ds  Is^  \  1  \  \dsj   ~  " 

Ivy 

is) 


\  du  dv    ,    i22)   (^^  __ 


\  2  \  \dsj   ^      [2  )   ds  ds    '    I  2  i  KdsJ 


(*)  È  un'immediata  GOnseguenza  di  queste  formole  il  teorema;  Soltanto  sìdk  swperjkie 
a  Eurvaiura  costante  negativa  (pseadosferiche)  esistono  doppi  sistemi  ortogonali  di  curve, 
per  le  gwli  le  linee  di  ciascun  sistema  Jum/tM  la  stessa  curvatura  geodetica  costante. 

{"*)  Quando  la  linea  in  discoi'so  è  uaa  retta,  basta  rieorrere  a  questa  seconda  defi- 
nizione per  riconoscere  che  è  una  geodetica. 
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Queste,  insieme  colla  (7),  determinano  il  corso  delle  geodetiche  sopra 
la  superficie. 

Alle  (8)  possiamo  anche  sostituire  le  due  elle  se  ne  ottengono  mol- 
tiplicando la  1.'  per  E  !a  2.'  per  F  e  sommando,  e  una  seconda  volta 
moltiplicando  la  1.'  per  F  la  2."  per  Gr  e  sommando,  cioè: 

(fe>+     <fc<^[lj  KdsJ   ^     ll]dsds^l\]\,dej 

queste  possono  scriversi  sotto  la  forma  semplice: 
(9) 


SE  fdu\'  j_  „  3F  du  di       da  MvY 
dsj        du  \dsj  dìi  dn  ds       du    \dsj 


ds  \    ds  +     &J  ^  3»    \ds)   +3»    ds  da+  3»  \dsj  '  '' 

In  fine,  se  lasciancio  indeterminato  il  parametro  elle  individua  i  punti 
della  geodetica  G,  vogliamo  scrivere  l'equazione  differenziale  delle  geode- 
tiche, basta  dedurre  dalle  (8)  l'equazione  seguente: 

Ì2rilij*''*  + 
-  3  i  \^  Il  *.  *'-  I  ^^  I  *■  =  0 


(*}  È  bene  osservare  cha  dello  due  equazioni  (9),  o  dcllB  (8),  l' una  è  conseguonza 
dell'altra  e  della  (7).  Derivando  qnest' ultima  rapporto  ad  s,  si  ottiene  in&tti  l'identità: 


ds  \      ds    ''      ds) 

Da  questa  identità  (a),  età  vale  per  qualunque  lìnea  traciiata  sulla  Buporftcie,  segue 
che,  fatta  aslrasione  dolh  linee  coordinate  m,  v,  pei  qualunque  Utia  Linea  l'una  delle 
due  eqnadoni  (9): 

a  =  0     ,       p  =  0 

trae  aooo  l'altra.  Ha  se  sì  tratta  di  esprimere  ohe  unì  d.>lle  ImeP  cnordinate,  p,  e,  una 
fi^oostKè  geodetica  dovremo  scriverò  la  seconda  condizionp  =n  la  prima  a==0 
essendo  in  ogni  caeo  identicamente  verificata. 


SE  ldu\^ 

„  SF    lu  di 

:ki  ds  ds 

da 

ldv\ 

a^  U/ 

"^ 

U4 

SE  IduV 

'         SP  d»  dv 

sa 

jdv\ 

-  h,  \é 

dì)   ds  ds 

-Tv 

y 
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che  vale  evidentemente  qualunque  sia  la  variabile  indipendente.  In  par- 
ticolare se  prendiamo  u  per  variabile  indipendente  e  scriviamo  l'equazione 
delia 

ponendo 


«=?(«), 


abbiamo  per  la  determinazione  delle  geodetiche  l'equazione  diiFtrenziale 
del  2,°  ordine; 


-I\1-T,.M. 


Di  queste  1  ver  e  fo  me  dell  eq  iz  o  ed  Ile  geo  ìet  che  risulta  :  Sopra 
og  s  pe  fi  le  es  ste  a  dcrip  fi  ta  l  l  ee  g  olet  he;  una  geodetica 
è  d  mduata  qua  do  s  a  fiss  to  n  pu  to  della  superficie,  per  cui  deve 
l  assa  e  e  la  d   ez  ote    he  es  a  ha    s  enlo  dal  pt    fo 

lo  Alla  teo  a  delle  1  nee  geodet  che  s  amo  con  lotti  altresì  dal  se- 
g  ente  p  ol  le    a   1     al  olo  delle  v       z  Dal    d  e  punti  A,  B  sopra 

l  fi  f  uv  1  Ineapuh  e  ì  s  Ha  le  fiee  unisce  A  eim  B. 
Se  s  PI  0  a  0  ci  e  C  s  a  U  In  ea  don  andata  dovremo  eaprimere,  secondo 
le  regole  del  1  olo  Ielle  v  az  o  che  la  va  az  one  prima  della  lun- 
ghezza d  Ct  t  A  e  B  lua  lo  a  Q  upp  e  lo  fi  i  gli  estremi,  si 
1  let     n  z  ou        fi    t     n  a   e   eguale  a        o    0  a,  se  esprimiamo 

lun^jO  C  le    1       0      d    Gr    dobb  amo  p 


S    /      0 
Jk 


u,  V  legate  dalla  reta; 


UsJ 


Applicando  le  regole  del  calcolo  delle  variazioni,  troviamo  per  tal 
modo  appunto  le  equazioni  {9}  ;  ne  concludiamo  :  La  linea  pOt  breve  fra 
due  puììii  della  superficie  è  necessariamente  una  linea  geodetica,  cioè  la 
normale  principale  della  linea  deve  in  ogni  punto  coincidere  colla  noì-male 
alla  superficie. 

Però  è  da  osservarsi  che  se  sopra  una  linea  geodetica  G  si  segnano 
due  punti  A,  B  ad  arbitrio,  non  si  potrà  afi^atto  asserire  che  G  sia  la 
più   breve   linea   che   sulla   superficie   riunisce  A  con  B.  Tale  proprietà 
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avvà  luogo  soltanto  sicuramente,  come  fra  breve  vedremo,  quando  A  e  B 
siano  fra  loro  sufficientemente  vicini.  Basta  considerare  ad  esempio  sopra 
una  sfera  un  arco  di  circolo  massimo  (geodetica)  maggiore  di  una  semi- 
circonferenza o  sopra  U11  cilindro  circolare  retto  un  arco  d'elica  che  faccia 
più  di  mezzo  giro  su!  cilindro  per  convincersi  geometricamente  dell'esat- 
tezza della  nostra  asserzione.  La  proprietà  permanente  delle  linee  geode- 
tiche in  tutto  il  suo  corso  è  quella  da  cui  siamo  partiti  al  numero 
precedente  per  definirle  ;  l'altra  di  segnare  il  più  breve  cammino  fra  due 
suoi  punii  vale  in  generale  soltanto  per  archi  di  lunghezza  conveniente- 
mente piccola. 

80.  Gauss  ha  dato  all'equazione  differenziale  delle  geodetiche  una 
forma  notevole,  facendovi  comparire  l'angolo  6  d'inclinazione  della  geo- 
detica sulle  lineo  v.  Misurando  9  nel  modo  preciso  del  n,  34,  e.  Ili,  ab- 
biamo le  formole 

(a)  cos  tì  =  —      E  -^  +  F  -^     ,  sen  9=  ^ 


Ve  V    a^  '     i^J  ^/E 


ds 


Ora,  se  supponiamo  che  la  linea  geodetica  di  cui  si  tratta  non  sia  una 
u^cost",  potremo  esprimere  la  condizione  perchè  sia  geodetica  mediante 
la  1.'  delle  (9)  {vedi  nota  al  numero  precedente),  che  può  scriversi: 

[b)  2  ds.  d  (v'E  cos9)=  ^^  du^  +  2  -i--  dudv  -\-  ^^  dv^  ; 

OH  du  du 

ora  abbiamo  per  le  (a)  stesse 

-'Fdv)d'E- 

sy,  V       /3E  3B     ^  

+  ^  c^M  (^'^  +  "^^  rfu  U- '^w+ ^- i^"  1  —  2  \,'E  G-Y^  dv  d^ . 

'    3v  'E       \du        '  dv      J  ^ 

Sostituendo   nella  {h)  e   toglie 

membri,  Ìndi  dividendo  per  2  dv^  che  per  ipotesi  non  è  zero,  abbiamo  l'e- 
quazione di  Gauss 

(11)  Ve  G-F^<^9^--  --  (g-rf.  +  y^  d.)+-  -^Ju-  ^-Ju-^^dv. 

Questa,  come  subito  si  vede,  vale  anche  ne!  caso  dapprima  escluso  di 
una  geodetica  «=^cost". 

In  particolare,  se  le  linee  u,  v  sono  ortogonali,  avremo  l'equazione 
semplice 

VE  G  rfS  =^  —      -  du—  -^  -  -  dv  , 

2    dv  2    du 
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che  possiamo  scrivere 

(11*)  (?9  =  —^  —^ —  du  —  —^  — — ■  dv  . 

Mediinte  luef-te  fojmole  possiamo  due  un  altra  dcùniiione  ileUi  cui 
Tatuia  tangenziale  o  geo  letica  di  una  linea  che  giustifiti  ^ppuIlto  !a 
seconda  denonunj,zione  Essendo  /  una  1  nea  qualunciue  sopra  S  conii- 
deiitmo  un  suo  punto  M  e  piesD  un  j  unto  M  di  ì  vicinissimo  al  M 
tiriamo  in  M  M  le  geodetiche  tangenti  che  s  mcontieianno  in  un  punto 
N  formando  fra  loro  un  angolo  piccolissimo  A  e    be  dividiamo  A  =  per  la 

lunghezza  A  s  dell  ai  co  M  M    dimostriamo  che    lì  limite  del  tap^mio  -r- 

qucindo  M   sì  aviiiitia   tndefìmtawt,nte  al  M   eguaglia  la  cmvatuta  geo- 
detica della  linea  ì  nel  putito  M 

Per  dimostrarlo  prendiamo  le  linee  cooidinate  {u  ;}  oitogsnili  e  sia 
M  =  0  la  linea  l  e  siano  (o  i)  (o  v-^di)  le  cooidmite  (.urvilmee  di  M  M 
Essendo  g  g  In  geodetiche  tangenti  in  M  M  id  ?  N  il  loi  j  punto  dm 
contro    mlichiimo  ccn  P  il  punto  ove  la  geodetica   /  incontii  li  In  ei 

v-^dv   sotto  l'iugolo  -^-{-d^    Pei  la  (11*)  sii  a 


VG'    de  y/E    du 


e  poiché  i 


Ve   du 

Ma  il  triangolo  infinitesimo  M' N  P,  a  meno  d'infinitesimi  d'ordine 
superiore,  pnò  riguardarsi  come  rettilineo  e  l'angolo  in  N  di  g,  g'  &  mi- 
surato da  rf9  ;  si  ha  inoltre 

are  MM'  =  ds„^  ^  &  dv 
e  però 

lim    Ae  _  d9   ^ ^1__  3V"^ 

As=oAs~ds«  y^G     du 

Questo  valore  combina  appunto   con  quello   della  curvatura  tangen- 
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Definita  in  questo  secondo  modo,  la  curvatura  geodetica  di  una  linea 
tracciata  sopra  una  superficie  è  la  naturale  estensione  del  concetto  di 
curvatura  ordinaria  di  una  curva  piana,  alle  rette  (geodetiche)  del  piano 
sostituendosi  le  geodetiche  della  superficie. 

Ne  risulta  altresì  un'altra  proprietà  caratteristica  della  curTaf.ora  geo- 
detica, secondo  la  quale  essa  può  dirsi  anche  curvatura  di  sviluppo. 
Sussiste  infatti  il  teorema:  La  curvatura  geodetica  di  una  lìnea  L  tracciata 
sopra  una  superficie  S  è  eguale  alla  curvatura  ordinaria  della  linea  piana 
in  cui  L  si  trasforma,  quando  sì  spieghi  in  un  ^Aano  la  sviluppabile  S 
circoscritta  a  S  lungo  L,  E  infatti  poiché  3  e  2  si  toccano  lungo  L,  la 
L  ha  la  medesima  curvatura  geodetica  tanto  se  si  pensa  appartenente 
a  8  come  a  S.  Ma,  sviluppando  L  in  un  piano,  le  lunghezze  lineari  e  gli 
angoli  delle  figure  tracciate  sopra  S  non  si  alterano  e  le  geodetiche  di  11 
si  cangiano  nelle  rette  del  piano. 

Se  applichiamo  p.  es.  questo  teorema  alla  determinazione  della  cur- 
vatura geodetica  di  un  parallelo  sopra  una  superficie  di  rotazione,  osser- 
vando che  in  tal  caso  la  sviluppabile  circoscritta  è  un  cono  di  rotazione 
attorno  all'asse  della  superficie,  abbiamo  il  risultato: 

Il  raggio  di  curvatura  geodetica  di  un  parallelo  sopra  una  superficie 
di  rotazione  è  eguale  alla  porzione  di  tangente  al  meridiano  compreso  fra 
U  punto  di  contatto  e  V  asse  di  rotazione. 

81.  L'equazione  differenziale  delle  linee  geodetiche  non  si  sa  inte- 
grare che  in  pochi  casi  particolari  ;  ciò  non  ostante,  partendo  dall'equa- 
zione difi'erenziale  stessa,  si  possono  dimostrare  alcune  importanti  proprietà 
dello  linee  geodetiche,  di  cui  ora  ci  andiamo  ad  occupare. 

Consideriamo  in  primo  luogo  un  sistema  semplicemente  infinito  di 
linee  geodetiche  e  le  loro  traiettorie  ortogonali.  Assumiamo  questo  doppio 
sistema  ortogonale  a  sistema  coordinato  (m,  v)  e  supponiamo  ohe  le  linee 
V  siano  le  geodetiche;  avremo  allora 


e  per  ipotesi 


=  E  rfw^  +  G  i: 


]       3v/E_ 

v/¥g    dv 


Sy'E  _ 

dv 


essendo  U  funzii>ne  della  sola  u.  Cangiamo  ora  il  parametro  u,  che  individui 
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le   traiettorie   ortogonali,   in  _^f  U  du  e  I'  elemento    lineare  assumerà  la 
forma  caratteristica 

(12)  ds^  ^  du'  -h  G  dv^ , 

dalla  quale  si  deducono  conseguenze  di  grande  importanza.  Se  consideriamo 
l'arco  di  una  qualsiasi  geodetica  v  compreso  fra  due  linee  fisso 


del  sistema  u,  la  sua  lunghezza  sarà  ( 


r 


che  è  affatto  indipendente  da  v,  onde  il  teorema: 

A)  Gli  archi  intercetti  sopra  le  geodetiche  d  da  due  loro  traiettorie 
ortogonali  hanno  tutti  eguale  lunghezza. 

Questo  teorema  può  anche  enunciarsi  sotto  l'altra  forma  : 

B)  Se  pei  punti  di  una  linea  L  si  conducono  le  geodetiche  g  orto- 
gonali e  sopra  ciascuna  di  queste,  a  partire  da  L,  si  staccano  archi  di 
eguale  lunghezza,  il  luogo  degli  estremi  di  questi  archi  è  un'altra  traiet- 
toria ortogonale  delle  geodetiche  g  (*). 

Per  ciò  le  traiettorie  ortogonali  di  un  sistema  oo^  di  linee  geodetiche 
diconsi  geodeticamente  parallele.  È  notevole  l' espressione  della  curvatura 
totale  K  della  superficie  nelle  coordinate  geodetiche  u,  1>  della  formola 
(12)  ;  essa  diventa  (formola  (18)  pag.  67)  : 

x/G     3»^ 

Cerchiamo  ora  di  esprimere  la  condizione  affinchè  un  sistema  oo^  di 
linee,  la  cui  equazione  sia 

rp  {u,  v)  =  COSt'"  , 

risulti  costituito  da  un  sistema  di  linee  geodeticamente  parallele.  Se  pren- 
diamo a  linee  coordinate  le  y  =  cost"  e  le  loro  traiettorie  ortogonali 
(^  =  cost",  l'eìeniento  Imeare  prenderà  la  forma 

<?,s^  =  Ei  (Af-'-f  Gì  rfdi^ 


(*)  È  questa  una  proprietà  caratteristica,  delle  Imee  ^ 
sistema  doppio  ortogonale  (m,  v)  l'arco  delle  v  compreso  fra  dup  tiaiettorip  ortogonali 
qualunque  m,,  ,  «i  è  eguale  per  tutte  le  ",  queste  sono  geodetiche  E  infetti  preudpndo 
per  parametro  raroo  m  delle  v,  contato  da  una  trdietton.i  ortogonale  fissa,  nesLO  E'=i 
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6  sarà 

.  1 

e  però,  se  le  iji  sono  geodetiche,  avremo  : 
l^i'f^f  (?)  , 

essendo  f  (rp)  finizione  della  sola  cp.  Dunque  :  Affinchè  le  linee  f=  cosb'^ 
siano  geodeticamente  parallele,  è  necessario  e  sufficiente  che  risuiti  : 

AiT  =  /(f). 

In  questa  ipotesi,  se  cangiamo  il  parametro  f  neirarco  9  delle  geodetiche 
f{i  contato  da  una  traiettoria  ortogonale  fissa,  cioè  poniamo 


Abbiamo  cosi  l'importante  risultato  ;  Se  la  funsìone  6  (m,  v)  è  un  in- 
tegrale dell' equaziime  a  derivate  parziali 

Ai  ^  =  1 , 

le  linee  9  =  cjst°  smio  </todetì<,  intente  parallele  e^  è  l'arco  delle  geodetiche 
oìtojottah  rontaio  dx  una  lìnea  fissa  ^=%. 

82  Nel  teoremi  B)  del  numero  precedente  la  linea  L  è  arbitraria  e  se 
supponiamo  che  essa  sia  una  cui\i  chiusa  piccolissima  descritta  attorno 
il  un  punto  0  della  superficie  i.  i estringendola  indefinitamente  attorno 
al  punto  0  la  iiduciarao  da  ultimo  a  questo  punto  il  teorema  B)  si 
muta  nel  seguente  be  suUe  geod  tiàie,  spiccate  da  un  punto  0  della  sìt- 
pe?firie  i  stat  ano  a  parhte  di  0  atcht  di  eguah  lunghezze,  il  luogo 
dejli  éòtiemi  di  questi  aich  è  una  curva  atfogonale  a  tuttf  le   fiodetiche 

L  elemento  lineare  delli  superficie  prese  a  hnee  coordinate  queste 
geodetiche  e  le  loio  traiettone  oitogonah   assume  ancoia  la  formi  (12). 

In  modo  pu  rigiroso  e  duetto  posMimo  dimostrare  questo  teorema 
come  segue  A  piiametro  i  che  mdiudua  le  singole  geodetiche  uscenti 
da  0  prendiamo  1  angolo  che  una  geodetica  variabile  del  fascio  forma 
con  una  fissa  e  per  linee  u  prendiamo  il  luogo  degli  estremi  degli  archi 
iguih  ad  u  spiccati  di  0  ;  l'elemento  lineare  della  superficie 
i  la  forma 

ds'  ^  E  *(2  +  2  F  du  dv  +  G  dv^ . 
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Poiché  l'arco  elementare  cteìle  geodetiche  v  è  eguale  a  du,  iivretno 
intanto  B=l  ed  essendo  le  v  geodetiche  sarà  (  n.  77  (5)  ) 

0  però 

F  =  'f  W  , 

dove  (p  {v)  indica  una  funzione  della  sola  v.  Ora  se  Xn,  i/o,  so  sono  le  coor- 
dinate di  0,  le  funzioni 

X  (»,  .)  ,    y{«,v)  ,    z  (»,  .) 

si  riducono  per  m=0,  qualunque  sia  ìj,  alle  tre  costanti  aro,  i/o,  ^o  e  si  ha 
perciò 

e  però  anche 

Ma,  poiché  F  è  indipendente  da  u,  ne  segue  che  è  costantemente  F  =  0, 
cioè  le  linee  u,  v  sono  ortogonali,  come  si  era  asserito.  L' elemento  lineare 
prende  ancora  qui  la  forma 

ma  alla  funzione  G-  competono  nel  caso  attuale  proprietà  speciali  che  im- 
porta osservare.  Sviluppiamo  per  ciò 

neir  intorno  di  0  per  le  potenze  di  ri,  tenendo  conto  soltanto  delle  potenze 
seconde  di  m  e  per  semplicità  situiamo  gli  assi  coordinati  coli'  origine  in  0, 
facendo  coincidere  l'asse  delle  z  colla  normale  alla  superficie  e  l'asse 
delle  X  colla  tangente  in  0   alla  geodetica  iniziale  9=^0.  Abbiamo  in 


y  =  u  sen  t>  -{-  S3 

essendo  n  eg  £3  infinitesimi   di  'ò."  ordine  rispetto  ad  rt  e  p  indicando  il 
raggio  di  1.'  curvatura  della  geodetica.  Ne  segue 

e  =  »'  +  r, 
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con  ij  infinitesimo  del  3.°  ordine  e  però 

Se  abbiamo  poi  riguardo  alk  formola  (13) 

ne  deduciamo  ancora 

essendo  Ko  la  curvatura  della  superficie  in  0. 

Sviluppando  adunque  \/G  per  le  potenze  di  u,  abbiamo  la  formola 

(U)  \/G  =  «  -  ^'  +  . . . 

Nel  caso  che  ora  consideriamo  le  linee  u  =^  cost",  che  godono  della 
proprietà  di  avere  tutti  i  loro  punti  alla  stessa  distanza  geodetica  dal 
punto  fisso  0,  diconsi  circoli  geodetici  (*),  0  si  dice  il  loro  centro  e  questa 
distanza  costante  Ìl  loro  raggio. 

Dalla  (14),  per  la  circonferenza  C  di  un  circolo  geodetico  ài  raggio 
infinitesimo  u,  troviamo  : 

2^ 

dv 


(16)  c  =  2  7.  »  -  iL?i: 


i  un  infinitesimo  d'ordine  superiore  al  3.° 
Dalla  forma  geodetica  (12)  dell'elemento  lineare  possiamo  dedurre  in 
fine  la  dimostrazione  del  teorema:  Per  due  punti  A,  3, presi  a  distanza 
sufficientemente  jnceda  sopra  una  geodetica  g,  questa  è  effettivamente  il  più 
)  per  andare  da  A.  a  B. 


(*)  Per  la  proprietà  oca  ricordata  ì  circoli  geodetici  sono  la  naturale  estensione 
dei  circoli  nel  piano.  Ma  Ee  si  ha,  riguardo  air  altra  proprietà  del  circolo  ordinario  dì 
avere  costante  la  curvatura,  si  è  invece  condotti  a  defluire  per  circoli  geodetici  le  linee 
a  curvatura  ffeodsiica  costante.  Alcuni  autori,  come  Darbous,  adottano  appunto  maestà 
seconda  definizione.  Ciò  che  importa  osservare  si  è  che  le  due  definizioni,  concordanti 
nel  caso  del  piano  (o  più  in  generale  delle  superficie  a  curvatura  costante),  caratte- 
rizzano per  una  superficie  in  generale  curve  di  specie  lien  distinta. 
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Consideriamo  infatti  nella  (12)  per  u,  v  un  campo  di  variabilità,  nel 
quale  la  funzione  S  si  mantenga  ad  un  sol  valore,  finita  e  continua  e  siano 

A  =  («.,.)    ,      B=(«,,.) 

due  punti  scelti  sulla  geodetica  »  in  questo  campo.  La  lunghezza  dell'  arco 
geodetico  A  B  sarà  data  da 


Ju„ 


du  =  u,  ■ 


che  riunisca  i  medesimi  punti  A,  B,  restando  nella  regione  considerata,  la 
lunghezza  s  dell'arco  fra  A,  B  è  data  da 


Xu 


\/l-|-G-  f>'^{u)  du 


i   j      dìt 


e  supera  evidentemente  i     du  =  u,  —  Ug  ■ 

83.  Fissiamo  aopra  una  superficie  S  due  curve  C,  C ,  che  non  siano 
geodeticamente  parallele,  e  prendiamo  a  linee  coordinate  u,  vìe  linee  geo- 
deticamente parallele  a  C,  C  assumendo  a  parametro  u  la  distanza  geo- 
detica dalla  curva  base  C  e  a  parametro  v  quella  dalla  curva  base  G.  Se 

ds^  =  'Sidu^  -{■  2F  du  dv  -l-  G  dv^ 

è  l'espressione  dell'elemento  lineare,  per  il  risultato  alla  fine  del  n.  81 
dovremo  avere 

il  M  =  1      ,        Al  p  =  1  , 
cioè 

— ?-- -.  =  1      ^    =1 

Ea  — F>  '       EG  — F' 


E  =  G    ,      F  =  V  E  (E  —  1)  . 
Indicando  con  ta  l'angolo  delle  linee  coordinalie,  sarà  dunque 
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e  però 
(16) 


du^  -\-  2  cos  (0  du  dv  +  dv^ 


Introduciarao  ora  a  nuove  linee  coordinate  lo 


col  porre 


(17) 


«+,=2. , 


'©■ 


Le  nuove  linee  coordinate  sono  dunque  ortogonali  cioè:  Sopra  una 
superficie  qualunque  le  curve  luogo  dei  punti,  pei  quali  la  somma  o  la  dif- 
ferenza deUe  distanze  geodetiche  da  due  curve  basi  fisse  è  eostante,  formano 
un' sistema  ortogonale.  (Weingarten). 

Se  le  curve  C,  C  si  riilucono  ciascuna,  restringendosi  indefinitamente, 
ad  un  punto,  il  sistema  ora  considerato  è  la  generalizzazione  del  sistema 
di  ellissi  ed  iperbole  confocali  nel  piano.  E  in  generale  le  curve 


:  cost'° 


3  =  cosf 


che. 
visto, 


ellissi 
i  durre 


qualunque  siano  le  curve  basi,  si  dicono  ellissi  ed  iperbole  geodeti 
La  forma  (17)  dell'elemento  lineare  conviene,  per  quanto  si  è 
a  qualunque  superficie  ed  è  chiaro  che,  ogni  qualvolta  l' elemento  1: 
è  ridotto  a  questa  forma,  le  linee  a  =  cost'°  p  =  cosf  saranno 
ed  iperbole  geodetiche  rispetto  a  due  convenienti  curve  basi.  Per  . 
effettivamente  l'elemento  lineare  di  una  data  superficie  alla  forma  (17) 
basterà  conoscere  le  linee  geodetiche  della  superfìcie  ed  il  loro  arco.  Così 
p.  e.  pel  piano  e  per  la  sfera  sapremo  ridurre  nel  modo  più  generale  l' ele- 
mento lineare  a  questa  forma  (*). 

84.  Una  linea  geodetica  è  individuata  dal  passaggio  per  un  punto  P 
in  assegnata  direzione  e  noi  ci  proponiamo  ora,   conoscendo   questi  due 


elementi  per  una  geodetica  g,  di  calcolare  la  torsione  | 
che  le  appartiene. 


-  in  P,  col  S' 


(*)  Per  le  forinole  effettive  oocrispondenti  veggasi  Dai 
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Per  una  tale  linea  geodetica,  ritenendo  le  aolite  notazioni,  abbiamo 
dx  du        dx  dv  ^      Sì/  du        dy  dv  dz  du        dz  dv 

C08a  =  x--i-    +;r--r,C03  9=^-T-    +;r^T-,COSY  =  x— 3-    +    ^-y- 

du  ds        dv  as  du  ds        &o  ds  du  ds        àv  ds 

cos  £  =  ±  X    ,      cos  Yj  =  ±  Y    ,      eos  C  =  +  Z 

indi: 

I  cos  p  ,     cos  f  I  /     ^y  2z\  du  ,  f^dy       ^  dz\  dv 

I  cos  r,  ,     cos  C  I  V     S»*  3«y  ds      V.     3^  dvj  ds 

colle  formole  analoghe  per  cos^,  cosv.  Osservando  le  identità  (n.  68,  pag.  128) 

Z  ?J-  _  Y  '^-  =  1  (y  '.?  _  E  ^') 

du  3u        y'  E  G  —  faV    3**  ^"z 

3»       V  * 1- f'n^       Tf  -?ì^ 


j,  „,  _  Y  ^  ^ 


v/EG~F'^ 


F?5_E  —  a—  —  F  — 
9m             9w   du  du             d'U  d'O 

Ve  e— p'    *  v'ES^F'    * 

3m            8w  dw  3m            dv  dv 

>  cos  i».  =  ±  ■ — ■  T-  ±  ■ zz^^n^  T^ 

V'E  G— F^      "^  v^'E  G-P^      "^ 

F^_F^  G--F^^ 

3m             3?;  rfw  ,         du             dv  dv 


Ma,  secondo  le  formole  <3i  Frenet,  si  ha 

e  sostituendo  per  cos  X,  cos  \l,  cos  v  i  valori  precedenti,  sparisce  l' incer- 
tezza del  segno  e  si  ottiene  per  la  formola  richiesta 

,,„,       1         (FD-EDV"'+  (GD-ED")  du  dv  +  (G  B' -V  D")  dv^ 

(lo)      hr  =  _ — — — — — - -  , 

^'  V'EG-F^  [E du^  +  2F  du  dv  +  G  dv^) 

che  dà  appunto  la  torsione  della  geodetica  uscente  dal  punto  {u,  v)  della 

superficie  nella  direzione  fidata  dal  rapporto  -j-  . 
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Si  osserverà  che  il  numeratore  di  questa  forinola  è  precisamente  il  Ja- 
cobiano 

ÌJÌdu-^D'dv    ,    T)'  du  -f  D"  dv  1 

\  Edu^T  dv    ,     F  du  +  Q  dv  \ 

delle  due  forme  fondamentali,  che  eguagliato  a  zero  dà  l'equazione  diffe- 
renziale delle  linee  di  curvatura.  Ne  risultano  i  teoremi,  che  sarebbe  facile 
stabilire  direttamente  {*)  : 

1.°  Se  una  linea  di  curvatura  è  geodetica,  essa  è  piana. 
2."  Ogni  linea  geodetica  piana  è  linea  di  curvaiura. 
I  risultati  del  numero  precedente  conducono  a  introdurre  per  una  linea 
qualunque  L  tracciata  sopra  una  superficie  in  ogni  suo  punto  un  altro  ele- 
mento geometrico  che  è  importante  di  considerare,  la  così  detta  torsione 
geodetica.  Secondo  Bonnet,  s' indica  con  tal  nome  la  torsione  della  geo- 


una  linea  L  è  data  dalla  formola  (18),  ove  per  du,  dv  s'intendano  gli  in- 
crementi delle  coordinate  curvilinee  spostandosi  lungo  L. 

Da  questa  formola  segue  evidentemente  per  le  linee  di  curvatura  l'altra 
definizione  : 

Le  linee  di  curvatura  sono  quelle,  che  in  ogni  punto  hanno  nulla  la 
torsione  geodetica. 

Osserviamo  ora  che  dalla  (18)  seguono  in  particolare  per  le  torsioni 
1 


(*)  So  ai  prendono  a  lineo  coordinate  le  linee  di  ourvatuia,  la  (i8)  prendo  la  form 


k-^-^(k~Bi.i=(k-^' 


)  sen  2o 


Di  qui  si  vede  ohe  lo  direzioni  delle  linee  di  curvatura  scindono  il  fascio  delle 
geodetiche  uscenti  da  P  in  due  parti  ;  lo  geodetiche  dell'una  metà  Bono  tutte  destrorse, 
t[ueUe  dell'altra  metà  tutte  sinistrorse.  Due  geodetiche  ortogonali  hanco  torsioni  eguali 
in  valore  assoluto  e  di  sogno  contrario.  Le  geodetiche  bisettrici  delle  direzioni  pciacipali 
hanno  la  n 


(**)  Si  osserverà  che  il  nome  di  torsione  geodetica  non  è  in  analogia  con  quello 
di  curvatura  geodetica,  poiché  la  curvatuca  della  geodetica  tangente  sarebbe  iuvece 
quella  ohe  abbiamo  indicato  come  curvatura  normale  della  linea. 
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;    L 
ÌT-- 

] 

OD'- 

FD" 

(19) 

a  VE  a- 

F  D  - 

-F> 
ED' 

EV'Efl 

_F« 

e  più  i 

a  parti 

colare 

se  ie  linee 

Mj  «  sono 

orl;og< 

(19*1 

1 
T,.  ~  ■ 

1 
T.  ~ 

0 

v'Ea 

onde  si  vede  che  due  geodeticlie  uscenti  da  un  punto  in  direzioni  orto- 
gonali hanno  torsioni  eguali  e  di  segno  contrario.  (Cf.  la  nota  precedente). 
Ricerchiamo  ora  la  relazione  che  passa  fra  la  torsione  geodetica  e  la 
torsione  assoluta  di  una  linea  qualunque  tracciata  aopra  una  superficie.  Per 
semplicità  prendiamo  per  ciò  a  linee  coordinate  u,  v  un  sistema  ortogonale 
e  la  linea  L  in  considerazione  sia  una  linea  del  sistema  u.  Indichiamo 
con  a  l' angolo  che  la  norma,le  della  superficie  fa  colla  normale  principale 
di  L  e  precisamente  l' angolo  di  cui  deve  rotare  in  verso  positivo,  sul  piano 
normale  ad  L  in  un  punto  P,  la  direzione  positiva  della  normale  alla  su- 
perficie per  sovrapporsi  a  quella  della  normale  principale  di  L  (*).  Avremo, 
colle  solite  notazioni: 


1   dx             ,       1 

■       ,       cos  P  =  — 

.3»                            1    3j 

-  —      ,      eoa  Y  =  ■  — 

S  3i!                           \/G  3y 

cos  a  X  -f  sen  a —  , 

Ve  du 

13? 
C03  Tj  =  cos  0  1  -f-  sen  a ^  , 

v'Ea» 

18» 

CCS  Q  =  cos  0  Z  +  sen  ^ 

v'Ea» 

VE3« 

,  cos  |J.  =  —  sen  0  Y  +  cos  0 ^  , 

V'E  3» 

COS  V  =  —  sem  Z  +  cos  a  —^  —  , 
\  VSSm 

quindi  per  la  torsione  assoluta  „  della  linea  u 

l         ^        \  dcoa^        _1_  V  5cosX  _  J^ 1^  3a 


COS  £  '  -, =  -  -  >  cos  £  -     — 


(*)  S'intende  che  per  faccia  positiva  del  dotto  piano  normale  s 
volta  verso  la  direzione  positiva  della  tangente  a  L. 
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che  si  può  scrivere  per  la  (19*) 
(20)  5^- 

È  questa  la  fonnola  che  si  trattava  di  stabilire;  essa  ci  dimostra  che 
la  torsione  geodetica  coincide  coli'  assoluta  per  tutte  e  sole  quelle  linee, 
la  cui  normale  principale  è  inclinata  di  un  angolo  costante  sulla  superficie. 
Appartengono  a  questa  classe  le  linee  geodetiche  e  le  assintotiche  ;  per 
le  prime  si  ha  3=0  (ovvero=it),  per  le  seconde  a  è  un  angolo  retto-  In 
generale  le  linee  di  questa  specie  corrispondenti  ad  un  valore  fisso  costante 
per  o  formano,  come  le  linee  geodetiche,  un'  infinità  doppia,  eccettuato  nel 

caso  limite  di  o  ;^  -^  {linee  assintotiche)  (*). 

86.  Ritornando  ora  alla  equazione  differenziale  delle  linee  geodetiche, 
andiamo  a  dare  alcuni  teoremi  generali  che  ne  riguardano  l' integrazione  (**). 

Osserviamo  in  primo  luogo  che  la  forraola  di  Bonnet,  (4*)  n.  76,  con- 
duce subito  al  teorema  seguente: 

A)  Se  le  linee  definite  dall'  equazione  dìfferm.ziale  del  1°  ordine 

M.  du -\- 'N  dì>  =  0 

sono  geodetiche,  le  loro  traiettorie  ortogonali  si  determinano  con  -una  qua- 
dratura. 

Infatti  l'equazione  differenziale  delle  traiettorie  ortogonali  è  data 
(n.  34)  da: 

(E  N-F  M)  4u  +  {F  N— G  M)dv  =  0 

e  per  la  formola  (4*)  ora  citata  si  ha  per  ipotesi 

3    /  PN  — G  M  \         9    /  EN  — FM 


^"  \V'EN^-2FMN+GM7        ^''  yv'E  N^-2  PMN+G  5 
cioè  l' espressione 

EN— PM  ,      , 

:  du  -\-  - 


v/E  N^-2  F  M  K+G  M^  y'E  N3-2  E  M  N+G  M^ 

è  un  differenziale  esatto.  Ponendo  adunque 

„,      ,       fi  EN~PM  ,,  PN  —  GM  ,) 

J  (v'eN«-2PMN+GMs         x/en^-semn+gm^    ) 

(*)  Per  quanto  si  ò  detto  nella  nota  al  n.  84,  risulta  di  qui  nuovamente  olia  la  (lua 
Bssintoticbe,  uscenti  da  im  punto,  hanuo  torsioni  eguali  e  di  eegeo  contrario  (pag.  125). 
(**)  DARBonx,  t.  II,  p.  424  ss. 
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arremo 


Al  a  =  1 


■L  (il.  81)  le  traiettorie  ortogonali  richieste  hanno  per  equa- 
zione 9=cost"  e  9  è  r  arco  delle  geodetiche  contato  da  una  traiettoria 
ortogonale  fissa. 

Supponiamo  ora  che  sia  noto  un  integrale  9  dell'  equazione  a  derivate 
parziali 

A:    9  =  1, 

il  quale  contenga  una  costante  arbitraria  a  essenziale,  cioè  non  additiva 
in.  9,  Se  si  deriva  l'equazione 

rispetto  al  parametro  «,  che  entra  soltanto  in  9,  si  ottiene 

Ciò  dimostra  che,  per  ogni  singolo  valore  dì  a,  l'equazione 

89 
(21)  x~  :^  &  (5  costante  arbitraria) 

rappresenta  le  geodetiche  ortogonali  alle  linee  S^cost".  L'equazione  (21) 
contiene  le  due  costanti  ai'bitrarie  a^  è  ed  è  l' equazione  generale  delle  geo- 
detiche sulla  superficie.  Per  provarlo  basta  dimostrare  che  una  Unea 

0  =  cost'° 

può  fiisi  pa'is'ìie  pei  un  punto   qualunque  ddìd  'superficie  in  direzione 

aibitiaiia   Ora  il  lapporto  di  ^  a        non  può  essere   indipendente  da  a, 

poiché  altiimenti,  essendo  inoltre  ^  ,  ^  legate  dalla  relazione  Ai  9=1, 

aaiebbero  ambedue  indipendenti  da  u  e  peiò  a  additiva  in  0,  Ma,  essendo 
{m  io)  un  punto  qualunque  della  superficie,  l'equazione 

9  {u,  t,  o)  =  G  (mo,  io,  u) 

itippieseuta  una  linea  9  =  cost"  uscente  da  (mo  h)-  La  sua  direzione  in 

39      39 
questo  punto  dipendo  dal  rapporto  =-  :  j-  che,  variando  a,  può  assu- 
mere tutti  i  valori  (*).  Abbiamo  dunque  il  teorema: 

(*)  Dakboiis,  t.  II,  pag.  428, 
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B)   Se  è  nota  una  seduzione  9  dell'equazione  a   derivate  parziali 

Al  6  =  1 , 

con  una  costante  arbitraHa  essenziale  a,  V integrale  generale  dell'equazione 
deUe  geodetiche  si  avrà  per  derivazione  colla  fonnola 

r  =  '. 

da 

essendo  b  una  seconda  costante  arbitraria.  L'arco  di  ogni  geodetica  è  eguale 
alia  differenza  dei  valori  della  funzione  9  nei  due  estremi. 

87.  Appo^fiftndoci  ai  risultati  ora  ottenuti,  possiamo  dimostrare  con 
Jacobi  che  :  Basta  conoscere  un  integrale  primo  con  una  costante  arbitraria 
a  dell'equazione  differenziale  del  2."  ordine  delle  geodetiche,  per  avere  con 
quadrature  in  termini  finiti  l'equazione  di  queste  linee.  Sia  infatti 
dv  .  , 

un  tale  integrale  primo.  Facendo  nel  teorema  A)  del  numero  precedente 

M  =  —  f         N  =  1  , 
vediamo  clic  l'è 


(E  +  F  f)  du  4-  (F  +  a  tf)  (io 
VE  +  SFr+Gf' 
sarà  un  differenziale  esatto.  Ponendo  adunque 

AE  +  F^)  di  +  (F  +  iìj)  dv 


-r' 


sarà  pei  teorema  B) 

da 

l'equazione  in  termini  finiti  delle  geodetiche. 

Apphehiamo  subito  questo  risultato  alla  dimostrazione  del  teorema: 
StiUe  superficie  a  curvatura  nulla  [sviluppabili)  l'equazione  differenziale 
delle  geodetiche  s'integra  con  due  quadrature. 

Scriviamo  infatti  l' equazione  differenziale  delle  geodetiche  sotto  la 
forma  di  Gauss  (n.  80)  : 
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dove  '];  è  l'angolo  (3elle  geodetiche  colle  linee  v.  Per  la  forinola  (17) 
n.  35  pag.  67,  la  condizione  K^O  esprime  che  il  2,°  membro  di  questa 
formola  è  un  differenziale  esatto;  con  una  quadratura  si  ha  subito  un 
integrale  primo 

■^  =  f  {u,  v)  -i-  a 

con  una  costante  arbitraria  a  e  una  seconda  quadratura  dà  l'equazione 
in  termini  finiti  delle  geodetiche.  In  altre  parole  si  può  dire  che  se  una 
forma  differenziale  quadratica 

è  a  curvatura  nulla,  bastano  due  quadrature  per  ridurla  alla  forma  nor- 
male dw^  +  dyK  (Gf.  n.  29  e.  II). 

88.  Vi  ha  una  classe  di  superficie,  considerata  per  la  prima  volta  in 
tutta  la  generalità  da  Liouville,  per  le  quali  il  metodo  per  l'integrazione 
delle  geodetiche,  dato  dai  teoremi  al  n.  86,  riesce  completamente.  Sono 
queste  le  superficie,  il  cui  elemento  lineare  è  riducìbile  alla  forma  : 

(22)  ds^=  j  a  (m)  +  p  (v)  \  fdu^-{-dvA  , 

essendo  a  {u)  una  funzione  della  sola  M  e  p  (»)  una  funzione  della  sola  v. 
Per  questa  forma  speciale  dell'elemento  lineare  l'equazione 


©■+(a! 


'M  +  M"). 


Cerchiamo  i3i  soddisfarvi,  ponendo  S  eguale  alla  somma  di  due  funzioni 
l'xina  di  u,  l'altra  di  v: 

0  =  U  H-  Y  , 
il  che  dà 

essendo  a  una  costante  arbitraria.  Ponendo  adunque 

(23)  9=    l\'a.{u)~+~adu±   j' \j^{v)~  a  dv, 

sarà  S  un  integrale  di  Ai  9  =  1  colla  costante  essenziale  «  e  in   conse- 
guenza (n.  86)  per  l'equazione  in  termini  fijiiti  delle  geodetiche  avremo  : 


(24) 


3"        Jv',(«)+«      J^ 


+  «      J  v'PM 
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mentre  la  (23)  ci  dà  ii  loro  arco  9.  Notiamo  ancora  che  indicando  con  ^ 
l'angolo  delle  geodetiche  colle  linee  v  si  ha 


onde  per  la  precedente 

(25)  P  {v)  cos^  ^  —  a.{u)  sen^  i]j  =  « , 

che  ci  dà  un  integrale  primo  dell'equazione  delle  gBodefciclie  sulle  super- 
ficie di  Liouville. 

Il  Dini  (*)  ha  osservato  che  la  forma  (22)  dell'  elemento  lineare  si 
può  caratterizzare  dicendo  che  :  le  linee  coordinate  u,  v  formano  mi  sistema 
isotermo  dì  ellissi  e  iperbole  geodetiche.  Per  dimostrarlo  si  cangino  i  para- 
metri u,  V  ponendo 


in  modo  che 

si  abbia 

(^)'  +  (*)- 

=«(«)+?(") 

e  ponendo 

dui 

du  IH  dv 


la  (22)  assume  la  forma  caratteristica  (17)  del  n.  83 
d\^-.  dv{ 


che  dimostra  appunto  la  nostra  asserzione.  Inversamente  si  vede  subito 
che  se  un  sistema  ortogonale  di  ellissi  e  iperbole  geodetiche  è  inoltre 
isotermo,  con  un  cangiamento  di  parfimetri,  si  riduce  l'elemento  lineare 
alia  forma  di  Liouville. 

Possiamo  dunque  dire:  Le  superficie  di  lÀoumlle  sono  quelle,  sulle  quali 
e  iste  un  iistetna  ortogonale  ìsoteimo  dì  ellissi  e  ijmbole  geodetiche  (**) 


(*)  Sopta  vn  piollewa  deUa  ìoppte'ientaeione  gmgìofiiM  li  mia  siijiej/ìcw  sopra 
u     dt  a    (Anaab  di  Matematica    t   HI    i8t<ij 

(**)  I  limiti  imposti  a  ([uesto  tisttato  non  ci  e  nsentono  di  larUre  qii  dei  re 
centi  ed  importanti  nsultat  relatni  alla  teoria  delle  «iieifl  le  di  Lao  (lUe  Lttenuti 
da  vaili  epometn  m  particolare  dei  critetii  per  ri  onoerere  bp  una  superlìciQ  data 
appartiene  a  questa    lastie 
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89.  Alla  classe  di  superficie  dì  Liouville  appartengono  ie  superficie 
di  2,"  grado  e  le  superficie  di  rotazione,  sulle  quali  le  line  di  curvatura 
formano  appunto  un  sistema  isotermo  di  ellissi  ed  iperbole  geodetiche. 
Applicando  per  ora  i  risultati  del  numero  precedente  a  quest'ultimo  caso, 
cioè  all'elemento  lineare  {n.  42,  e.  III). 

elle  riduciamo  ai  parametri  isometrici 
pdu 


/dì 


ds^  =  r-^{du\+  dv^). 

Questa  forma  dell'elemento  lineare  rientra  nella  formola  (22)  di  Lio 
ville,  ove  si  faccia 


La  costante  a  della  formola  (23)  dovrà  avere  nel  caso  attuale,  per  le 
geodetiche  reali,  un  valore  negativo  e  ponendo  quindi 

a^  —  k^, 

l'equazione  (24)  in  termini  finiti  delle  geodeticlie  diventa 

(26)  „  =  +t/'-^=  +  S 


e  la  formola  {2;}),  che  dà  l'arco  s  delle  geodetiche 

dii 


(27) 


-/^--/v^ 


È  chiaro  che  il  sistema  co^  di  geodetiche  che  si  ha  dalla  (26),  fis- 
sando il  valore  di  k  e  facendo  variare  h,  consta  di  geodetiche  tutte  con- 
gruenti per  rotazione  attorno  all'asse. 

L'integrale  primo  (25)  ci  dà  la  formola 

(28)  r  sen  -[i  =  &  , 

cioè  il  teorema  di  Clairaut:  In  ógni  •punto  di  una  geodetica  tracciata 
sopra  una  superficie  di  rotazione  è  costante  il  prodotto  del  raggio  del  pa- 
rallelo pel  seno  dell'angolo  d' inclinazione  mi  ì 
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Se  3a  superficie  lia  un  parallelo  massimo  di  raggio  R,  per  ogni  geo- 
detica reale  il  valore  della  costante  h  sarà  minore  di  E,  e  iì  suo  corso 
reale  si  svolgerà  tutto  nella  zona,  ove  i  raggi  dei  paralleli  non  superano  k. 

90.  Ritornando  alla  teoria  generale  delle  linee  geodetiche,  consideriamo 
con  ftauss  un  triangolo  geodetico  ABC  (cioè  formato  da  tre  archi  geo- 
detici) che  racchiuda  una  porzione  della  superficie  S  e  calcoliamone  la 
curvatura  totale,   cioè  l'integrale  doppio 


2=//k., 


esteso  a  tutto  il  triangolo,  dove  ria  indica  l'elemento  d'area  e  K,  come 
al  solito,  la  curvatura. 

Prendiamo  a  linee  coordinate  v  le  geodetiche  uscenti  dal  vertice  A 
e  per  parametro  v  V  angolo,  che  esse  formano  colla  geodetica  fissa  A  B 
(«=0)  ;  per  linee  U  prendiamo  le  loro  traiettorie  ortogonali  (circoli  geo- 
detici), contando  l'arco  u  delle  geodetiche  dal  punto  A.  L'elemento  lineare 
essendo  dato  da 

(fe2  _;  tlu^  -j-  G  rf«2 , 

la  funzione  y  G  soddisferà  alle  condizioni  (n.  82) 

Ayendosi  poi 

•Ja     3»' 
sarà 

Zi  ==    \    i  —  -  ^  ^    du  dv  ^  i     dv  1 i-„   dìi  , 

J  J  du'  Jij        Jj  3»' 


(30) 


ove  A  indica  l'angolo  in  A  del  triangolo. 

Lungo  la  geodetica  B  0,  Ìl  cui  senso  positivo  fisseremo  da  B  verso  C, 
sarà  soddisfatta  ]'equazione  difi'erenziale  di  Gauss  delle  geodetiche  [(11*) 
n.  80]  cioè 

(31)  S=^^^-Ì^dv. 

du 

Se   con  B,  C  indichiamo  gii  angoli  in  B,  C  del  triangolo,  avremo  quindi 

^,  =  ir  — B     ,        Bc=C, 
essendo  9^,  Q^  in  valori  di  9  in  B,  C  rispettivamente. 
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Ora  La  (30)  ci  dà 


HWl^-'-i^'ì- 


cioè  per  le  (29),  (31) 

rA 


xn  fA 


:«  +  rf9)  =  A  +  9 


Questa  notevole  formola  esprime  il  teorema  di  Gauss: 

La  curvatura  Male  dì  un  triangolo  geodetico  è  eguale  all'eccesso  della 
somma  dei  suoi  tre  angoli  sopra  due  angdi  retti. 

Quest'eccesso  è  positivo  se  tutti  i  punti  interni  al  triangolo  sono 
ellittici,  negativo  se  iperbolici  ed  è  nullo  per  le  superficie  sviluppabili. 
In  fine  notiamo  che,  se  la  curvatura  K  della  superficie  è  costante,  il  teo- 
rema precedente  dà  come  caso  particolare  l'altro: 

Sopra  una  suferficie  a  curvatuia  costante  V area  di  ogni  triangolo  geo- 
detico è  proporzionale  all'eccesso  della  bomina  dei  suoi  angoli  sopra  due 
retti. 

91.  Termineremo  questo  capitolo,  col  dimostrare  alcuni  sempUci  teo- 
remi relativi  alle  lìnee  a  curvatura  geodetica  costante. 

Supponiamo  che  in  un  sistema  doppio  ortogonale  (u,  v),  tracciato  sopra 
una  superficie  S,  ciascuna  linea  del  sistema  u  e  v  sìa  a  curvatura  geo- 
detica costante.  Se 

rfs^  =  B  du^-\-  Gdv^ 
è  l'espressione  dell'elemento  lineare,  avremo  per  ipotesi  (n.  77)  : 

Ve  gì    3u  Ve  g    dv 

dove  U  è  funzione  di  u  soltanto  e  V  di  »;.  Ne  risulta 
,r  3  V  «  _  TT  3  Ve 


dun(|ue 


a  (Y  y/  li)   _   3  (P  v'  E)  , 

u  Ve  (i»  +  V  V B  * 
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è  il  differenziale  esatto  di  una  funzione  tp  e  si  ha 

^^  -    U    3^  '      ^^®  -    V    3^- 

Sostituendo  nelle  (((),  si  Jia  per  determinare  y  l'equazione 

9^:p    9'f  9'f 

dudv  Su   dv  ' 

il  cui  integrale  generale  è 

•f  =  ^  log   }    «   («)  +  ?(»)[, 

essendo  a  (w) ,  p  (v)  fuczioni  arbitrarie  di  t/,  v  rispettivamente.  Ne  risulta 
che  l'elemento  lineare  ha  la  forma 

*  -  [o,(„)  +  pwp  j    n'    *  +    V    "''  j' 

ovvero,  cangiando  i  parametri  m,  »; 

^2)  &>  =   jjj-p^  (•)  . 

Abbiamo  dunque  il  teorema: 

Un  doppio  sistema  ortogonale  di  linee  a  curvatura  geodetica  costante  è 
necessariamente  isotermo. 

Sussiste  altresì  il  teorema  reciproco: 

Se  in  un  sistema  doppio  ortogonale  isotmmo  le  linee  dell' un  sistema  sono 
a  curvatura  geodetica  costante^  anche  quelle  del  2."  sistema  sono  a  curvatura 
geodetica  costante. 

Scegliendo  i  parametri  isometrici,  l' elemento  lineare  ha  la  forma 

ds^  ==  X  (du^  +  dv^)  . 

0  costaTiti  assolute,  l'elemento  lineare  prende 

1 

(J»=  =  j— ^jj— ,-,5  (du^^dv^)  ,    (re,  b  costanti) 

i  appartiene  ad  ima  superficie  pseudosferica  di  curvatura 
(Cf.  la  nota  pag.  148). 
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Ora,  si  ha 

1  3     /   1   \  1  3     /    1  ■ 


h  àV      [yj'^j 


e  le  due  condizioni 


1  =  0 


;(i)^ 


sono,  come  si  vede,  l'una  conseguenza  dell'altra. 

È  chiaro  elie  i  sistemi  doppi  ortogonali  qui  considerati  esistono  sol- 
tanto sopra  superficie  particolari.  In  particolare  sul  piano  e  sulla  sfera 
esistono  infiniti  di  questi  sistemi  e  al  n.  44  e.  III  abbiamo  già  risoluto 
geometricamente  il  problema  di  determinarli  tutti. 
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Superficie  applicabili. 


Superfinio  fleBsibili  —  Teorema  di  Gauss  Bull' invariabilità  della  curvatura  per  fles- 
sione —  Oriterii  per  riconoBcere  se  due  superficie  date  sono  applici 
superficie  a  curvatura  costante  —  Applicabilità  di  ogni  porzione  di  i 
vatura  costante  sovra  un'  altra  porzione  qualunque  della  superficie 
ohe  ammettono  una  deformazione  continua  in  sé  medesime  —  Superficie  di  rotazione 
applioabili^  Elicoidi  e  teorema  di  Bour  —  Eciuazione  a  derivate  parziali  del  2.*  ordine 
da  cui  dipende  la  deformaziono  di  una  superficie  data  —  Teoremi  generali  relativi  alla 
deformazione  —  Teorema  di  Bonnet  relativo  aUa  possibilità  di  tieformaie  una  superficie 
3  delia  lineo  assintoticiie  dì  un  sistema. 


icabili  —  Caso  dello 
loie  a  cuc- 
Superflcie 


92.  Come  nella  geometria  piana  e  nella  sferica  si  studiano  le  proprietà 
delle  figure  tracciate  aul  piano  o  sulla  sfera,  prescindendo  dalia  loro  po- 
sizione assoluta  nello  spazio,  così  può  farsi  uno  studio  analogo  per  qual- 
siasi superficie  S.  E  quelle  proprietà,  che  concernono  soltanto  le  relazioni 
di  grandezza  e  posizione  delle  figure  descritte  sulla  superficie,  in  quanto 
esistono  sopra  di  essa,  costituiscono  la  geometrìa  della  superficie. 

Sotto  questo  punto  di  vista,  due  superficie  assai  differenti  nella  forma 
possono  avere  la  stessa  geometria.  Così  è  chiaro  che  i  teoremi  della  geo- 
metria piana  non  cessano  di  essere  validi  se  Ìl  piano,  su  cui  le  figure  sono 
descritte,  s' immagina  avvolto  sopra  un  cilindro,  un  cono  o  una  superficie 
sviluppabile  qualunque. 

Per  ben  concepire  la  natura  delle  proprietà  che  costituiscono  la  geo- 
metria di  una  superfìcie,  conviene  immaginare  che  la  superfìcie  sia  formata 
da  un  velo  infinitamente  sottile,  perfettamente  flessibile  ed  inestendibile. 

Quelle  proprietà  che  non  si  alterano  flettendo  comunque  la  superficie 
appartengono  alla  sua  geometria,  le  altre  sono  inerenti  alla  forma  e  po- 
sizione attuale  della  superficie  nello  spazio. 

Due  superficie  S,  S'  fra  i  cui  punti  P,  P'  si  possa  stabilire  una  tale 
corrispondenza,  che  gli  elementi  lineari  corrispondenti  risultino  eguali, 
hanno  la  medesima  geometria,  perchè  allora  anche  gli  archi  finiti,  gli 
angoli  e  le  aree  delle  figure  sopra  S  sono  eguali  ai  corrispondenti  delle 
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figure  aopra  S'.  In  tal  caso  le  due  superficip  8,  S'  iliconsi  applkaUli  l'ima 
sull'altra,  volendo  con  ciò  significare  che  flettendo  l'una  superficie  (o  una 
porzione  di  essa)  si  può  distenderla  senza  rottura  né  duplicatura  sull'  altra. 
Ma,  perchè  tale  spiegamento  possa  considerarsi  come  effettivamente  rea- 
lizzabile, è  chiaro  che  hisognerà  dinioatrare  l'esistenza  di  una  serie  continua 
di  configurazioni  della  superfìcie  flesbibile  S,  che  dalla  8  conduca  alla  S'. 
Quando  di  due  superticie  S,  S'  siano  date  le  espressioni  degli  elementi 
lineari 

(7s^  =  E  du'  +  2  F  d«  ih  H-  G  ih^ 

dé^  =  E'  d-d^  -f  2'  ¥  d-d  d^  -\-  G'  dtl^ , 

per  riconoscere  se  sono  applicabili,  converrà  dunque  esaminare  se  si  può 
stabilire  una  tale  coirispoiidenza  fra  i  punti  (u,  v)  dell'una  e  i  punti  {u',  v') 
dell'altra  che  ne  risulti  l'eguaglianza  degli  elementi  lineari 


Per  r  applicabilità  delle  due  superficie  è  quindi  necessario  e  sufficiente 
che  le  forme  diiferenziali 

E  du^  -^2F  dudv  +  G  dv^ 
E'  rfw'^  +  2  F'  diì  dil  -f  G'  dil^ 

siano  trasformabili  l'una  nell'altra. 

93.  Dalle  considerazioni  precedenti  risulta  che  la  geometria  della  su- 
perficie è  già  perfettamente  definita  dall'espressione  del  suo  elemento 
lineare,  ovvero  dalla  sua  prima  forma  fondamentale: 

(1)  (fos  =  E  rfw^  +  2  F  t^M  (?j>  +  G  dv^  . 

In  altre  parole  le  infinite  configurazioni,  che  una  superficie  S  può  assu- 
mere per  fiessione,  hanno  a  comune  la  prima  forma  fondamentale  ;  ciascuna 
di  esse  risulta  poi  individuata  dalla  sua  seconda  forma  fondamentale  (e.  IV). 

Quando  si  studia  la  geometria  di  una  superfìcie  come  definita  dal  suo 
elemento  hneare,  conviene  prescindere  da  qualunque  forma  speciale  di  su- 
perficie che  lo  realizzi.  Analiticamente  avremo  una  moliiplicità  a  due  dimen- 
sioni generata  dalle  due  variabili  u,  v,  i  cui  elementi  (punti)  saranno  forniti 
da  ogni  coppia  speciale  (mo,  va)  di  valori  per  u,  v;  la  distanza  ds  fra  due 
punti  infinitamente  vicini  (m,  v)  {u-\-du,  v-\-dv)  si  misurerà  colla  legge 
fondamentale  (1)  e  l'angolo  9  dei  due  elementi  lineari  ds,  Ss  che  congiun- 
gono il  punto  (m,  v)  ai  due  punti  {u-\'du,  V']-dv) ,  (w-f-Sw,  v-\-&v)  dalla 
formula 

f^_'&duSu  +  F  {du  Sv-\'dv  Su)  -\- Gì  dv  Sv 
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Fra  i  punti  della  moltiplicità  a  due  di 
delle  variabili  avi'emo  così  una  corri 
Il  campo  di  variabilità  che 


mensioni  e  le  coppie  (m 

ispondenza  univoca. 

idereremo  per  u,  v  sarà  sempre  tale 


che  in  essa  le  funzioni  E,  P,  &  siano  ad  un  sol  valore,  finite  e  continue 
insieme  alle  loro  derivate  parziali  prime  e  seconde,  inoltre  E,  G-,  E  G^F^ 
siano  positive.  L'angolo  tu  delle  linee  coordinate  u,  v^  definito  dalle  formolo 

F  V'E  G— P» 

eoa  <ù  =  — ,     sen  m  =  ——        —  , 

Veg  v'bg 

nel  campo  clie  consideriamo  \  itiieia  quindi  con  continuità  fra  0  e  ir,  senza 
m<ii  assumere  i  vaioli  estiemi 

In  questi  studi  geneiih  trovano  un'immediata  ed  importante  appli- 
CàzionP  1  cuntetti  di  invarianti  e  piiametri  differenziali  di  una  forma  qua- 
dratica, di  CUI  abbiamo  trittato  al  cap,  II.  La  curvatura  totale  di  una  su- 
perficie e  un  invanante  diffeienziale  della  forma  (1)  ;  il  suo  valore  in  ogni 
punto  dipende  unicamente  dai  coeflicienti  della  forma  (1)  e  rimane  quindi 
lo  stesso  comunque  la  auj  erficie  si  fletta. 

Ne  risulta  il  teorema  fon Jament  ile  di  G-auss:  La  curvatura  totale  di 
•una  supeificie  non  cangia  pet  qualstabi  flessione  della  superficie  stessa.  Con- 
viene enunciare  questo  risultato  anche  sotto  l' altra  forma  :  Se  due  superficie 
sono  applicabili)  m  due  pinti  coutspondenti  esse  hanno  eguale  curvatura. 

È  questa  la  proprietà  che  dà  alla  curvatura  di  Gauss,  come  già  altrove 
abbiamo  detto  (pag,  104),  l'importanza  preponderante  nelle  applicazioni 
geometriche. 

Consideriamo  ora  un  parametro  difi'erenziale  della  forma  (1)  contenente 
una  0  più  funzioni  arbitrarie 

>?  .  '^■■■ 
Il  valore  che  esso  assume  in  ogni  punto  della  superficie  è  indipen- 
dente dalle  coordinate  che  si  adoperano  per  calcolarla  e  rimane  lo  stesso 
per  qualunque  fiesaione  della  superfìcie.  Eguagliando  f,  <^  . .  a  costanti,  si 
hanno  sulla  superficie  altrettanti  sistemi  di  linee  e  il  parametro  differen?jaie 
rappresenta  un'espressione  inerente  a  queste  linee,  che  non  muta  comunque 
si  fletta  la  superficie. 


onsideriamo  ad   esempio  la  curvatura  geodetica  -— 

delle  linee 

rp  =  cost"  ; 

è  data  (n.  76  e.  VI)  dal  parametro  differenziale 
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Ne  risulta  :  La  curvatura  geodetica  di  una  lìnea  tracciata  sopra  una 
superficie  non  muta,  se  la  superficie  si  flette. 

In  particolare  le  geodetiche  di  una  superficie  S  si  mutano  per  flessione 
di  S  nelle  geodetiche  della  nuova  superficie.  Quest'ultimo  fatto  risulta  d'al- 
tronde direttamente  dal  considerare  la  proprietà  caratteristica  delle  linee 
geodetiche  (n.  82  e.  YI)  di  essere  le  linee  più  brevi  tracciate  sulla  superficie 
fra  due  loro  punti  sufficientemente  vicini.  Se  ne  trae  una  nuova  dimostra- 
zione dell' in  vari  ahilitìi  della  curvatura  geodetica  per  flessione,  quando  si 
ricorra  alla  definizione  di  curvatura  geodetica  data  al  n.  80,  pag.  152. 

Né  lascieremo  di  osservare  che  da  queste  ultime  considerazioni  risulta 
una  prova  piìi  intuitiva  dell'invariabilità  per  fiessione  della  curvatura  totale 
di  Gauss.  Se  si  considera  infatti  un  circolo  geodetico  di  raggio  infinite- 
simo u  col  centro  in  un  punto  Po  della  superfìcie,  la  lunghezza  della  sua 
circonferenza  C  è  data,  a  meno  d' infinitesimi  d'ordine  superiore  al  3",  dalla 
formoJa  (15}  n.  82  (pag.  157): 

essendo  Ko  la  curvatura  della  superficie  in  Po.  Comunque  si  fletta  la  su- 
perficie, la  lunghezza  di  C  non  muta  e  però  Ko  non  varia  per  fl.essione. 

94.  Utilizzando  la  teoria  dei  parametri  differenziali,  possiamo  nel  modo 
più  semplice  risolvere  il  problema:  Date  due  superficie  S,  S',  riconoscere 
se  esse  sono  appiicahih  V  una  stdl' altra  e,  nel  caso  affermativo,  trovare  le 
formole  dell'  apphcabthtà. 

Il  problema  equivale  analiticamente  a  quello  della  trasformabilità  di 
due  forme  diffeienziaJi  date 

ìi  du^  -\- 2  F  du  dv -{■  G  dv^ 

E'  dii^  -f  2 1"  dì^  dv'  +  G'  d^^ 

l'una  nell'altra  (n.  92).  Ora  supponiamo  che  siano 

(  f  {u,  v)  =  to'  (u',  v') 
(2) 

(  l*  (**?  ^)  =^  "l*'  W)  "') 

due  relazioni  indipendenti  fra  u,  v,  )i,  v',  che  stabiliscano  la  legge  di  cor- 
rispondenza fra  i  punti  dell'  una  e  dell'  altra  superficie  nella  supposta  ap- 
plicabilità. Per  le  proprietà  dei  parametri  differenziali,  dovremo  avere 

(3)  Al  3)  =  A'i  f'  ,     V  (fp,  4>)  =  V  if',  <!/)  ,     Al  <^  =  A'i  iji' , 

gli  accenti  indicando  che  i  parametri  differenziali  dei  secondi  membri  sono 
costruiti  per  la  seconda  forma.  Per  l'applicabilità  è  adunque  necessario 
che  le  relazioni  (2)  abbiano  per  conseguenze  le  (3).  Tale  condizione  ne- 
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cessarla  è  altresì  sufficiente  per  l'applicabilità.  Dal  risultato  al  n.  36  (pag.  68) 
segue  infatti  che,  assumendo  per  la  prima  forma  a  nuove  variabili  tp,  ([j  e 
per  la  seconda  f',  i[i',  si  ayrà: 


E  (Zm^  +  2  F  rfw  (Z-u  +  U  dv^ 


E' dii'^  +  2rdu'  dv'  +  Q'dv'^ 


Al  ip  Al  ^  —  V2  (,p^  ^j 

A'i  ^'  d<p'^~2  'V'  {f'  ,'^'}df'd-l^' +Mi'f'  d'I/" 
Ai'  (fi  Al'  ([)'— V'  ^  (cf',  ^') 


e,  per  le  (2),  (_3),  i  secondi  membri  risulteranno  eguali. 

Ciò  premesso,  escludiamo  da  prima  il  caso  che  una  delle  due  super- 
fìcie sia  a  curvatura  costante.  Indicando  con  K  (m,  ?>) ,  K'  {)(',  v')  le  rispet- 
tive curvature  delle  due  superficie,  il  teorema  di  Gauas  ci  dà  immediata- 
mente, nell'ipotesi  dell'applicabilità,  una  relazione  (2J  colla  formola 

(4)  K  («,  ••)  =  K'  («',  lO. 

Di  pili  è  chiaro  che  qualunque  parametro  differenziale  della  funzione 
K  dovrà  essere  eguale  al  corrispondente  parametro  calcolato  per  K'.  Pren- 
diamo in  primo  luogo  la  relazione 


(5) 
che  1 


Al  K  -=  Al'  K'  , 


iciata  alla  (4)  può  dar  luogo  ai  tre  casi  seguenti. 

1.°  Le  relazioni  (4)  (5)  sono  contraddittorie;  allora  le  superficie  non 
sono  applicabili 

2."  Le  (4)  (5)  sono  compatibili  e  distinte.  In  tal  caso  perchè  le  duo 
superficie  siano  applicabili  sarà,  per  quanto  si  è  visto  sopra,  necessario 
e  sufiìciente  che  le  (4)  (5)  traggano  dietro  di  sé  le  relazioni 

V  (K,  Al  K)  =  V'  (K',  Al'  K')  ,     Ai  (Ai  K)  =  Ai'  (Ai'  K') , 

il  che  potrà  decidersi  con  calcoli  algebrici. 

3."  Le  (4)  (5)  rientrano  l'una  neW altra. 

Ciò  avverrà  quando  A]  K  sia  una  funzione  di  K  e  Ai'  K'  la  medesima 
funzione  di  K'. 

95.  Nel  caso  ultimamente  considerato 

(a)  AiK  =  fm     ,      A,'K'  =  f(K'), 
sostituiremo  alla  (5)  l'altra  relazione 

(5*)  Aa  K  =  Aa'  K' 

e  ridurremo  nuovamente  il  problema  ad  eliminazioni  algebriche,  quando 
non  si  presenti  il  caso  ulteriore  espresso  dalle  formolo 

(b)  Aa  K  =  y  (K)     ,      A'a  K'  =  f  {K') . 
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Resta  pertiitito  da  consklorare  il  solo  caso,  in  cui  auasista 
k  (»)   (4). 

Essendo  allora 

A,  K  _  ^(K) 
Al  K        f  (K)  ' 

le  linee  K  ^  cosi'"  (di  egual  curvatura)  insieme  colle  h'aiettorie  ortogonali 

'\  =^  cost'" , 

formano  un  sistema  isotermo  (n.  38  e.  III). 

La  funzione  (jj  (m,  v)  si  trova  con  quadrature  dalle  formolo  (n,  39  pag.  73) 

-  r  tl9-  dK  „  aie      „  3K 


y'EG  -F" 


?  (K)  , 


A.t  =  r'/^"m 


2    ft^a 


_  <np       « y 

^  f(K)  +  f  (K) 

Ije  funzioni  f,  f  rimanendo  le  stesse  per  la  seconda  superficie,  a  questa 
conviene  la  stessa  forma  dell'  elemento  lineare,  che  appartiene  altresì  ad 
una  superficie  di  rotazione. 

Dunque:  Se  stissistono  le  relazioni  (a),  (ò),  le  due  superficie  sono  a^i-, 
eabili  sulla  stessa  supet'ficie  di  rotazione  e  quindi  Vuna  »uU' altra  in  una 
sernplice  infinità  di  modi. 

Per  trovare  in  questo  caso  le  formole  effettive  dell'  applicabilità  occor- 
rono, come  si  è  visto,  due  quadrature. 
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96.  Nella  risoluzione  data  ai  due  numeri  precedenti  del  primo  problema 
dell'  applicabilità,  abbiamo  eseluso  il  caso  che  l' una  delle  due  superfìcie 
sia  a  curvatura  costante.  Allora,  perchè  le  due  superficie  siano  applicabili, 
è  necessario  che  l'altra  superficie  abbia  la  medesima  curvatura  costante. 
Ora  è  molto  notevole  che  in  tal  caso  il  criterio  foniito  dal  teorema  di 
Gauss  è  altresì  sufficiente  per  l'applicabilità,  cioè: 

Due  superfìcie  colla  medesima  curvatura  costante  sono  applicaHU  Vuna 
sull'altra. 

Per  il  caso  delle  superficie  a  curvatura  nulla  noi  abbiamo  già  dimo- 
strato questo  risultato  al  n.  55  pag.  105,  dove  si  è  visto  che  una  tale  su- 
perficie è  sviluppabile.  Qui  ne  daremo  una  nuova  dimostrazione,  che  si 
estenderà  facilmente  alle  altre  superficie  a  curvatura  costante  non  nulla. 

Tracciamo  sopra  una  superficie  a  curvatura  costante  K  una  linea  geo- 
detica L  e  prendiamo  a  linee  coordinate  le  geodetiche  ortogonali  alla  L 
e  le  loro  traiettorie  ortogonali,  assumendo  a  parametro  w  l'arco  dplle 
geodetiche  v  contato  a  partire  dalla  L,  che  sarà  quindi  la  u^O,  e  a  pa- 
rametro V  l'arco  della  L  contato  da  un  suo  punto  fisso.  L'elemento  li- 
neare prenderà  la  forma 

ds^  =^  du^  -\-  G  dv^ 
ed,  essendo  nulla  la  curvatura  geodetica  delia  ji=0,  sarà 

3VG\ 
3u  ! 

e  inoltre,  poiché  l'arco  elementare  della  Jt  =  0  è  appunto  dv,  risulterà 


a'' 


V'H 


1  3' ve 

ed,  essendo  per  ipotesi  K  costante,  se  distinguiamo  i  tre  casi 

K  =  0  ,     K>0  ,     K  <0, 

troveremo  i  risultati  seguenti. 
!.•  Se  K  =  0,  risulta 

Va  =  5  (.)  .  a  +  4,  (e)  , 

tf  (d)  ,  t[)  {v)  funzioni  di  v.  Ma  dalle  (7)   (\fi)  segue 
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onde 


ds^  =  du^  -\-  dv^ . 


che  è  l'elemento  lineare  del  piano. 
2.°  Se  li  >  0  ,  poniamo 


K, 

1 

~  Ri 

,  (r  reale 

e  dalla  (•[) 

avremo 

v/G. 

=  'f 

h.)oosg +(,(.; 

indi  per  le 

(»)  (?) 

^ 

(») 

=  0 

.       f  {<■}  ■■ 

e  però 

(6) 

dì 

!  = 

dii' 

+  ...(1 

Questo  elemento  lineare  appartiene  alla  sfera  di  raggio  R  ;  dunque  :  Tutte 

le  superficie  a  curvatura  costante  positiva  ^^  sono  applicabili  sulla  sfera  dì 

raggio  B  e  quindi  l'una  sull'altra. 
3.°  Se  K  <C  0,  poniamo 


e  la  (7)  dal 


■^  =  -5^ 


v'G  =  »  W  cosi  5  +  ,1/  {.)  s 


E 
indi  per  le  (a)  (fi) 

Dunque  :  L' eletnento  lineare  di  ogni  superficie  pseudosferica  di  raggio 
K  è  riducibile  alla  forma 

(7)  ds^  =  du''  +  cosili'  /|  j  a^ì  , 

Ne  segue  che  tutte  queste  superficie  sono  applicabili  l' una  sul!'  altra. 

97.  I  risultati  ora  ottenuti  possono  applicarsi,  anziché  a  due  diverse 
superficie  colla  stessa  curvatura  costante,  a  due  porzioni  di  una  medesima 
superficie  a  curvatura  costante  ed  otteniamo  così  l' importante  teorema: 
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Ogni  poìziom  di  una  supeìfìcie  a  cuìiohna  tostante  è  appìtcahh  sopa 
qualunque  aUta  poizione  della  medesima  superfiue,  m  modo  che  due  punti 
qualunque  A,  B  della  puma  possono  soiì  apparsi  a  due  punti  qualunque 
A ,  B  della  seconda,  pur  che  la  istanza  geodetica  di  A.  daB  eguagli  quella 
di  A  da  B 

Per  le  superficie  a  cuivituia  costante  nulla  o  positiva  il  tporema  e 
eudente  perche  il  piano  e  li  steia  su  cui  sono  i ispettivamente  applica- 
bili godono  appunto  della  piopneti  enunciata  Pei  dimoiti  irlo  m  tutto 
iigoie  anche  per  le  supeifioit  pseudoiterKÌie  assumiamo  una  pinna  volta 
pei  geodetica  L  del  numero  piecedcnte  U  A  B  ed  a^iemo 

ds^ 

ove  l'arco  w  di  A  B  si  conterà  a  partire  da  A,  sicché  sarà  A  ^  (0,  0). 
Operando  nello  stesso  modo  rispetto  alla  seconda  geodetica  A'  B,  ot- 
terremo : 


Ora,  ponendo  semplicemente 


e  al  punto  A  ^  {0,  0)  corrisponderà  il  punt^  A'  ^  (0,  0),  al  punto 
B  ^  (0,  l)  il  punto  B'  ^  (0,  f) ,  essendo  l  la  lunghezza  comune  degli 
archi  A  B ,  A'  B'.  Dunque  la  superficie  è  applicabile  sopra  sé  stessa  in 
modo  che  A  si  sovrappone  ad  A'  e  B  a  B',  come  si  era  asserito. 

Questo  teorema  ci  dice  che  ogni  figura,  tracciata  sopra  una  superficie 
a  curvatura  costante,  può  trasportarsi  per  via  dì  semplice  flessione  sovra 
un'altra  porzione  qualunque  della  superficie,  senza  che  gli  angoli  e  le 
grandezze  lineari  e  superficiali  subiscano  alterazione. 

Per  la  geometria  delle  superficie  a  curvatura  costante  vale  dunque  in 
generale,  come  per  il  piano  e  per  la  sfera,  il  principio  di  sovrapponihi~ 
lità  delle  figure.  È  questo  il  fondamento  delle  analogie,  che  esistono  fra 
la  geometria  delle  tre  specie  di  superficie,  come  in  seguito  vedremo.  È 
chiaro  poi,  pel  teorema  di  Gauss,  che  per  nessun'altra  superficie  può  valere 
lo  stesso  principio. 

Da  quanto  abbiamo  detto  risulta  che  due  superficie  S,  S'  colla  me- 
desima curvatura  costante  sono  applicabih  l' una  suU'  altra  in  una  tripla 
infinità  di  modi.  Date  le  due  superficie,  per  trovare  uno  di  questi  modi 
di  applicabilità  converrebbe  integrare  V  eqiuizione  delle  geodetiche.  Se  la 
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curvatura  è  nulla,  la  questione  ai  risolve  con  quadrature  (n,  87  e.  VI);  per 
gli  altri  c^i  il  problema  si  riduce,  come  sarà  dimostrato  in  altro  capi- 
tolo (*) ,  alla  integrazione  di  un'  equasione  differensiale  dd  1."  ordine  del 
tipo  di  Biccati. 

98.  Ritorniamo  ora  alla  foi-ma  (7)  dell'elemento  lineare,  che  conviene 
a  qualunque  superficie  pseudosferica  di  rs^gio  R.  Insieme  a  questa  forma 
dell'elemento  lineare  che  ai  dice  del  tipo  iperbolico  vi  ha  luogo  di  con- 
siderare altre  due  forme  dell'  elemento  lineare  egualmente  importanti,  che 
si  diranno  rispettivamente  del  tipo  ellittico  e  jjarabolko. 

Consideriamo  un  punto  (ordinario)  P  di  una  superficie  pseudosferica 
e  prendiamo  a  Hnee  coordinate  le  geodetiche  s  uscenti  da  P  e  le  loro 
traiettorie  ortogonaH  u,  assumendo  a  parametro  v  V  angolo  che  una  geo- 
detica variabile  del  fascio  fa  con  una  geodetica  fissa  e  a  parametro  u 
l'arco  delle  geodetiche,  contato  a  partire  da  P.  L' elemento  lineare  assu- 
merà la  forma 

ds^  =  du^  -\-  G  dv^ 
e  sai'à  {n.  82  e.  VI) 


Ora,  per  quanto  si  è  visto  al  numero  96,  è 

y/G  =  y  {v)  cosh  ^  +  t  (w)  senh  |^ 
e  le  condizioni  precedenti  damio 


s«  =  0     ,      i,(»)  =  K 


ds^  ^=^  du^  -]-  R^  senh^  :p  dv^ , 

Questa  è  una  forma  dell'  elemento  lineare  che  conviene  ad  ogni  super- 
ficie pseudosferica  di  raggio  R  e  si  dice  del  tipo  eUiUico. 

Da  ultimo  prendiamo  per  linea  L  del  n.  96,  in  luogo  di  una  geode- 
I 
^R- 
superfìcie  pseudosferica  di  raggio  R  dicesi  un  oriciclo  (**),  Avremo  ancora 

ds^  =  du^  -\-  G  dv^ ,  \/G  =  y  (u)  cosh  -p  +  (^  (»)  senh  ^i 


(*)  Vedi  cap.  XVI  n.  843. 

(*'")  Sai'cljho  focile  vedere  che  sepia  egai  supeiflcie  pseudosferina  esiste  una  doppia 
inlìnità  di  oi'icieli  ;  ina  uno  studio  più  e ìri« Stanziato  di  queste  proprietà  verrà  fetta  ili 
altro  capitolo, (C.  XVI). 
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e  dovendo  essere 
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H.^- 

1 

)  senh  |j+t(«)  '^^^ji 

)  cosh  |^+^(?i)  Seuil  j^ 

risulterà 

'f 

,)  =  *(i.)  = 

1, 

onde 

Quewta  terza  forma  la  diremo  del  tifo  parabolico. 
Itiassumendo  abbiamo  dunque  ottenuto  per  !e  siiperficie  pseudosferiche 
di  raggio  It  le  tre  forme  tipiche  dell'  elemento  lineare  : 


A)  tipo  parabolico:  ds^  =  du^~\-  e^  dv^ 

B)  tifo  ellittico  :        ds^  ^=  du^  -\~  R*  senh^ 


©^ 


C)  tipo  iperbolico  :      ds^  =  du^  -\-  cosh^  f  „  )  dv^  . 

99.  Esaminiamo  ora  le  più  semplici  forme  di  superficie  pseudosfericìie, 
quelle  di  rotazione. 

Il  loro  elemento  lineare,  riferito  ai  meridiani  e  ai  paralleli,  avrà  la 
foi-ma  (n.  96)  : 


ds^ 


=  rfM2  +  \Ce"  +  CV     R/   dv^. 


Distinguiamo  tre  casi,  secondo  che  delle  due  costanti  C,  C  una  è  nulla, 
ovvero  hanno  segno  contrario  o  lo  stesso  segno.  Cangiando  il  parametro  v 
in  cvì.   (e  costante)  otterremo  le  tre  forme  dei  rispettivi  tipi  A)  B)  C) 

I)  ds^  =  du^  -f  e'*  dv\ 

II)  t?s'  =  (?j(*-|-X*senh^  p- rfii. 


ni)  i^s^  =  da^-\-  X^  cosh^ 


-  dv\ 


con  X  costante,  che  realizzeremo  con  tre  superfìcie  di  rotazione,  sopra  le 
quali  u  sìa  l'arco  di  meridiano  e  Vi.  la  longitudine.  Indicando  con  r  il 
raggio  del  parallelo  e  con  s=y(r)  l' equazione  della  curva  meridiana, 
avremo  rispettivamente  nei  tre  casi: 
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CAPITOLO   VI!. 


I)r  = 


HI)  . 


Diacutiamo  ora  le  foime  delle  tre  curve  meridiane. 
Nel  caso  I)  possiamo  eseguire  l' integrazione  per  funzioni  ordinario. 
Ponendo 


sarà  'f  l'angolo  della  tangente  alla  eurra  meridiana  coll'asse  ;;  e  le  formole 


-  It  sen  9 


=  R 


J   s 


'cos^y 
sen  Y> 


i^R  logtg-(c 


-  COS  (f>} 


ci  daranno  le  coordinate  di  un  punto  delia  curva  in  funzione  del  para- 
metro if. 

Alla  curva  rappresentata  da  queste  equazioni,  che  ha  l'asse  delle  z 
per  assintoto  e  gode  delia  proprietà  che  la  porzione  della  sua  tangente, 
intercetta  fra  il  punto  di  contatto  e  l' assintoto,  è  costantemente  eguale 
ad  R,  si  dà  il  nome  di  trattrice.  La  proprietà  ora  citata  si  può  riscon- 
trare direttamente  sulla  equazione  della  curva,  come  anche  dedurai  dal 
fatto  che  la  curvatura  geodetica  dei  paralleli  nella  corrispondente  super- 
ficie di  rotazione  è  costantemente  eguale  a  ^  (Of.  n.  80).  Questa  super- 
ficie prende  il  nome  di  psmdosfera  ed  è  la  più  semplice  forma  di  super- 
ficie pseudosferiche  (*). 


ti  sono  tolte  dal  catalogo  dei  modelli  costruiti 
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Caso  IL  Tijìo  dlittico.  Per  ottenere  una  superficie  reale  bisogna  supporre 

e  ponendo  X=B  aen  a. ,  il  massimo  valore  per  cosh  :?;  sarà  -— —  e  però  ii 
'^  ^  ±t  sen  a     ^ 

raggio  r  del  parallelo  oscilla  fra 

r  =  0       e       r  ^^  R  cos  a  , 

Quando  r=0,  h^r^=  sen  a  e  però  tutti  i  meridiani  incontrano  in  m^O 

dii 

l'asse  di  rotazione  sotto  l' angolo  a  ;  questo   punto   è   un   punto    conico 
della  superficie. 

Le  coordinate  di  un  punto  della  curva  meridiana  si  esprimono  per 
funzioni  ellittiche  di  un  parametro  "^  col  modulo  k  =  cos  a .  Poniamo 
infatti 


4cnfei) 


essendo 


■'0 


la  funzione  dì  Jacobi  e  H,  K  le  note  costanti  della  teoria  delle  funzioni 
ellittiche.  Il  tratto  della  curva  da  t=^0  a  T^=2Kè  rappresentato  nella 
figura  II);  quando  t  aumenta  di  4K  la  curva  si  riproduce  periodica- 
mente. La  superficie  di  rotazione  corrispondente  consta  di  infinite  parti 
i  per  traslazione  lungo  1'  asse  ;  i  paralleli  massimi  di  raggio 
=  Rcoaa  sono  di  regresso  per  la  superficie,  poiché  i  punti  ':=2mK 
(m  intero)  sono  cuspidi  del  meridiano. 


Via.  2."  —  Superfioie  pi 
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Caso  HI.   Tipo  ip&rholico.  In  questo  caso  abbia] 


..  =  ,.oosl,jj 

'  da 

^.enhj^; 

il  massimo  valore  che  assume  u 

nel  tratto  i 

■eale  della  e 

lurv 

a  corrisponde 

.se„h|  =  ' 

-  e  il  raggio  del  parallelo 

oscilla  fra  il  minimo  X  i 

,  il  mas- 

Simo  ^!^S,'+X'  . 

Ponendo 

qui 

^       k 

,        cosh)^ 

dn(i,^) 

' 

^1S.'+V 

esprimeremo 

le  coordinate  di  un 

punto  : 

mobile  sulla  cu' 

rva 

per 

funzioni 

ellittiche  del 

parametro  t  colle  formole 

R 

R 

IH 

„,  ~'\ 

r  =  j&xi^     , 

^=ife- 

hr 

;-Zl.)j   . 

La,  forma  della  curva  daT  =  0*aT;  =  2K  è  rappresentatii  nella 
figura  3.")  ;  quando  i  aumenta  di  2  K  ,  la  curva  si  riproduce  periodica- 
mente. I  paralleli  massimi  corrispondenti  a  t  =  2)wK  (mi  intero)  sono 
di  regresso  per  la  superfìcie  e  quelli  minimi  corrispondenti  a  i:=(2m-j-l)K 
sono  geodeticbe. 


■ficio  psoii(losleni.a  di  lotizione  del  tipo  iperbolico. 


100.  Le  tre  foi'me  di  supeificie  pseudosfeiiclie  di  rotazione  ora  con- 
siderate sono  fra  loro  distinte,  ne  e  possibile  applicare  una  di  esse  sopra 
un'altra  di  specie  diversa  m  guisa  the  i  paialleli  si  distendano  sui  paral- 
leli. Per  accertarsene  basta  osseivare  cbe  nel  tipo  parabolico  i  paralleli 

sono  a  curvatura  geodetica  costante  ^  ■  nel  tipo  ellittico  la  curvatura  geo- 
detica dei   paralleli  è  >  =t  e  nel  tipo  ipei'bolico  invece  <  „.  Però,  stante 
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al  teorema  generale  (n.  96),  ogni  superficie  pseudosferica  di  raggio  R  è  ap- 
plicabile sopra  ciascuna  delle  superfìcie  I)  II)  III).  Volendo  considerare  più 
da  vicino  questo  modo  di  deformazione  di  ogni  superficie  paeudosferica 
a  superficie  di  rotazione,  faremo  le  osservazioni  seguenti: 

a)  Sopra  una  snpei-ficie  pseudosferica  S  ai  tracci  un  oricielo  e  si 
considerino  le  geodetiche  ad  esso  ortogonali.  Per  flessione  potrà  darsi 
alla  superficie  la  forma  di  una  pseudosfera,  di  cui  le  sì;eocleticbe  segnate 
diventeranno  i  meridiani. 

b)  Sulla  superficie  pseudosferica  S  si  segai  un  punto  P  e  si  con- 
siderino le  geodetiche  uscenti  da  P  e  i  circoli  geodetici  ortogonali;  as- 
sumendo i  parametri  M,  v  come  al  n,  98,  avremo 


Confrontando  coll'elemento  lineare  della   superficie   di   rotazione  del 
tipo  ellittico 


ds]  =  du\  +  X^  SBnh^    -  dv'  . 
otterremo  per  le  formole  d'applicabilità 


Ne  risulta  che  quando  alla  longitudine  vi  nella  superficie  di  rotazione 
II),  si  fa  compiere  un  intero  giro  da,  0  a  2:;,  l'angolo  v  percorre  l'in- 
tervallo fra  ff  =  0  e  B  =^  2  Jt  sen  a  -C  2  X .  Basta  dunque  una  porzione  di 
S  intomo  a  P  per  ricoprire  interamente  una  falda  della  superficie  II). 
Inoltre  la  parte  di  S  al  di  là  del  circolo  geodetico  di  raggio 

u  =  seti  cosh  [ ì 

\sen  a.J 

non  ha  corrispondente  sulla  superfìcie  II)  ;  la  porzione  di  S  attorno  a  P, 
alla  quale  si  può  dare  la  forma  di  una  falda  della  superficie  II)  è  dunque 
limitata  da  un  settore  geodetico. 

e)  Nel  caso  delle  superficie  III)  del  tipo  ip6rboli<.o  il  paiallelo  mimmo 
è  una  geodetica  e  potremo  quindi  applicare  una  superfitie  pseudosfeiiea 
qualunque  S  sopra  la  III)  in  modo  che  una  geodetica  aibitrana  i»  di  b 
si  distenda  sul  parallelo  minimo.  La  parte  di  S,  che  si  applicherà  effet- 
tivamente sopra  una  falda  della  III),  e  racchiusa  da  una  striscia  limitata 
da  due  linee  geodeticamente  parallele  aUa  y  ed  eqiudistanti  di  essa,  le 
quali  dopo  la  deformazione  diventano  i  piialleh  massimi  [di  regresso) 
della  zona.  Nel  senso  della  geodetica  g  la  btiiscia  e  poi  limitata  da  due 
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geodetiche  oi-togonali  a  (j,  le  quali  si  iiumscono  ilup  i  la  deformazione  in 
wn  solo  mecìdiano  delta  zona.  Li  luni^hezza  e  la  Uij^hezza  della  striscia 
dipendono  solo  dal  raggio  che  si  \uol  dire  al  pirallBlo  minimo. 

101.  La  proprietà  fondamentale  delie  superficie  a  curvatura  costante, 
che  abbiamo  dimostrato  al  n.  97,  può  enunciaisi  dicendo: 

L'elemento  lineare  di  ogni  supaficie  a  cui z'atuì a  costante  ammette  oo^ 
trasformazioni  in  sé  medesimo. 

Domandiamo  ora  se  esistono  altre  superficie  che  ammettono  flessioni 
continue  in  sé  medesime.  Se  queste  flessioni  costituissero  una  doppia  in- 
finità, ogni  punto  della  superficie,  disponendo  dei  due  parametri  della  tra- 
sformazione, si  potrebbe  trasportare  in  qualunque  altro  punto  (di  una  con- 
veniente regione)  e,  pel  teorema  di  Gauss,  la  superficie  sarebbe  a  curvatura 
costante  e  le  fiessioni  supposte  costituirebbero  una  tripla  anziché  una 
doppia  infinità. 

Ora  è  chiaro  che  ogni  superficie  applicabile  sopra  una  superficie  di 
rotazione  ammette  una  flessione  continua  in  sé  medesima,  corrispondente 
alla  rotazione  della  superficie  su  cui  è  apphcabile  attorno  all'asse. 

Lnporta  osservare  che  sussiste  il  teorema  inverso; 

Ogni  superfìcie  S,  che  ammette  una  flessione  continua  in  sé  medesima, 
è  applicabile  sopro  una  superfìcie  di  rotazione. 

Se  la  S  è  a  curvatura  costante,  il  teorema  è  già  provato  dalle  ricerche 
dei  numeri  precedenti.  In  caso  contrario,  durante  la  flessione  continua  sup- 
posta, le  linee  L  di  egual  curvatura 

K  =  cost" 

dovranno,  pel  teorema  di  Gauss,  strisciare  sopra  sé  medesime.  E  poiché 
tale  flessione  dipende  da  un  parametro  variabile  con  continuità,  ogni  punto 
di  una  linea  L  può  trasportarsi  in  qualunque  altro  punto  della  linea  stessa; 
ne  risulta  che  le  linee  L  sono  a  curvatura  geodetica  costante.  Inoltre  le 
linee  geodeticaraetite  parallele  ad  una  linea  L,  durante  la  detta  flessione, 
strisciano  pure  evidentemente  sopra  sé  medesime.  Da  queste  considerazioni 
segue  facilmente  il  teorema  enunciato  e  invero  sussiste  la  proprietà: 

Se  una  superficie  S  possiede  un  sistema  di  linee  L  geodeticamente  pa- 
rallele e  a  curvatura  geodetica  costante,  essa  è  applicabile  sopra  una  su- 
perficie di  rotazione,  i  cui  paralldi  sono  le  deformate  delle  linee  L. 

Prendasi  infatti  a  sistema  coordinato  quello  formato  dalle  linee  L 
(M^cost'")  e  dalie  geodetiche  ortogonah  ((j^cost");  l'elemento  lineare 
prenderà  la  forma 

ds^  =  du^  -\-  G  dv'^ . 


Ora  è  per  ipotesi 


^^  =  TM. 
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onde 

Vg  =  u  V  , 

essendo  U  funzione  di  m  e  V  di  y.  Ponendo 

/   V  rfp  =  iJi  , 
si  pone  in  evidenza  l'elemento  lineare 

ds^  =  du^  +  U^  dvì 

di  una  superfìcie  di  rotazione. 

102.  Consideriamo  ora  alcuni  semplici  esempi  di  superficie  applicabili 
e  in  primo  luogo  cerchiamo  se  due  superfìcie  di  rotazione  S,  Si  possono  es- 
sere applicabili  l'una  sull'altra. 

Dal  teorema  di  Gauss  segue  anzitutto  che  i  paralleli  di  8  si  disten- 
deranno sui  paralleli  di  Si  e  quindi  anche  i  meridiani  sui  meridiani.  Na- 
turalmente fanno  eccezione  le  superficie  a  curvatura  costante,  ma  le  consi- 
derazioni seguenti  valgono  anche  per  queste  superficie,  quando  si  aggiunga 
la  condizione  che  i  paralleli  cieli'  una  si  distendano  sui  paralleli  dell'  altra. 

Se  r  elemento  lineare  di  S  è  dato  da 

ds^  =  du^  ■{-  r^  dv^ 
e  quello  di  Si  da 

ds\  =  du]  -\-  r]  dv] , 

potremo  fare  senz'altro  mi=m,  contando  gh  archi  meridiani  da  due  pa- 
ralleU  corrispondenti.  Per  trasformare  i  due  elementi  lineari  l' uno  nel- 
l'altro, converrà  porre  fi  =^  vi  [e),  determinando  questa  funzione  dalla 
condizione 


Di  qui  risulta 

n  ^=  kr 

Se  adunque  r  =  f  (u)  è  l'equazione  del  meridiano  dì  S,  le  coordinate 
del  meridiano  di  Si  saranno  date  da 

r=:k'p{u)     ,       2  =    f^Jl—k^if'^  {u)  du  . 

Ne  segue:  Ogni  superficie  di  rotazione  pvò  deformarsi  i«  co  ^  modi 
conservandosi  superficie  di  rotazione. 
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Consideriamo  più  da  vicino  il  inorio  d' applicarsi  della  Si  sulla  S,  S 
supponiamo  k  <'  1,  la  formola 


dimostra  che  quando  la  longitudine  w  !ia  compiuto  un  intero  giro  su  Si 
diventando  eguaio  a  2  ;r,  la  longitudine  o  diventa 

«  =  2fcjt<2jr. 

Dunque,  applicando  la  Si  sulla  S,  questa  non  ne  resta  interamente 
coperta,  ma  viene  a  mancarne  una  porzione  (fuso)  compreso  fra  due  me- 
ridiani, i  cui  piani  formano  un  angolo  di  ampiezza  eguale  a  2jc  (1 — k). 
Per  distendere  Si  sopra  S,  conviene  quindi  tagliare  Si  lungo  un  meridiano 
ed  aprirla  deformandola  in  guisa  che  gli  orli  del  taglio  diventino  sopra  S 
due  meridiani  distinti.  Se  si  osserva  che  la  curvatura  geodetica  dei  pa- 
ralleli e  la  curvatura  totale  della  superficie  non  variano  nella  deformazione, 
si  vedrà  subito  che  in  due  punti  corrispondenti  la  curvatura  del  meridiano 
di  8  supera  quella  del  meridiano  di  Si. 

Al  caso  ft  |>  1  corrisponde  evidentemente  la  deformazione  inversa  di  S 

in  Si  per  la  quale    conviene   togliere  da  S  un  fuso,  ristabilendo  poi  la 

continuità  della  superficie  col  riunire  per  deformazione  in  un  solo  i  due 

meridiani  del  fuso  tolto.  È  poi  da  osservare  che  ad  un  punto  del  meri- 

dr 
diano  di  S  corrisponde  un  punto  reale  del  meridiano  di  Si  finché  4  -j-  <C  1, 

ciò  che  sempre  avviene  se  &  >  1.  Ma  quando  ft  [>  1  i  paralleh,  cui  cor- 

1         dr 
risponde  il  valore  -r-  di  -t-  ,  limitano  sopra  S  una  zona,  che  è  la  porzione 

di  S  effettivamente  apphcabile  sopra  Si.  Dopo  la  deformazione  i  paralleli 
estremi  di  questa  zona  diventano  paralleli  di  regresso  per  Si. 

103,  Come  esempio  consideriamo  le  deformazioni  delle  superficie  di 
rotazione  a  curvatura  costante. 

a)  Per  la  sfera  di  raggio  uno  si  può  assumere 

}■    =    COS    M 

e  le  coordinate  dei  meridiani  deformati  sono  date  dalie  formoie 


./VI 


Possiamo  esprimerle  per  funzioni  ellittiche  di  un  parameti'O  i.  Perciò, 
l'  <^  1,  poniamo  eos  u=ca  (r,  ìi)  e  avremo 


y  Google 


APPLICABILI    SULLA    SFEKA 


=  ili   (t,  U) 


dnr 


..=    k- 


'  + 


-z  W 


Nel  caso  di  fc  <C  1,  ai  otterrà  una  superficie  a.  forma  di  fìiso,  i  cui 
mericliaiii  incontrano  l'asse  in  un  punto  {conico  per  la  superficie)  sotto 
r  angolo  a.  =  are  sen  k.  Nel  caso  k  >>  1  si  ha  una  zona  limitata  a  due 
paralleli  minimi  di  regresso.  Le  tre  figure  seguenti  rappresentano  appunto 
le  superficie  corrispondenti  ai  tre  casi.  Sulla  intermedia,  sfera,  è  segnata 
la  zona  che  si  applica  sulla  superficie  della  fig.  6,' 
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lyó  capìtolo  vn. 

b)  La  pseudosfera  gode  della  singolare  proprietà  che  tutte  le  sue 
deformate  di  rotazione  coincidono  colla  pseudosfera  stessa,  come  risulta  dal- 


l'osservazione  che  la  curvatura  geodetica  dei  paralleli  è  costante  =-:^  . 

Nel  caso  del  restringimento  dei  paralleli  (ft  <  1)  il  parallelo  massimo  di 
(regresso)  diventa  un  parallelo  minore  e  resta  così  scoperta  la  zona  com- 
presa fra  questo  parallelo  e  quello  massimo.  Nella  deformazione  inversa 
un  parallelo  minore  diventa  il  parallelo  di  regresso;  ma  per  effettuare 
questa  deformazione  occorre  prima  tagliare  dalla  pseudosfera  la  zona  com- 
presa fra  questo  parallelo  e  il  parallelo  attuale  di  regresso. 

La  deformazione  delle  altre  due  classi  di  superficie  pseudosferiche  di 
rotazione  conduce  a  superficie  del  medesimo  tipo,  variando  nel  caso  delle 
superficie  del  tipo  ellittico  l' angolo  d' apertura  al  vertice  (punto  conico} 
e  per  quelle  del  tipo  iperbolico  il  raggio  del  parallelo  minimo. 

104.  Il  risultato  del  n.  101  consente  un'immediata  applicazione  ad 
un'  importante  classe  di  superficie  che  diconsi  elicoidi.  Sono  queste  le  su- 
perficie generate  da  una  curva  piana  o  a  doppia  curvatura,  dotata  attorno 
ad  un  asse  e  parallelamente  a  questo  di  un  doppio  movimento  rotatorio 
e  traslatorio,  il  rapporto  delle  cui  velocità  sia  costante.  I  varii  punti  della 
curva  generatrice  descrivono  altrettante  eliche  circolari,  aventi  per  asse 
comune  l' asse  dell'  elicoide  e  tutte  del  medesimo  passo.  Se  osserviamo  che 
il  moto  elicoidale,  col  quale  la  superficie  è  stata  generata,  fa  strisciare 
l'Intera  superficie  sopra  sé  medesima,  basterà  applicare  il  teorema  del 
n.  101  per  ottenere  l'elegante  risultato  dovuto  a  Bour: 

Ogni  elicoide  è  applicabile  sopra  una  superficie  di  rotazione;  le  eliche 
si  distendono  sui  paralleli. 

È  chiaro  che  la  superficie  di  rotazione  è  ricoperta  infinite  volte  dal- 
l' elicoide,  ogni  elica  avvolgendo  infinite  volte  il  corrispondente  parallelo. 

Diamo  ora  una  dimostrazione  diretta  di  questo  teorema,  per  trovare 
altresì  le  effettive  formale  dell'  applicabilità.  Osserviamo  per  ciò  che  con- 
ducendo un  piano  per  l'asse  si  produce  nell'elicoide  una  sezione  e  se  a 
questa  sezione  (pirofilo  meridiano)  si  dà  attorno  all'  asse  il  moto  elicoidale 
che  ha  generato  la  superficie,  la  sezione  stessa  descriverà  l' elicoide.  Un'  e- 
licoide  è  individuata,  se  viene  assegnato  il  suo  profilo  meridiano  e  ii  pa- 
rametro del  moto  elicoidale. 

Preso  per  asse  delle  3  l' asse  dell'  elicoide,  e  indicando  con  p  la  distanza 
di  un  punto  del  profilo  meridiano  dall'asse,  sia 

^  =  T  (p) 

l'equazione  del  profilo  meridiano.  Indichiamo  poi  con  v  l'angolo  di  cui 
ha  rotato,  dopo  un  tempo  qualunque,  il  piano  del  profilo  meridiano  e  con  m 
il  rapporto  della  velocità  di  traslazione  a  quella  di  rotazione.  Le  coor- 
dinate X,  y,  z  di  un  punto  mobile  sull'  elicoide  saranno  date  in  funzione 
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di  p,  V  dalle  formole 

X  =  p  C09  V  ,     «/  =  p  sen  v  ,     2  =  f  {p)  -\-  ni  v , 
da  cui 

ds^  ^1   1  +  ip'a  (rì  !  4^  +  2  »!  ?'  (p)  rfp  rf)'  +  (p^  +  ìn^)  dvK 
Cangiamo  le  linee  coordinate  »,  ponendo 

v  =  kn-m   C  "^  ''*'  * 
essendo  k  una  costante  arbitraria,  e  ne  risulterà 

*'  =  !  1  +  '''Zm'  \  *'  +  *'  '■''  +  "'"'  *'  ■ 
Paragonando  questo  elemento  lineare  con  quello 

(ìs;  =  j  1  +  Ij'  (r)  j  lir'  +  r'  iv\ 

di  una  superficie  dì  rotazione,  di  cui 

z  =  (.  M 

aia  l'equazione  della  curva  meridiana,  li  potremo  identificw.re,  ponendo  fra 
"^1  ^  ('")  1  Pi  f  (p)  ^^  relazioni 

/  r^  =  'k^  {{?  -\-  m^) 

I    P^  ?'"  (P) 
"^   p^  +  m^   ■ 

Queste  formole  dimostrano  di  nuovo  il  teorema  di  Bour;  di  piti  si  vede 
che  presa  ad  arbitrio  un'  elicoide  o  una  superficie  di  rotazione,  si  potranno 
trovare  con  quadrature  le  superfìcie  di  rotazione  o  le  elicoidi  su  cui  sono 
applicabili.  Nel  primo  caso,  eliminando  p,  si  avrà  infatti  ^  (r)  e  nel  secondo, 
eliminando  r,  si  otterrà  y'  (p). 

105.  Applichiamo  le  formole  (8)  a  due  semplici  esempi. 

1."  Il  profilo  meridiano  sia  una  retta  perpendicolare  all'asse;  l'eli- 
coide generata  è  l' elicoide  ngata  d'area  minima  già  considerata  al  n.  29, 
e.  I,  Avremo  allora  nelle  (8)  y'  (p)  ^  0,  quindi 

l  +  fW  =  (|)'=,,(,.l'„..,,, 
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e,  prendendo  la  costante  arbitraria  k^\,  risulterà 


r       dr 

)  ^m  }  ^=r: 


ecl  eseguendo  la  quadratura 

r  =  m  cosii  —  . 
m 

La  curva  meridiana  è  adunque  una  catenaria  comune,  avente  per  di- 
rettrice l'asse  di  rotazione. 

La  superfìcie  di  rotazione  corrispondente  dicesi  catenoide.  Le  genera- 
trici dell'" elicoide  si  distendono  sui  meridiani  e  l'asse  p=0  diventa  il  circolo 
di  gola  r=m  de!  catenoide. 

2.°  H  profilo  meridiano  sia  una  retta  inclinata  sull' asse  di  un  angolo  a; 
la  sua  equazione  sarà 

3  =  p  cot  a 
e  ponendo  nelle  (8) 

'9    (P)  =  cot  a  , 
risulterà 

,               il,    0'^— ^^m^)cot^«  )  r^ 

1  +  ^  M'')  -  j  1  +  —^, I  i.(,._i=,„.) 

e  ponendo 

fc  ^  cot  a  , 


^'  ir)  -  --^--- . 

L'equazione  del  meridiano  della  superficie  di  rotazione  è  adunque 
3  =  tg  a  Vr^ — m^  cot^  a  , 


^  cot^  a 


La  supei-ficie  di  rotazione  è  quindi  un  iperboloide  di  rotazione  ad  una 
falda.  Facilmente  si  vede  che  l' asse  p=0  dell'  elicoide  si  distende  sul  cir- 
colo di  gola  dell'iperboloide  e  le  generatrici  dell'elicoide  sulle  generatrici 
di  un  sistema  dell'iperboloide. 

106,  Passiamo  ora  a  trattare  del  secondo  e  più  importante  problema 
della  teoria  dell' applicabilità,  che  consisterebbe  nel:   Trovare  tutte  le  su- 
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perfide  applicabili  sopra  una  superfìcie  data,  ovvero  :  Trovare  tutte  le  su- 
perficie coti  assegnato  elemento  lineare. 

Questo  difficile  problema  non  si  sa  risolvere  completamente  clie  in 
pochi  casi  particolari,  die  verranno  considerati  nel  seguito  di  questo  trat- 
tato. Però  i  teoremi  generali  sulle  equazioni  a  derivate  parziali  permet- 
tono di  stabilire  dei  risultati  generali  molto  importanti  relativi  al  problema 
enunciato,  E  di  questi  appunto  vogliamo  ora  occuparci,  per  quanto  lo 
consentono  i  limiti  di  brevità  che  ci  siamo  imposti  (*). 

Un  primo  modo  di  trattare  il  problema  attuale  risulta  naturalmente 
dalle  formole  fondamentali  della  teoria  delle  superficie  (cap.  IV).  Essendo 
assegnata  la  prima  forma  fondamentale 
E  rfw^  +  2  F  dw  0 

ad  ogni   superficie  col  dato  elemento   1 
forma  fondamentale 

D  dw»  4-  2  D'  du  dv  +  D"  dv^ , 
e  le  funzioni  D,  D',  D"  dovranno  soddisfare  alte  equazioni  (III)  (IV)  n.  48, 
e.  IV,  cioè  alla  equazione  di  Gauss  e  alle  due  equazioni  di  Codazzi.  Vice- 
versa, se  D,  D',  D"  sono  tre  funzioni  di  u,  v  che  soddisfano  alle  tre  citate 
equazioni,  esiste  una  superficie  corrispondente  coli' elemento  lineare  asse- 
gnato e  la  sua  effettiva  ricerca  dipende  ulteriormente  da  un'equazione  di 
Riccati  (n.  50,  C.  IV), 

Così  p.  e.  se  prendessimo  l'elemento  lineare  di  una  superficie  di  rotazione 


ire  corrisponderà  una  seconda 


ds^  =  du^  - 


^  dv" . 


potremmo  soddisfare  alle  citate  equazioni  fondamentali  prendendo  D,  D',  D" 
funzioni  della  sola  u.  Le  superficie  appHcabJii  sulle  superficie  di  rotazione, 
che  così  troveremmo,  sarebbero  appunto  le  elicoidi  (n.  104)  (**). 

107.  Ben  più  importante  del  metodo  precedente  è  quello  che  ora  pas- 
siamo ad  esporre,  fondandoci  sul  risultato  ottenuto  ai  n.  60,  e.  IV  e  pre- 
cisamente sulla  equazione  (B),  pag.  114. 

Per  ogni  superficie 

X  =  x(u,v)     ,     y  =  y{u,v)     ,     Z  =  z[u,  v) 
coli' assegnato  elemento  lineare 
(<))  rfr^  +  dy^  +  t;^2  =  E  ilu'^  +  2  F  rf«  t^ì»  +  G  rf»  ^ 


(*}  II  lettore  tiovei\  nel   tono  m  delle  lozioni  di  Diibnu\  p  ''13  fu  uni  fl^t 
fazione  compi  ita  del  proìikan 

{**)  Pur  dimostrarlo  ba  ta  o'.aervaie  i.iie  in  q^i  htn  ciao  tinto  li  piinia  ti  into  la 
seconda  forma  tondamentale  ammettono  la  tiaefui  mozione  continua  m  ae  medesime 

e  pereiù  la  superficie,  ammettendo  un  movimento  continuo  ii 
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i'  equazione  ora  ricordijta  insegna  che  ciascuna  delle  tre  funzioni  incognito 
X,  y,  z  soddisfa  alla  equazione  a  derivate  parziali  del  2.°  ordine 

(10)  A„  X  =  (1-A,  a;)  K  , 

i  cui  coefficienti  sono  appunto  formati  con  E,  F,  G  e  le  loro  derivate  prime 
e  seconde  (*). 

Ora  importa  osseryare  con  Darboux  che  l'equazione  (10)  ha  il  signi- 
ficato seguente: 

Se  X  [u,  v)  ne  è  una  soluzione,  la  forma  quadratica 

E  rfi*^  +  2  F  rfM  rfp  +  G  dv^  —  ée^  = 

avrà  la  cm-naiura  nulla. 

Per  dimostrarlo  nel  modo  più  semplice  si  faccia 


il  che   evidentemente  è  lecito  per  la  proprietà  invariantiva  della  nostra 
equazione.  La  (10)  diventa  allora 

|\>|jf|-j\^f=G(E^l)K 

e,  sostituendo  ai  simboli  di  Ciiristoifei  i  loro  aituiili  valori 

I  1  i  ^  2  E  3«  '  (  1  I         2  E  3ti  '  i  1  I  3  E  3»  ' 


si  ottiene 

SE  m 

du  3u 


+  (^^)'+  4E'(}(E-1)  K  =  0. 


(*)  Se,  usando  delle  notazioni  di  Monge,  sì  indicano  con  ji,  g;  r,  s,  t  lo  derivate 
prime  e  seconde  della  funzione  incognita,  l'equazione  si  scrivo 

('-|^!-i:?iO('-n-!?!0-('-H-l?!0'- 

=  K      EG  — F'  —  fEg'  — 2Ppg  +  ai»s1  { 
ed  ha  la  forma  lineare  di  Ampère  rapporto  a 
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SIGHIFICiTO   dell'equazione    A^j   X  ^^  (1—^,  x)    K. 

Ora  in  coordinate  ortogonali  si  ha  (n.  35,  pag.  67) 
e  la  precedente,  moltiplicata  per  G,  si  scrive 

Sopprimendo  i  termini  clie  si  distruggono  e  dividendo  per  E,  si  ottiene 
l' equazione  equivalente 


<'^-''  f  f  +  (li)  +  "^  s  s  +  (S) 


la  quaìe,  secondo  la  (II)  stessa,  esprime  appunto  che  la  forma 
{E— 1)  du^  +  G  dv^ 

ha  la  curvatura  nulla. 

Ciò  premesso,  supponiamo  di  conoscere  una  soluzione  x  {u,  v)  dell' e- 
qua/,ione  (10)  e  vediamo  se  esisterà  una  superficie  reale  co  Erispondente 
coli' assegnato  elemento  lineare.  La  forma  differenziale 

(12)  E  t^M^  +  2  F  dw  (/^'  +  G  dv^  —  dx^ 

essendo  allora  a  curvatura  nulla,  perchè  esistano  due  altre  funzioni  reali 
y  {u,  v),  z  (m,  v),  che  soddisfino  la  (9),  è  necessario  e  sufficiente  che  la  (12) 
sia  una  forma  definita,  cioè  si  abbia 
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Supponendo  questa  condizione  soddisfatta,  si  avranno  y,  z  per  quadra- 
ture (n.  87,  e.  VI). 

Dunque:  Ad  ogni  soluzione  reale  x  {u,  v)  dell'equazione  (10),  cJte  sod- 
disfi mòWre  alla  disuguaglianza  Ai  «  <.  1,  corrisponde  una  superficie  reale 
coli' assegnato  elemento  lineare.  Nota  la  detta  soluzione,  la  corrispotidente 
superficie  si  avrà  per  quadrature. 

108.  Occupiamoci  ora  della  questione  seguente:  Essendo  data  una  su- 
perficie S  e  una  curva  Y  tracciata  sopra  di  essa,  può  fiettersi  la  superficie, 
senza  deformare  la  curva? 

Neil'  ipotesi  affermativa,  sia  Si  una  delle  forme  che  assume  S  per  fles- 
sione, restando  rigida  P;  potremo  supporre  la  configurazione  Si  della  S 
così  vicina  alla  iniziale  che  le  normali  ad  Si,  S  lungo  T  siano  vicine  fra 
loro  quanto  si  vuole.  Ma  allora,  se  si  osserva  che  T  ha  la  medesima  cur- 
vatura geodetica  sopra  Si  e  S  e  si  ricorda  la  relazione  che  lega  la  cur- 
vatura geodetica  coll'assoluta  (n.  75,  e.  VI),  si  concluderà  subito  che  lango 
r  le  normali  ad  Si,  S  coincideranno. 

Ora  prendiamo  per  sempUcità  su  S  (e  Si)  un  sistema  cooi-dinato  orto- 
gonale {u,  1>)  e  sia 

r  equazione  delia  curva  F.  Indichiamo  coli'  apposizione  dell'  indice  1   le 
i  relative  alla  Si  ed  avremo  evidentemente  : 


XI  =3:     , 

ji=y   - 

zx=z     \ 

3m        dx 
Su  ~  3u' 

3»   "^  du  ' 

3^1        Sa 
Si  ^  S.  j 

dxi  _  dx 

3)/i        dy 

32,        3z  j 

per 

dv          dv  ' 

Sv         dp  ' 

3i.        'iv 

i 

Si  ^  X        Yi  =  Y        Zi  =  Z    i 

Ora,  se  consideriamo  p.  e.  ici,  x,  esse  sono  soluzioni  della  i 
equazione  a  derivate  parziali  del  2.°  ordine  (10),  che  coincidono  nei  loro 
valori  e  in  quelle  delie  loro  derivate  prime  per  v=(ì.  Se  proviamo  che 
anàìe  le  tre  derivate  seconde  di  Xi.  coincidono  con  quelle  corrispondenti 
di  X  per  v^O,  in  ordine  ai  teoremi  generali  sulle  soluzioni  delle  equa- 
zioni a  derivate  parniaJi  (*),  sarà  dimostrato  che  xi,  x  coincidono  per  tutti 
i  valori  di  u,  V.  Lo  stesso  potendosi  ripetere  per  j/i,  y;  zi,  s,  ne  seguirà 
che  Si,  S  coincidono.  Ora  dalle  condizioni  iniziali 

Sxi    dx       dxi    dx  


(*)  Of.  p.  e.  GocBSAT.  —  Legons  s 
tìeUes  du  premier  orare,  p."  22. 
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TEOEEMI  GENERALI  SULLA 

segue  intanto 

Su^  3w^  '    9m  3w  dudv 

Le  forinole  fondamentali  (I)  n.  47,  pag.  88  della,  teoria  delle  superficie 
dimostrano  in  conseguenza  che  si  lia 

Di  =  D     ,       D'i  =  D'  per  ì'  =  0  . 
L' eguaglianza 

D  D"  —  D'^  =  D,  D",  —  B'I , 
fattovi  y=:0,  dà  quindi 

D  D"  =  D  D"i  per  v  =  0. 


Ne  segue 


"V.^o  = 


a  meno  che  non  sia  (D)k=o=0.  Escluso   questo  caso,  dalla   terza  delie 
citate  formole  (I)  n.  47  segue  appunto,  come  si  voleva  provare 

3^   ^  ^  «  =  0 

dv^  9ii  *  ' 

e  però  Si,  S  coincidono. 

Nel  caso  escluso,  (D)i,_o^O,  la  linea  v=^0  è  una  linea  assintotica 
di  S  ;  possiamo  dunque  enunciare  il  teorema  :  Se  di  una  superficie  flessibile  S 
si  mantiene  rigida  una  curva  T,  la  superfìcie  non  si  può  deformare,  a  meno 
che  la  curva  T  non  sia  una  linea  assintoUca  di  S. 

Nel  caso  ete  la  linea  F  sia  una  linea  assintotica,  ulteriori  proprietà 
delle  equazioni  a  derivate  parziali,  le  quali  qui  non  possono  che  venire 
accennate,  dimostrano  che  è  effettivamente  possibile  deformare  la  superficie 
senza  deformare  la  curva,  lì  questa  una  singolare  proprietà  delle  linee 
assintotiche,  per  la  quale  esse  diconsi  anche  linee  di  piegamento.  Questa 
proprietà,  che  le  distingue  da  ogni  altra  linea  della  superficie,  dipende  pro- 
priamente da  ciò  che:  Sopra  ogni  superficie  S  le  linee  assintotiche  sono 
le  caratteristiche  dell'equazione  a  derivate  parziali  (10),  da  cui  dipende  la 
deformazione  di  S  (*)  {Darboux,  t.  Ili,  1,  e.) 


(*)  Seritta  la  (10)  sotto  la  forma 
della  nota  al  numero  precedente,  l'equazione  differenziale  delle  caratteristiche 


per  le  (I)  n.  47,  diventa  appunto  l'equazione  differenziale  delie  assintoticiie 
D  du''  +  2  D'  du  dv  -f  D"  dv^  =  0 
(Cf.  Darboux,  t.  HI,  pag.  362). 
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109.  Il  teorema  ora  dimostrato  rende  naturale  la  domanda: 

É  possibile  deformare  una  superficie  S'  in  guisa  che  una  curva  e 
piata  C  sopra  di  essa  assuma  una  forma  pestahbta  F? 

Osserviamo  in  primo  luogo  che,  se  la  deformazione  cercata  e  f 
la  curvatura  assoluta  di  V  dovrà  in  ogni  punto  essere  maggioie  o  tutto 
al  più  eguale  alla  curvatura  geodetica  di  0  nel  punto  coiiispondente  Sup- 
poniamo questa  condizione  soddisfatta  ed  anzi  intendiimo  per  ora  esiluso 
il  caso  dell'  eguaglianza  della  curvatura  assoluta  e  geodetica  di  F,  che  al- 
lora la  r  sarebbe  assintotica  sulla  superficie  deformata. 

Nell'ipotesi  che  esista  la  deformazione  richiesta,  sia  S  la  superficie 
deformata,  sulla  quale  prenderemo  un  sistema  coordinato  ortogonale  {u,  ì>), 
come  al  numero  precedente,  tale  che  la  curva  F  sia  la  «=^0.  Fissiamo 
inoltre  per  maggior  chiarezza  che  il  parametro  u  sìa  V  arco  di  F  contato 
da  un  suo  punto  fisso^  talché  avremo 

E  =  1  per  V  :=  0. 

Indichiamo  con  a  l'angolo  di  cui  deve  rotare  in  verso  positivo,  nel 
piano  normale  a  1',  la  direzione  positiva  della  normale  a  S  per  sovrapporsi 
a  quella  della  normale  principale  di  F.  Ritenendo  per  la  curva  F  le  solite 
notazioni  della  teoria  delle  curve  (ci),  avremo  così,  per  t'^^^O: 

f  dx  .        dy  ds 

I    COS    «■  ^:::  ^    ,      008^=^,      COS    V   =  i- 


_  '8  7;  =  cos  a  Y  —  sen  a  —^z  —  , 


(13)    / 


V  G  Su 

,                      l     dx                                               1     9m 
co5>.=— eosa-^7 -sena A,  cos|!.^= —  cosa --— sena  i  , 

1     ds 
cos  V  =  —  cos  a  — —  sen  a  Z  . 

Ora  si  ha 

3^  111  1  —    -1-   i  ■'■■'  I  —  -4-  Ti  Y  *'°^^ 

3m^   "   I  1   I  3m   "•"   1  2  i   3i)  "^  ~f 

colle  analoghe  per  y,  :sf  e  poiché 

'  1    SE- 


(14) 


"i        =(±^1)       ^0     l^^i        =-±^^-  =  (1-) 
1  )v=0      \2E  Sujv=0         '  1  2  iy=o  2G  3y        \pvji'^0 


VG 
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dal  confronto  colle  (13)  deduciamo 

..  -,  cos  0  1  sen  a 


detica  —  di  F,  dà  per  l'angolo  incognito  a  due  valori  supplementari. 

Intendiamo  preso  per  a  uno  di  questi  due  valori,   ciascuno  dei  quali 

condurrà  effettivamente  ad  una  corrispondente  superficie  S  {*)  e  dalle  (13) 

,....,.,  „,   ,.  3a;      dy      dz 

per  1  valori  iniziali  (per  v=0)  ai  -^  ,  -~  ,  ■:^  avremo  : 

w^  =  —  \^G  (sen  e  eos  £  +  cos  n  cos  >.) 
(16)  (  w~  =  —  v'^  (s^"  a  cos  Tj  4-  cos  a  cos  ja) 

3«  r- 

—  =  —  y  G  (sen  0  cos  C  +  cos  a  cos  v)    . 

Converrà  aiiclie  notare  i  valori  di  X,  Y,  Z  lungo  Y,  che  sono 

/  X  =  cos  0  cos  6  —  sen  a  cos  X 

{16  )  (  Y  =  cos  o  eoa  'q  —  sen  5  cos  \i. 

\  7i  =  cos  a  cos  C  —  sen  0  cos  v  . 

Ne  risulta  che  per  queste  tre  soluzioni  della  equazione  (10) 

is2  9  =  (1  —  Al  e)  K 

conosceremo  anche  Ì  valori  iniziali  delle  funzioni  stesse  e  delle  derivate 

parziali  seconde 

d^x       S^x        d^i/       d^y        d^z       dH 
3m*  '  dudv  ''    du^  '  dudv  '    du    '  du^  ' 

L'equazione  a  derivate  parziah  (10),  cui  soddisfano,  fornirà  poi  almeno 
per  due  di  esse  i  valori  delle  derivate  seconde 

d'^x       d^y       d^s 
dv^   '    dv^  '    dv^ 

(♦)  Che  il  problema  proposto  abbia  pec  tal  raodo  due  diverse  soluzioai  non  con- 
traddice al  teorema  del  a.  108,  poicìiÈ  le  due  superficie  S,  che  così  si  ottengono,  sono 
belisi  applicabili  l' una  sull'  altra  e  la  curva  F  nella  deformazione  continua  dell'  una  su- 
perficie nell'altra  lìprende  bensì  in  fine  la  forma  che  aveva  in  principio,  ma  cangia 
di  forma  negli  stati  intermedii. 
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e  invero,  in  caso  contrario,  sussisterebbero  due  delle  equazioni 
C03^  „  ^i?  _  I  11  I  ?^    ,    i  11  ]  ?^ 

cosTj  d^y  iXlìdt/    i^  i  H  )  ^^ 

p  9m  ^        \l\du\2\dv 

cosC  _..  3's  _  |12|ag         (11  j  dz 

e  per  le  formule  sopra  sviluppate  (18)  (14)  seguirebbe  ad  esempio,  sup- 
ponendo verificate  le  ultime  due:  Y^^O  Z=0  per  v=0.  La  curva  T  sa- 
rebbe dunque  sezione  retta  di  un  cilindro  parallelo  all'asse  delle  x  e 
l'angolo  a  sarebbe  retto  contro  l'ipotesi. 

Senza  alterare  la  generalità,  potremo  dunque  supporre  in  particolare 

cbe  per  la  funzione  x  (m,  v)  sia  determinato  il  valore  iniziale  di  ^— ^  . 

Ilo.  Ciò  premesso,  cerchiamo  una  soluzione  xi  (u,v)  della  equazione 
(10)  tale  che,  per  8=^0,  risulti 

(a.)     xi  =  X  ,     -y-  ^  —  V  Ci"  (sen  a  cos  ?  +  cos  e  cos  X)  , 

avendo  a  uno  dei  due  valori  sopra  fissati,  tratti  dalla  seconda  delle  (15). 
Siccome  da  questi  valori  iniziali  e  dalla  equazione  a  derivate  parziali  (10) 
risultano  determinati  i  valori  delle  ire  derivate  seconde  di  xi  per  v=0, 
i  teoremi  generali  ricordati  al  n.  108  ci  assicurano  che  esiste  una  ed  una 
sola  soluzione  xi  della  (10),  che  soddisfa  le  condizioni  iniziali.  Per  questa 
soluzione  si  ha,  per  v=0: 

=  cos^a  +  (sena  cos^-]-  cos  e  cos).)^=  1 — (cos  e  cos  |— seno  cos).)^<l 

e  la  condizione  Ai  3:1  -<  1  è  quindi  soddisfatta  in  un  conveniente  campo 
a  due  dimensioni  per  u,  v.  Per  il  teorema  in  fine  al  n.  107,  a  questa  so- 
luzione Xi.  della  (10)  corrisponde  adunque  una  superficie  Si  dell'assegnato 
elemento  lineare,  ed  ora  dimostreremo  che  sulla  Si  la  curva  Ci  di  equa- 
zione v=0  coincide  appunto  di  forma  colla  curva  assegnata  T,  per  il  che 
basterà  provare  che  Ci  e  F  hanno  ad  eguale  arco  u  eguale  flessione  e  tor- 
sione (n.  8,  e.  I).  Indicando  al  solito  coli' indice  1  le  quantità  relative  ad  Si, 
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e  facendo  v^^O  risulta 

1     1     dx   .   ^  ^       dH       cos  i       cos  o  „       sen  ^    1    dx 

ora  a  è  stato   determinato  daila  2."  delle  (15)  e  X  (per  l'ipotesi  fatta} 
non  è  nullo,  onde  segue  : 


Ma  (Di)i,=o  è  la   curvatura   della  sezione    normale   tangente  a  C,  e 
poicJiè  la  curvatura  geodetica  di  Ci  è  —  =  —  -- — -  ,  la  curvatura  asso- 
luta —  di  Ci  sarà  intanto  esuale  a  quella  —  di  V. 
pi  P 

Per  dimostrare  che  io  stesso  accade  delle  due  torsioni  y^-  ,  ^  ,  ricor- 
diamo (n.  85,  e.  VI)  che  si  ha 

A==  __  DV   _  da 
Ti  ^/-^        du  ■ 

Ora,  derivando  la  2.''  delle  (a)  rispetto  ad  u,  si  ottiene  per  le  formole 
di  Frenet 

,.,  3*a^         SvG,  ,  -.%       i7i  '  -..da 

(p)\  ^--~  — ^    -■  (sen  n  cos^+cosa  cosX)  — \/(jcosa  cose  — seno  cosa) -1-+ 


1^  /cos  a    cos  À\        ,-^  cosS 

t-  \/G  sen  0  (^^  +  ^j  ~  V  6  ^■°^  ^  ^p 


!  d'altra  parte  si  lia 


facendo  in  questa  d^^O,  coli' osservare  che 

jl2j        _  J_3?  _  _  Vfi  _  \^G  sen  a      jl2(  _  J_  3G  _    l^gy/ft 
j  1  \v=Q~  2E  dv  p,   ^         i         '  i  2  I  ~  2&  a^  "  V^&    Su    ' 


VG  sen  o 
:  — —  - —  COS  a 
P 


-j-  D'i  (cos  0  cos  i  —  sen  a  cos  >.)  ; 
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oude  appunto 


Ti  ■ 


Abbiamo  così  dimostrato  il  teorema:  h  possibile  (in  due  modi  diffe- 
renti) deformare  una  superficie  S  in  guisa  che  una  sua  curva  C  assuma 
una  forma  arbitraria  F,  purché  la  prima  curvatura  di  F  sia  in  ogni  punto 
maggiore  della  curvatura  geodetica  di  C  nel  punto  corrispondente. 

111.  Resterebbe  ora  da  considerare  il  caso  escluso  che  la  curTatura 
assoluta  di  T  sia  eguale  aUa  curvatura  geodetica  di  C.  Se  la  deforma- 
zione è  possibile,  la  curva  F  sarà  assintotica  della  superficie  deformata  e 
in  conseguenza  la  sua  torsione  in  ogni  punto  (per  il  teorema  di  Enneper) 
sarà  eguale  alla  radice  quadrata  della  curvatura  K,  cambiata  di  segno, 
in  ogni  punto  corrispondente  di  C. 

In  tal  caso  il  problema  proposto  si  cangia  adunque  nell'altro:  Defor- 
mare una  superficie  in  guisa  che  una  sua  curva  C  assegnata  diventi  dopo 
la  deformazione  un'  assintotica  F,  Da  quanto  sopra  si  è  detto  risulta  che 
la  forma  della  curva  F  sarà  perfettamente  determinata  e  qui  ci  limiteremo 
ad  enunciare  il  teorema  cbe  la  deformazione  richiesta  è  effettivamente  pos- 
sibile e  può  quindi  effettuarsi  in  infiniti  modi  (n,  108). 

Ritornando  al  teorema  generale  testé  stabilito,  possiamo  osseiTare  che 
da  esso  segue  l'altro: 

Si  può  deformare  in  infiniti  modi  una  superficie  S  in  guisa  che  una 
sua  curva  assegnata  C  diventi  linea  di  curvatura  della  superficie  deformata. 

Per  assicurarcene  osserviamo  che  a  tale  oggetto  basta  porre  la  con- 
dizione che  lungo  la  curva  deformata  F  sussista  la  proporzione  : 

dx:  dy:  dz  =  dX :  dY :  dZ  , 

la  quale,  avuto  riguardo  alle  (16*),  dà  semplicemente  (Cf,  e,  I,  n.  17): 

du  T  ■ 

Si  potrà  dunque  assumere  ad  arbitrio  la  funzione  a  di  w  e  determinare 
la  curva  F  dopo  la  deformazione  dalie  equazioni  caratteristiche 

L  —  1  1   „  _f^ 

p  p,  sen  n    '      T  du 

Deformando  la  superficie  in  guisa  che  la  C  assuma  la  forma  F,  questa 
sarà  linea  di  curvatura  della  superficie  deformata.  È  chiaro  che  le  infinite 
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forme  Y  assunte  da  C,  quando  diventa  per  deformazione  linea  di  curvatura, 
soddisfano  all'equazione  differenziale  del  1."  ordine  fra  p  e  T: 


^)^^V> 


du  VP 

In  particolare  fio,  queste  infinite  forme  T  ve  ne  sono  ancora  infi- 
nite per  le  quali  F  iiesce  linea  di  cuivituri  pima    E   invero   basta  in 

ti!  CT,s     diip  1  t*  un  \  gioie  e  "intìnte  qiihinqie  compreso  fra  0  e  --,  gli 

estremi  esclusi    Più  in  paitiLolire  se  li  cmvi  C  e  a  curvatura  geodetica 
costante,  diventando  linea  di  curvatuia  pian'i   assumerà  la  forma  circolare. 

112  Eaamimimo  da  ultimo  la  questione  seguente  Può  una  superficie 
S  deformarsi  m  guisa  Jie  le  aasmfotuìu,  di  im  'H'^feìiia  si  conservino  as- 
smtotiche  dopo  la  defottnaztojie^ 

Nell'ipotesi  afi'ermativa  iiferiamo  la  supeificie  alle  sue  linee  assinto- 
ticlie  ittuali  (m  i)  e  fupponiimo  che  le  linee  u  ii  conservino  assiiitoticìie 
dopo  la  deformiz  one  La  iisposta  alli  nostia  questione  si  ottiene  facil- 
mente iicordindo  i  risultiti  del  cap  ^,  n  bi  iplifcivi  alle  linee  assinto- 
ticlie   li  una  supeihtie   bimo 

Di      Di      Di 
i  valori  di  D,  D',  D"  dopo  la  deformazione;  avremo  per  ipotesi 
D"i  =  0 


D'J       _ 

K            "' 

1 

E  Gr~i<  2 

v/EG- 

_F3 

Le  formole  di   Codazzi,  scritte   sotto  la 
pag.  91,  danno 

seconda 

forma 

(IV) 

11.  48 

3  /       m       ^        (22 

1        "' 

-|:ì 

D', 

0. 

S'Iv'S-G^^-fi)       il 

i  ^'É  B-F' 

v'eg; 

-F'^ 

Ora  si  ha,  per  le  formole 

citate  del  n. 

64: 

9!ogp 

-rff- 

^ITv 

e  perù  la  precedente  diviene  : 

-JB.^„. 

Se  supponiamo  Di  =  0,  e 

ìò  significa  che  anche  le  linee 

V  si  conser- 
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vano  assintotiche  e  in  conseguenza  mantenendo  E,  F,  G,  e,  f,  g  i  loro  va- 
lori, la  nuova  superficie  è  identica  all'antica  (n.  64). 
Se  invece 

le  linee  u  sono  geodetiche  e,  poiché  sono  anche  assintotiche,  esse  sono 
necessariamente  linee  rette  (*).  La  superficie  è  adunque  una  superficie 
rigata  e  le  deformazioni  richieste  sono  queUe,  nelle  quali  le  generatrici 
restano  rigide.  Ma  per  una  superficie  rigata  tale  deformazione  è  effetti- 
vamente possibile  in  Infiniti  modi.  E  infatti  rimane  soltanto  d 
la  1.'  delle  citate  equazioni  (IV*)  n.  48,  che  diventa 


più 


il  chiaro  che,  se  Di  è  una  soluzione  di 
Di  f  (m)  , 


ove  (p  (m)  è  una  funzione  arbitraria  di  u. 

Abbiamo  dunque  il  seguente  teorema  dovuto  a  Bonnet: 
deformare  una  superficie  S  in  guisa  che  le  linee  assintotiche  di  h 
si  conservino  assintotiche,  a  meno  che  la  S  non  sia  una  sìiperficie  rigata, 
di  cui  quelle  assintotiche  siano  le  generatrici  rettilinee. 

Per  una  superficie  rigata  al  contrario  è  possibile  deformare  la  super- 
ficie, mantenendo  rigide  le  generatrici;  le  corrispondenti  deformazioni  di- 
pendono da  una  funzione  arbitraria  ^  (u). 


(*)  Che  una  linea  C  aasintotica  e  geodetica  sia  una  linea  retta  risulta  dall'  osservare 
ohe  in  caso  contrario  il  piano  osculatore  di  C  saielilie  ad  un  tempo  tangente  e  normale 
alla  BupeiJìcie.  Viceversa  ogni  retta  esistente  sopra  una  superficie  è  ad  un  tempo  Enea 
asBiutotìca  o  geodetica. 
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Deformazione  delle  superficie  rigate. 


Superficie  rigate  applicabili  —  Elemento  lineare  di  iiua  rigata  —  Linea  di  strin- 
gimento e  teoremi  relativi  di  Bonnet  —  Assintotiche  del  2."  sistema  —  Formola  di 
Chaslea  —  Deformazione  delle  superficie  rigate  secondo  il  metodo  di  aCndiEg  —  Me- 
todo di  Beltrami  ed  equazioni  fondamentali  relative  —  Problemi  di  deformare  ia  su- 
perficie rigata  in  guisa  clie  una  linea  assegnata  sulla  superficie  diventi  assintotica,  o 
linea  piana,  o  linea  di  curvatura  —  Superficie  rigate  applicabili  sopra  superficie  di 
rotazione. 

\Vò.  Le  speciali  deformazioni  delle  superficie  rigate,  di  cui  ora  ab- 
biamo riconosciuta  l' esistenza,  tanno  un  particolare  interesse.  E  noi  dedi- 
cheremo il  presente  capitolo  al  loro  studio,  che  si  compie  con  mezzi  ben 
semplici.  Ma  prima  di  tutto  dimostreremo  con  Bonnet  che  collo  studio  di 
queste  deformazioni  si  risolve  il  problema  generale  di  trovare  tutte  le  su- 
perficie rigate  applicabih  sopra  una  rigata  fissa. 

Sussiste  infatti  il  teorema  seguente  (Bonnet)  :  Se  due  superficie  rigate, 
che  non  risultano  per  deformazione  da  una  medesima  superficie  di  2."  grado, 
sono  applicabUi  V  una  mW  altra,  le  generatrici  dell'  una  debbono  distendersi 
m  quelle  dell'altra. 

Che  le  deformate  delle  superficie  di  2."  grado,  a  generatrici  reali,  fac- 
ciano eccezione  al  teorema  risulta  chiaramente  dall' osservare  che,  po^e- 
dendo  una  quadrica  un  doppio  sistema  di  generatrici  rettilinee,  essa  può 
deformarsi  sia  lasciando  rettilinee  le  generatrici  del  l."  sistema  e  incur- 
vajido  le  altre,  sia  inversamente. 

Dimostreremo  il  teorema  enunciato  semplicemente  così.  Siano  S,  Si 
due  superficie  rigaie  appHcabili  e  supponiamo  che,  nell'applicabilità,  alle 
generatrici  m  di  S  non  corrispondano  le  generatrici  i;  di  Si .  Prendiamo 
allora  sopra  S,  Si  a  linee  coordinate  le  ii,  i>;  le  due  superficie  S,  Si 
avranno  a  comune  la  1.'  forma  fondamentale  e,  indicando  con 

(  D  du''  -I-  2  T)'  du  dv  A-  D"  dv^ 
(1) 

(  Xiidu^  -j-  2  D'ii^M  dv-YT)'\dv^ 
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le  rispettive  2.^  forme  fondamentali,  avremo 


perchè  le  u  sono  assiiitotiche  sopra  S  e  le  »  sopra  Si .  I  due  diserimi- 
naiiti  delle  forme  (1)  essendo  inoltre  eguali,  pel  teorema  di  Gauss,  sarà 


Ora  esprimiamo  che  le  due  forme  (1)  soddisfano  alle  equazioni  di 
Codazzi  (IV*)  n.  48  (pag.  91),  osservando  che,  essendo  le  u,  v  geodetiche, 
si  ha: 


I  risultano  le  equazioni 


3    /        D'       \    ,    „  I  12 1         D' 


=  0 


+^r. 


;  =  0. 


Queste  ci  mostrano  che  si  soddisfa  altresì  alle  equazioni  stesse  di  Co- 
dazzi prendendo  : 

D=z:0    ,     D"=0 

e  lasciando  a  IV  il  valore  precedente.  Esiste  dunque  una  terza  superficie 
Sa  applicabile  aopra  S,  Si ,  che  ha  per  linee  aasintotiche  le  u,  v.  La  Ss 
è  quindi  doppiamente  rigata  e  in  conseguenza  è  una  superficie  di  2." 
grado,  come  sì  voleva  provare. 

Per  quanto  poi  riguarda  le  superficie  rigate  applicabili  suUe  super- 
ficie di  2."  grado,  è  chiaro  da  quanto  precede  (Cf.  anche  n.  112)  che  le 
loro  generatrici  si  distenderanno  sull'uno  o  sull'altro  dei  sistemi  di  ge- 
neratrici della  quadrica. 

114.  Allo  studio  dell'applicabilità  delie  superficie  rigate  premettiamo 
alcune  considerazioni  generali  su  queste  superficie. 

Sopra  una  superficie  rigata  S  immaginiamo  tracciata  una  curva  qua- 
limque  C,  che  riguarderemo  come  direttrice  ed  assoggetteremo  solo  alla 
condizione  d'incontrare  tutte  le  generatrici.  Per  definire  la  rigata  S,  ba- 
sterà dare  la  direttrice  C  e,  in  ogni  punto  di  questa,  la  direzione  della 
generatrice  che  vi  passa. 

Sia  »  l'arco  della  direttrice  C,  contato  da  un  suo  punto  fisso,  siano 
p,  q,  r  le  coordinate  correnti  di  un  punto  di  C  espresse  in  funzione  di  v, 
mentre  ?,  ws,  n  stanno  ad  indicare   i   coseni  di  direzione  (positiva)    della 
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generatrice,  che  passa  pel  punto  (p,  q,  r)  di  0  e  sono  pure  determinate 
funzioni  di  v.  Indichiamo  poi  con  u  il  valore  algebrico  del  tratto  di  ge- 
neratrice, che  intercede  fra  il  punto  {p,  q,  r)  della  direttrice  ed  un  punto 
qualunque  (x,  y,  z)  di  S,  Le  forinole 

(1)  x=p-\-lu     ,       y  =  q^mu     ,       z  =  r-\-nu 

ci  definiranno  la  superficie  S,  esprimendo  x,  y,  z  in  funzione  di  u,  v.  Cal- 
coliamo l'elemento  lineare  di  S;  indicando  per  ciò  con  apici  le  derivate 
prese  rapporto  a  v,  poniamo 

(2)  fi)'  +  m'2'-|-»jV  =  N 

\  Ip'  -\~  m(^ ~\-  nr'  =  eoa 0  , 

ove  M,  N,  9  saranno  fimaioni  di  p  e  l'ultima  di  esse  rappresenterà  evi- 
dentemente l'angolo  d'inclinazione  della  generatrice  sulla  direttrice.  A 
queste  formole  dovranno  aggiungersi  le  altre 

(  l'  +  m^  +  n^  =  l 

f  f''+  5''  +  '■''  =  1  ■ 

Per  l'elemento  lineare  della  superficie  avremo 

Una  prima  osservazione  da  farsi  è  la  seguente.  L'equaaione  differen- 
ziale delle  traiettorie  ortogonali  delle  generatrici  è 

du  -\-  <iOB^  dv  ^  a  ; 

con  una  quadratura  si  ha  quindi  subito  l'equazione  in  termini  finiti  di 
queste  traiettorie  ( 


«+/' 


C03  ^dv:=  cost"  (*). 

Consideriamo  una  generatrice  (v)  e  la  generatrice  infinitamente  vicina 
lfi-\-d'B);  se  con  d<^  indichiamo  l'angolo  infinitesimo,  che  esse  formano  fra 
loro,  avremo  evidentemente  : 


caso  particolare  del  teorema  A) 


cioè 

d^-^=dl'^-\-dm^-\-dn^, 
d'f=Mdv. 

(*)  Questo  ri 
n.  86,  pag,  163. 

sultato  non  è  evidentemente  cke  un  case 
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Se  indichiamo  inoltre  con  t?^  la  lunghezza  infinitesima  della  loro 
minima  distanza  e  con  U  il  valore  di  u  al  piede  di  questa  minima  di- 
stanza sulla  generatrice  v,  avremo  per  note  formole  di  geometria  analitica: 

P'  4  ' 


onde 

(5) 


Ponendo  poi 

A  = 


y  2'  W 
l  m  n 
t  ni  ti 


=  M'sen'0  — N', 


_v/m> 


jj  l-\-t  dì)  A 
2'  m  -\-  !«'  dv  B 
/     »  +  »'  *    C 


A'  +  B>  +  C> 
e,  trascuvanclo  nella  2.°  colonna  i  termini  infinitesimi,  troviamo 

N 

115.  Le  rette  condotte  per  un  medesimo  punto  dello  spazio  paral- 
lelamente alle  generatrici  di  una  superfìcie  rigata  formano  un  cono,  che 
si  dice  il  cono  direttore.  Prendendo  per  vertice  del  cono  l'origine  e  in- 
tersecando il  cono  con  una  sfera,  avente  il  centro  in  questo  punto  e  di  rag- 
gio ^=1,  la  curva  sezione  si  dirà  l'indicatrice  sferica  delle  generatrici. 
L'elemento  d'arco  della  indicatrice  sarà  evidentemente  d'f  =  M  dv. 

Il  piede  della  minima  distanza  della  generatrice  v  dalla  successiva 
dicesi  il  punto  centrale  della  generatrice  stessa.  Il  luogo  di  questi  punti 
centrali  costituisce  una  linea  molto  importante  per  lo  studio  delle  super- 
ficie rigate,  che  prende  il  nome  di  linea  di  stringimenio.  Per  la  (6),  l'equa- 
zione della  linea  di  stringimento  è 
(7)  M2m+N  =  0; 

la  linea  di  stringimento  coinciderà  colla  direttrice  se  N  =  0. 
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La  linea  di  stringimento  è  sempre  unica  e  determinata,  salvo  il  caso 
che  sia  simultaneamente  M— 0,  N  =  0  ;  allora,  per  la  1."  delle  (2),  la 
superfìcie  è  cilindrica.  Per  le  superfìcie  sviluppabili,  caratterizzate  dalla 
relazione 

M^sen^O  — N2=.0, 

la  linea  di  stringimento  coincide  collo  spigolo  di  regresso. 

Calcolando  la  curvatura   geodetica  —  della  direttrice  w^=0  colla  for- 

mola  (n.  77,  pag.  146) 

1_  v^Hg^Z^ 


M2m»+2Nm+1, 


facendovi 

per  la  (3) 

pò 

a^o 

)  1 

E  =  l  , 

F  =  cos  9 

,   s  = 

:M'» 

troviamo 

1 

N 

,    * 

PO 

seno 

+  * 

Ne  risulta  ciré,  se  due  delle  tre  quantità 

1 
PO 

>    N    , 

sono  zero,  la  terza  è  pur  zero  Interpietato  geometiicimente,  questo  ri- 
sultato dà  il  teorema  di  Bonnet 

Se  ad  una  linea  tracciata  lojna  una  sii^tetfiote  rigata  a^y^ut tengono 
due  delle  tre  seguenti  proprietà  1'^  di  essete  linea  geodetica,  2"  di  es- 
sere la  linea  dì  stringimento,  3"  di  tagliare  le  generatrici  sotto  angolo 
costante,  ad  essa  a^artiene  anche  la  tersa 

È  ckiaro  che  le  superficie  rigate,  sulle  quili  esiste  una  tale  linea, 
saranno  il  luogo  di  una  retta  che  si  appoggia  ad  una  curva  (hnea  di 
stringimento)  normalmente  alla  normale  pimcipale  e  facendo  un  angolo 
costante  colla  curva.  In  particolaie  solo  pei  le  supeifitie  iigate,  luogo 
delle  binormali  ad  una  curva,  accadrà  che  la  linei  di  stiingimento  sia 
una  traiettoria  ortogonale  delle  geneiitiici 

Osserviamo  in  fine  che,  assumendo  per  diiettiue  uni  tiaieitoni  oito- 

gonale  delle  generatrici,  sarà  fi  =  —  e  per  la  curvatura  geodetica  — 
delle  u  =  cost"  avremo  : 

l__ M^w4  K 

p«  Mì'mS  +  2Nw+1' 

onde  segue  che  la  linea  di  sMngimento  può  anche  definirsi  come  il  luogo 
dei  punii  della  superficie  rigata,  nei  quali  è  nulla  la  curvatura  geodetica 
delle  traiettorie  ortogonali  delle  generatrici. 
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116.  Sopra  ogni  superficie  rigata  le  generatrici  sono  le  assintotiche 
di  un  sistema,  come  è  chiaro  geometricamente  (n.  112).  Analiticamente 
ciò  yien  subito  confermato  dal  calcolo  dei  coefficienti  D,  jy,  D"  della 
2/  forma  fondamentale  ;  troviamo  infatti  : 


1 

1                 )»'                  ri 

v'M'B'TzSi+iSi'S 

1 

l  m  n 
^  4  r 
/+«■« 

1 

VM'«!i+2Ni>+seii'B 

p"  +  r«,  }■  +  .»".  , 
1,                m 

^M'u'+ZSti+sm'O 

y  +  Ci.  ,  5'+m'«  ,  .-■  +  »'» 

L'equazione  differenzialo  delle  assintoticlie  del  2."  sistema  essendo 
quindi 

2  D'  (^M  +  D"  dv  =  (i, 

ha  evidentemente  la  forma  di  Riccati 

~-\-Au^-\-Bu  +  G=l), 

ove  A,  B,  C  sono  funzioni  della  sola  v.  La  proprietà  ben  nota  delle 
equazioni  di  questo  tipo  che  il  rapporto  anarmonico  (m  us  ms  uj.)  di  quattro 
loro  soluzioni  particolari  è  una  costante,  osservando  il  significato  di  u, 
dà  immediatamente  il  teorema  di  Paul  Serret  :  Il  rapporta  anarmonico 
dei  quattro  putiti,  ove  una  generatrice  qualunque  interseca  quattro  assin- 
totiche fisse  del  2."  sistema  è  costante. 

Inoltre  si  vede  che:  Basta  conoscere  una  deUe linee  a8»intotiehe  del  2." 
sistema  per  detet-minare  le  altre  con  quadrature. 

Calcoliamo  ora  i  valori  dei  coseni  di  direzione  S,  Y,  Z  della  normale; 
essi  sono  dati  dalle  formole  : 


■y I  ^-\-wt  u  ,  t^-\-n'  u  I 


l        I 
,p'  +  tu  I 


;2+2Nm-1 


v/M'»>+2N 
t 

i+sen 
m 

>8 

|.'+ì'.  ,  5 

f.»'« 

VM'tt'-l-SNii  +  sen'l 
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Se  indichiamo  con  Xo ,  To ,  Zo  i  valori  di  X,  Y,  Z  al  punto  centrale 

N 
u=  —  ^Tj^  con  Q  l'angolo  {fra  0  e  Jt)  che  formano  fra  loro  le  due  di- 
rezioni positive  (X,  Y,Z),  (Xo,  Yo,Zo),  da  cos  iì  =  XXo+Y  Yo+Z  Zo 
troveremo 

y/M'aen-'B-N' 


cos  il  = 


Mv/M^M^+SNM  +  sen^e  ' 


I  valori  dei  radicali  ed  M  stesso  essendo  da  assumersi  positivi,  si  vede 
che  l'angolo  iì  è  sempre  acuto,  come  era  facile  a  prevedere  geometrica- 
mente. 

Supponiamo  ora,  per  semplicità,  che  la  direttrice  sia  una  traiettoria 
ortogonale  delle  generatrici;  avremo  allora 

0  =  1  ,     ds'  =  du'+(,'  +  2^^u+:^^M>dv' 

e  cangiando  il  parametro  v  in 

Vi  =   fu  dv 

(ove  dunque  vi  rappresenta  l'arco  della  indicatrice  sferica  delle   genera- 
trici), col  porre  inoltre 


saranno  a,  p  funzioni  di  l'i  e  l'elemento  lineare  prenderà  la  forma 

(8)  ds^=du'^+\{u~a)^+^^'^dv\  . 
La  formola  superiore  per  cos  £1  diventa 

cos  £1  =  —  ■       — ^—  • 

onde  segue  la  formola  di  Chasles 

(9)  tangiì^*^, 

ove  attualmente  Q  viene   preso   fra  —  s"  •s  s"  ^  '^  ®''°  segno  dipende  dal 

senso  secondo  cui  ruota  il  piano  tangente,  quando  il  punto  di   contatto 
si  muove  dal  punto  centrale  verso  il  punto  che  si  considera. 

Dalla  (9)  deduciamo  subito  alcune  conseguenze  notevoli.  Si  facciano 
rotare  attorno  alla  generatrice  (w)  il  piano  tangente  nel   punto  centrale 
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dell'angolo  Q;  esso  risulterà  tangente  alla  superficie  nel  punto  («i,  v)  de- 
terminato dalla  relazione 


e  risulterà  normale  alla  superficie  nel  punto  (Ma,  v)  dato  dalla  formola 
U2  —  a  =  —  p  cot  il , 


(Mi  —  o)  («3  —  a)  =  — ps. 

Dunque  ogni  piano  per  una  generatrice  individua  sopra  ogni  genera- 
trice due  punti  Pi,  Pa,  nei  quali  è  rispettivamente  tangente  e  normale  alla 
superficie.  Rotando  il  piano  attorno  alla  generatrice,  la  coppia  di  punti 
Pi,Pa  genera  una  involuzione,  il  cui  centro  è  il  punto  centrale. 

Da  ultimo  osserviamo  che  dalla  (8)  segue  per  la  curvatura  £  l' espres- 


Hu-^ay  +  n" 

questa  è  essenzialmente  negativa,  come  è  naturale,  essendo  reali  le  a 
totiche.  Lungo  ogni  generatrice,  per  la  quale  non  sia  P  =  0,  il  i 
del  valore  assoluto  di  K  ha  luogo  al  punto  centrale  e,  allontanandosi  da 
questo  punto,  questo  valore  decresce  tendendo  a  zero, 

117,  Teniamo  ora  al  problema  proprio  del  presente  capitolo,  alla  de- 
terminazione cioè  di  tutte  le  superficie  rigate  con  assegnato  elemento  li- 
neare. Allora,  essendo  dato  l'elemento  lineare,  che  assumeremo  sotto  la 
forma  generale  (3),  saranno  date 

6,M,  N 

in  funzione  di  ji  e  il  problema  consisterà  nel  determinare  le  sei  funzioni 
incognite  p,  q,  r,  l,  m,  n  della  sola  variabile  v,  in  guisa  da  soddisfare  le 
cinque  equazioni  fondamentali 


(10) 


(!■  +  »•■+«>=  1 

(  l'  +  m''  +  n''  =  M' 

I  il'  +  j'"  +  /■  =  1 

(11)  '  l]!  4-  *»2'  -\-  nt'  =  cos  S 

(  Iti  +  ».'?'  +  rir  =  N  . 

Otteniamo  due  metodi  differenti  per  la  trattazione  del  nostro  problema, 
secondo  che  riguardiamo  dapprima  come  note  l,  m,  n  &  cerchiamo  p,  q,  r 
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o  inieisamente,  supposte  note  p,  q,  r,  cercliiamo  l,  m,  n.  Nel  primo  caso 
abbiamo  il  metodo  esposto  d<i  Minding,  die  conduce  ai  risultati  seguenti. 

Siano  /,  »i,  n  tre  funzioni  di  v,  che  soddisfino  le  due  equazioni  (10). 
Le  (11)  daianno  alìoia  i  valoii  di^,  g',  r"  e  da  questi  con  quadrature  si 
avranno  p,  q,  f. 

Ora,  se  si  pone 

l  =^  sen  w  eoe  (|)  ,    h)  =;  sen  to  sen  $  ,    n  =  cos  w  , 

dove  (0,  <|j  sono  due  funzioni  di  v,  rimarrà  solo  da  soddisfare  la  2."  delle 
(10)  che  dà 

onde,  rimanendo  w  arbitraria,  si  avrà  ip  con  una  quadratura  dalla  fonnola 


j.  ^  f  v'"'  ■— «"  A, 


L' arbitrarietà,  che  rimane  nella  soluzione  colla  presenza  della  funzione 
arbitraria  (u  {v),  si  può  interpretare  geometricamente  dicendo  che  alla  su- 
perficie S  si  può  fare  acquistare  per  deformazione  un  cono  direttore  fis- 
sato ad  arbitrio, 

E  infatti  le  coordinate  /,  m,  n  di  un  punto  dell'  assegnata  indicatrice 
sferica  delle  generatrici  soddisferanno  alle  (10),  quando  fra  l'arco  f  di 
questa  indicatrice  e  l' ai-co  v  della  direttrice  si  stabilisca  la  relazione 


=  /" 


dv . 


lì  cono  direttore  delia  corrispondente  superficie  avrà  allora  la  forma 
fissata. 

Notiamo  poi  che,  risolvendo  le  (11)  rapporto  a  p',  q',  r',  si  ottiene 


i   '' 
r' 
è  posto 

= 

ÌC0S8  + 
»cos9  + 

r  N  ±  ( 

>  i/M'  sen' 

ì8- 

-N' 

m'N  +  i 

IP 

(12) 

1  \/M^  seii^ 

0  - 

_!)■ 

«'N±c 

M' 

\/M'  sen! 

8  - 

~ìi> 

dova  s! 

M' 
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E  poiché,  non  essendo  la  superficie  sviluppabile,  si  ha 
M2  sen^  0  —  N2  >  0  , 

i  dup  siatemi  di  valori  per  ^,  <[,  r',  corrispondenti  al  doppio  segno  del  ra- 
dicale, conducono  a  due  superficie  cssenziilmente  difiérenti. 

Abbiamo  dunque  il  risultato 

O^ù  supei  Ucie  i  ti/ata  pzw  dtfoi  morsi  m  juisa  che  U  suo  cono  direttot-e 
acquisti  una  forma  fissata  ad  atbtttto  e  uò  m  due  modi  diversi. 

I  calcoli  necessaii  illa  determinazione  delle  due  superfìcie  deformate 
consistono  soltanto  m  yuadiiture 

118.  Col  metodo  pietedente  deteimmiaruD  effettivamente  tutte  le  su- 
perficie rigate  aj-plicabiii  scpii  una  data  Peio  quando  si  volesse  deter- 
minare la  funzione  arbitraria  w  (')  m  guisa  da  soddisfare  una  assegnata 
condizione    s  incontreiebbeio  il  più  delle  volte  difficoltà  insormontaliili. 

Sarà  allora  preferibile  il  secondo  metoto  che  ora  passiamo  ad  esporre, 
metodo  dovuto  a  Beltrami  {*) 

Questo  metrdo  consiste  nel  iicerore  dippiima  quali  forme  può  assu- 
mere la  diiettnce  defoimindo  la  supeificie  Pei  ognuna  di  queste  forme, 
la  forma  Iella  coiiisponrJente  superficie  risulta  determinata  dall'  osservare 
che  la  cmvatura  geodetici  delia  diiettnce  e  I  angolo  9  non  variano  per 
la  flessione  E  chiaro  a  piioii  che  la  soluzione  generale  del  problema  com- 
portando uni  ■icla  funzione  aibitiaria  le  lume  possibili  per  la  direttrice 
sono  neces sanamente  vincolate  ad  una  condizione,  che  si  tratta  appunto 
di  ricercale 

Conaideiiamo  una  di  queste  foime  della  lirettrice,  per  la  quale  rite- 
niamo le  s  lite  notaziom  dflla  teoiia  delle  cui  ve.  Indicando  con  a  l'an- 
golo d' indin  izione  lei  piani  oscilatoic  della  direttrice  sul  piano  tangente 
alla  superficie    i^remo 

/  l  =.  cos  6  cos  a  -(-  sen  9  (cos  o  cos  i  -\-  sen  o  cos  X) 

(13)         {  m  :=  cos  9  cos  p  -|-  sen  S  (cos  o  cos  tj  -j-  sen  a  cos  ^u) 

\  n  =^  cos  9  cos  1  -\-  aen  tì  {cos  a  cos  C  -\-  sen  o  cos  v)  . 

Calcolando  per  mezzo  delle  formolo  di  Frenet  l,  jk',  «',  le  equazioni 
fondamentali  (10)  (11),  cui  debbono  soddisfare  l,  m,  n,  si  riducono  alle 
due  seguenti 


(*)  Sulla  flessione  delle  supeificie  rigate.  —  Annali  ài  matem.  1865,  t.  VII,  p.  105. 
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cosO                                    seBfj  sene  )^    , 
-~  +  {cos  a  sen  G)   -J + 


(sen  a  sen  9) = =  IVP  (*) , 


ovvero 
(14) 


(15) 


-j-  <   (sen  0  sen  W)   —  p^— 

Le  incognite  del  nostro  problema  sono 
-,  P,  T 

ed  è  chiaro  che  se  dalla  (14)  si  trae  il  valore  di  o  e  si  sostituisce  nella 
(15),  questa  si  muta  in  una  relazione 


(16) 


'  dvj 


che  vincola  i  raggi  di  l.""  e  2,'  curvatura  della  direttrice  trasformata. 

Ad  ogni  curva,  i  cui  raggi  di  flessione  e  torsione  soddisfino  ìa  (16),  cor- 
risponde una  speciale  deformazione  della  superfìcie  rigata,  i  cui  elementi 
sì  calcoleranno  dalle  (14)  (13).  Il  problema  attuale  viene  cosi  collegato 
coli' altro  delia  teoria  delle  curve  di  determinare  una  curva  dalle  sue  equa- 
zioni intrinseche  (e.  I,  pag.  13  s.  s,). 

119,  Diamo  ora  le  piil  importanti  applicazioni  dei  risultati  generali 
precedenti. 

Proponiamoci  in  primo  luogo  il  problema  di  deformare  la  superficie 
rigata  in  guisa  che  la  direttrice  diventi  assintotica.  Dovremo  porre  allora 


=  0  (. 


risulterà 


{*)  Con  (cos  fi  sen  a)'  (sen  t  sen  ny  si  indicano,  per  abbreviare,  le  derivate  rapporto 

(**)  Questa  esprime  cte  la  curvatura  geodetica  della  direttrice  non  varia  per  llessiene. 
(Cf.  -a.  114). 
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dove  naturiilmeiite  il  segno  del  2.°  membro  è  determinato  dalla  condizione 
di  dure  per  p  un  valore  positivo.  Ls,  (15)  dà  quindi 


Dunque  :  Ogni  superficie  rigata  può  flettersi  in  modo  che  una  linea  trac- 
ciata ad  arbitrio  sopra  di  essa  diventi  linea  assintotica.  La  direttrice  tra- 
sformala è  individuata  dalle  equazioni  inirinsecke  (a),  (b). 

Oonsideriarao  il  caao  particolare  in  cui  la  direttrice  è  geodetica;  allora 
risulta 

1 


cioè  la  direttrice  trasformata  è  una  linea  retta.  Ne  segue: 

Ogni  geodetica  di  una  superficie  rigata  può  rettificarsi  deformando  la 

superficie. 

Per  ottenere  le  semplici  formole  relative  a  questo  caso,  assumiamo  ìa 

direttrice  trasformata  per  asse  delle  z  e  avremo 

p  =  0    ,     q  =  0    ^     r  ^  V 
u  =  cos  9 
e,  ponendo 

l  =  sen  9  cos  4>     ,       m^  sen  0  sen  'l'  . 
da 

risulterà,  come  al  n.  117 

J         sen  U 
per  la  superfìcie  deformata  avremo  dunque  ìe  formole 

x-^u  sen  6  cos  ^  ,    y  =  u  sen  0  sen  '['  ,     z  =  v  -^  u  cos  9  . 

Io  particolare  se  0  =  -^,  cioè  se  la  superficie  è  il  luogo  delle  binor- 

mali  della  direttrice,  la  superficie  deformata  sarà  una  conoide  retta  e  aven- 
dosi in  questo  caso 

dove  Tp  è  la  torsione  della  direttrice  primitiva,  risulterà 
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Più  in  particolare  se  la  direttrice  primitiva  è  a  torsione  costante,  la 
conoide  trasformata  è  l'elicoide  rigata  d'area  mimma. 

Inversamente,  se  si  cercano  tutte  le  superficie  rigate  applicabili  su  questa 
elicoide,  il  cui  elemento  lineare  è  (pag.  193) 

ds^  =  du^  +  (  — „  +  1  )  dv^ 


(S  +  0  ■ 


onde  la  (15)  dà 

J^  _   J_ 

T    ^    m  ■ 

Dunque:  Le  superficie  rigate  applicabili  suW elicoide  rigata  d' area  mi- 
nima di  parametro  elicoidale  m  sono  tutte  e  sole  le  mperficie  generate  dalle 

hinormali  delle  curve  a  torsione  costante  —  . 
m 

120.  Supponiamo  ora  che  la  direttrice  attuale  sia  traiettoria  ortogonale 
delle  generatrici;  rendendola  assintotica  col  defortoare  la  superficie,  le 
sue  normali  principali  saranno  le  generatrici  della  superficie  deformata. 
Dunque  :  Flettendo  una  superficie  rigata,  si  possono  rendere  le  generatrici 
normali  prineipali  di  una  loro  traiettoria  ortogonale. 

Proponiamoci  ora  di  deformare  la  superficie  in  guisa  da  rendere  piana 

la  direttrice  m=0.  Basta  per  ciò  porre  nella  (15)  7^-  =  0,  il  che  dà  un'e- 
quazione del  1."  ordine 

per  determinare  p,  onde  si   conclude:  È  possibile  in  oa^  modi  deformare 
una  superficie  rigata  in  guisa  che  una  sua  curva  arbitraria  diventi  piana. 
In  particolare  se  la  curva  data  è  traiettoria  ortogonale  delle  genera- 
trici, essendo 

"  =  -  ,  -=o, 

2    '     T 
la  (i5)  diventa 

a'>  =  M'  -  N> , 

onde  si  ha  con  una  quadratura 


=  /v/ M-- 
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e  la  deformata  piana  risulta  determinata  dalla  (14),  che  dà 
cosa 

111  fine  ricereliitmio  se  è  possibile  rendere  colla  deformazione  una  curva, 
prestabilita  linea  di  curyatura.  Essendo 

X  =  cos  a  cos  X  —  sen  3  cos  ^  ,     Y  =:  cos  o  cos  [i  —  sen  ri  cos  ìi , 
Z  =  cos  o  cos  V  —  sen  a  cos  £ 
i  coseni  di  direzione  della  normale  alla  superficie  lungo  la  direttrice  tra- 
sformata, dovremo  avere  perciò  (Cf.  n.  16,  e.  I) 


T  dv 

ed  eliminando  colla  (14)  e  colla  precedente  dalla  (15)  —  ,  -pj^,  avremo  per 
determinare  a  un'equazione  differenziale  del  1."  ordine.  Ciò  suppone  natu- 
ralmente elle  non  sia  9  ==  -^  ,  che  altrimenti  la  superficie  dovrebbe  es- 
sere sviluppabile  (*). 

Se  ne  conelude  :  È  sempre  'possìbile  deformare  una  superficie  rigata  in 
guisa  che  una  sua  linea  arbitraria  diventi  linea  di  curvatura,  purché  non 
sia  traiettoria  &-tog<male  delle  generatrici. 

Osserviamo  poi  che,  se  la  curva  data  è  geodetica,  diventando  linea  di 
curvatura  diventa  piana,  come  è  chiaro  geometricamente.  Ciò  risulta  anche 
dalle  nostre  formole  e  invero  la  (14)  dà: 

cos  0  =  0  ,    indi  -i-  =  0 


e  la  (15)  diviene 


.  M=  — N^ 


il  che  individua  p  e  quindi  la  curva  deformata. 

121.  Risolviamo  da  ultimo  la  questione  seguente:  Quali  sono  le  su- 
perficie rigate  applicabili  sopra  superficie  di  rotazione? 

Una  tale  superficie  dovrà  ammettere  una  deformazione  continua  in  sé 
medesima,  durante  la  quale  l'intero  sistema  di  generatrici  dovrà  cangiarsi 
in  sé  medesimo  (n.  113),  ove  attualmente,  a  causa  della  continuità  della 
deformazione,  non  è  nemmeno  escluso  il  caso  delle  superficie  applicabili 
su  quelle  di  2."  grado. 


(')  Giù  è  confermato  anche  dal  calcolo  ora  indicato,  poiché  il  1."  memljro  deila  (15) 
risulterebbe  nullo. 
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SUPEKFICIB  EIGATE  APPLICABILI  SOPRA  SUPERFICIE  DI  ROTAZIONE 

Sia  ora 


l' elemento  lineare  della  superficie,  supposta  riferita  alle  generatrici  ed  alle 
traiettorie  ortogonali.  Durante  la  deformazione  continua  supposta,  la  linea 
di  stringimento  scorrerà  sopra  uè  medesima  e  però  essa  taglierà  sotto  an- 
golo costante  le  generatrici  e  sarà  quindi  geodetica  (n.  115);  inoltre  lungo 
di  essa  sarà  costante  la  curvatura  Ko  della  superficie.  Ora  si  ha  lungo 
la  linea  di  stringimento  m=0 

per  cui  si  conclude  intanto 

p  (h)  =  k  (k  costante)  . 

Indicando  poi  con  *o  l' angolo  (costante)  d' inclinazione  doUe  generatrici 
sulla  linea  di  stringimento,  abbiamo 

\    du  1     ,  . . 

^^^  '^  =  I  dv    =   X  "■  <"^  ' 
onde 

a  (il)  =  k  V  cot  (0  , 
potendosi  includere  la  costante  additiva  in  u. 

L'elemento  lineare  delle  superficie  cercate  ha  adunque  la  forma 

(17)  ds^  ;=  du^  -\-     {u — k  cot  w  v)^  -{-  k^  |  ch"^  . 

Per  w  =  — -  esso  appartiene  all'elicoide  rigata  d'area  minima  di  pa- 
rametro k;  per 


all'iperboloide  di  rotazione  ad  una  falda,  !a  cui  iperbola  meridiana  ha  i 
semi-assi  trasverso  ed  immaginario  a,  h  dati  dalle  formole 

a  =  h  cot  (ù    ,     b  =  k  , 

come  ora  si  vedrà  {*).  Dunque:  Le  uniche  superficie  rigate  applicahìli  sopra 
superficie  di  rotazione  sono  le  deformate  dell'  elicoide  rigata  ad  a 
e  dell'iperboloide  di  rotazione  ad  una  falda. 


{*)  Lasciamo  la  verifica  diretta  al  lettore. 
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La  classe  completa  delie  superficie  della  1,*  specie  è  già  stata  carat- 
terizzata al  n.  119,  come  quella  che  comprende  le  superfìcie  delle  binor- 
mali  delle  curve  a  torsione  costante. 

Per  le  seconde  si  ha  un  elegante  teorema  dovuto  a  Laguerre,  che  ritro- 
viamo nel  modo  seguente. 

Poniamo  nella  (17) 

■ V  =  Vi    ,    M  —  k  cotta  v  =  ui 

ed  avremo  per  l'elemento  lineare  delle  superficie  in  discorso 

da'  =  du\  +  2  cos  (Il  du^  dv^  -\~  [  — -p — ■  +   \  \  dv\ 

e,   confrontando  colle  notazioni  primitive,  abbiamo  quindi 

w  =  e,     M  =  ^-^,    N  =  0. 
k 

Se  nella  (15)  introduciamo  questi  valori,  coli' osservare  che  a  =-„-, 
otteniamo  : 

costo  senio   _   senio 

(18)  -y-  +  -^  -  ^  ■ 

ondo  il  teorema:  Le  curve  in  mi  si  trasforma  U  circolo  di  gola  dell'i- 
pei'boloìde  ad  una  falda  per  deformazione  della  superficie  (restando  rettilinee 
le  generatrici)  sono  curve  di  Bertrand. 

Di  qui  segue  una  verifica  della  proprietà  osservata  che  l'elemento 
lineare  precedente  appartiene  all'iperboloide  ad  una  falda.  B  invero,  se  si 
rende  piana  la  linea  di  stringimento  (n.  120),  si  ha  per  la  (18) 

-^  =  0    ,     p  :=  ^-  cot  o> 

e  però  essa  diviene  un  circolo  di  raggio  =4  cot  to  e  la  superficie  è  evi- 
dentemente im  iperboloide  ad  una  falda,  che  ha  questo  circolo  per  circolo 
di  gola. 
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Capitolo  IX. 


Superficie  evolute  e  teoreia  di  Welngarten. 


Rp 

p 

b 

una 
A 

a.       pa 

an 

alde  dell'evoluta  —  Evoluta  media  di  una  lupprflcie 
V,  i  CUI  laggi  prinupaJi  di  curvatura  anno  legati  da 

Rb  iicoui  lelatni  alla  corrispondenza  dello  linee  assin- 
ta  —  Deterni inazione  per  quadrature  delle  linee  di 

\  Le  due  falde  dell'evoluta  di  una  superficie  W  sono 
zione  (Teoiema  di  ììemffatti'n)  —  Teorema  reciproco 
lari  dell'elemeato  Imeare  stenco  eojii''po»dinti  alle 
etermmazione  delle  attperflcie  d  area  minima  r^-\-r^=0 
2  (1-3 — ri)  =  flBn  [3  (rj-j-!"!)]  ^Evolventi  e  comple- 

i      ti  che. 

prima  parte  di  questo  capitolo  lo  studio  delle 
p  rficie,  }ier  applicare  poi  i  risultati  ottenuti  ad 

mportante  di  superficie, 
pra  la  normale  in  ogni  punto  M  di  una  super- 
fi  e  S  n  d  p  peciali  Mi,  Ma,  che  sono  i  centri  principali  di 
curvatura  della  superficie,  ovvero  i  centri  di  curvatura  delle  due  sezioni 
normali  principali,  uscenti  da  M.  Quando  il  punto  M  si  muove  sulla  super- 
fìcie S,  i  centri  di  curvatura  Mi,"Ms  descrivono  una  superficie,  che  dicesi 
V  emluta  della  superficie  S,  mentre  questa  dicesi  V  evolvente,  h^evoìntd.  si 
compone  evidentemente  di  due  falde  Si,  Sg,  l'una  descritta  dal  centro  Mi, 
l'altra  dal  centro  Mg. 

Possiamo  generare  le  due  falde  Si,  Sa  dell'evoluta  anche  nel  modo 
te.  Consideriamo  una  linea  di  curvatura  C  di  S  ;  le  normali  alla  su- 
ì  S  lungo  C  generano  una  sviluppabile,  il  cui  spigolo  di  regresso  F 
è  appunto  il  luogo  dei  centri  di  curvatura  delle  sezioni  normali  tangenti 
a  C.  Se  facciamo  variare  C  nel  suo  sistema,  la  sua  curva  evoluta  T  de- 
scriverà una  falda  dell'evoluta. 

Stabiliamo  ora  con  semplici  considerazioni  geometriche  alcune  proprietà 
fondamentali  delle  evolute  e  io  primo  luogo  dimostriamo  il  teorema: 

Gli  spigoli  di  regresso  delle  sviluppabili;  luogo  delle  normali  alla  superficie 
lungo  le  me  singole  linee  di  curvatura^  sono  geodetiche  deUa  superficie  evoluta. 
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Per  dimostrarlo  cominciamo  dall' osservare  che  ogni  normale  all'evol- 
vente è  tangente  in  due  punti  all'  evoluta  e  precisamente  alla  prima  falda 
81  nel  primo  centro  Mi,  alla  seconda  falda  Sa  nel  secondo  centro  M^. 
Consideriamo  ora  un  elemento  M  M'  di  una  linea  di  curvatura  del  secondo 
sistema.  Le  normali  in  M,  M'  s'incontrano  (a  meno  d'infinitesimi  d'ordine 
superiore)  nel  secondo  centro  Ma  e  toccano  la  1."  falda  Si  nei  rispettivi 
primi  centri  di  curvatura  Mi,  M'i  su  queste  normali. 

Il  piano  M  Ma  M'  contiene  dunque  due  direzioni  distinte  Mi  Ma,  Mi  M'i 
uscenti  da  Mi  e  tangenti  ad  Si  ed  è  per  conseguenza  il  piano  tangente 
in  Mi  alla  prima  falda.  Ne  segue  intanto: 

La  normale  in  Mi  (dia  prima  falda  è  parallela  alla  tangente  in  M  alla 
prima  linea  di  curvatura;  similmetde  dicasi  per  l'altra  falda. 

Ora  se  Ci  è  una  linea  di  curvatura  del  1.°  sistema  e  Fi  lo  apigolo 
di  regr^so  della  sviluppabile,  generata  dalle  normali  a  S  lungo  Ci,  la  tan- 
gente a  Ci  in  M  è  parallela  alla  normale  principale  della  curva  evoluta  Ti^ 
onde  risulta  dimostrato  il  teorema  sopra  enunciato. 

Possiamo  di  piil  facilmente  determinare  quali  sono  sopra  una  delie 
falde  dell'evoluta,  p.  e.  la  prima,  le  curve  traiettorie  ortogonali  di  queste 
geodetiche  Pi.  E  infatti  se  h  è  una  di  queste  traiettorie  ortogonali  sopra 
Si,  (  la  linea  corrispondente  di  S,  le  normali  a  S  lungo  t  generano  una 
superficie  rigata,  sulla  quale  le  curve  t,  h  sono  traiettorie  ortogonali  delle 
generatrici.  Il  segmento  MMi  di  questa  generatrice  compreso  fra  t,  ti  è 
adunque  costante  (teorema  (A)  pag.  154)  quando  M  si  sposta  lungo  t,  cioè 
lungo  la  linea  (  di  S  è  costante  il  raggio  di  1.'  curvatura  n. 

Dunque:  Le  traiettorie  ortogonali  delle  geodetiche,  inviluppate  scpra  una 
deUe  falde  dell'evoluta  daUe  normali  aUa  evolvente,  corrispondono  a  quelle 
curve  della  superfìcie  evolvente,  lungo  le  quali  è  costante  il  rispettivo  raggio 
principale  di  curvatura  {*). 

Viene  qui  escluso  il  caso  in  cui  il  raggio  principale  di  curvatura  che 
si  considera  è  costante;  ma  allora,  come  ora  si  vedrà,  la  corrispondente 
falda  dell'evoluta  si  riduce  ad  una  linea. 

123.  Confermiamo  per  via  anaKtica  le  proprietà  elementari  precedenti 
e  deduciamone  altre  di  grande  importanza. 

Nel  modo  piti  semplice  eseguiamo  i  calcoli  a  ciò  necessarii,  riferendo 
la  superficie  evolvente  S  alle  sue  linee  di  curvatura  (m,  v).  Indicando  con 

ds^  =  E  du^  -\-  Q  dv^ 
il  quadrato  dell'elemento  lineare,  con  n,  n  i  raggi  principali  di  curvatura 

(*)  Non  sarà  inutile  osservare  che  Ja  dimostrazione  (|ui  data  della  proprietà  che  le 
f,^cost*«  sono  le  traiettorie  ortogonali  delle  T^  e  indipendente  dall'altra  ete  la  T,  siano 
geodetiche.  Ed  anzi  se  no  può  trarre  una  nuova  dimostrazione  di  ([ueato  fatto,  oaaer- 
vaudo  che  per  le  proprietà  delle  curve  evolute  l'arco  delle  LiicveTi  compreso  fra  due 
loro  traiettorie  ortogonali  è  eguale  per  tutte  (CI  n  81,  pig  154  —  nota). 
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corrispondenti  rispettivamente  alle  linee  u,  v,  abbiamo  (n.  54,  e.  IV)  : 

e  le  formolo  di  Goda.zzi  diventano  semplicemente  nel  nostro  caso  (Cf.  le  (V), 
n.  49,  pag.  93) 

d_  /VI]  _  J_  3  Ve     _3_  /Vg]  ^  j^  3V& 

dv     •  n  !  ri       dv      '    du    \  n  /  J'a       du     ' 


(1) 


I  V  ri  nj         dv  dv  \riij 


;i^^'¥5+èa)=«- 


Quanto  alla  equazione  di  Gauss,  essa  si  scri?e 

Nelle  (1)  possiamo  introdurre,  in  luogo  di  E,  G,  i  coefficienti  e,  g  del- 
l'elemento lineare  sferico 

dé^  =:  e  dii^  -|-  g  dv^  ; 

per  le  forniole 

l  du  ra  3m  '  9m  r^   du  '  3w         ra  du 

(3) 

\    dv         n    dv  '    dv         n    dv  '  dv  n    dv  ' 


onde  le  (1)  possono  scriversi 


w 


"      "        si  "  3»  ~ 

in^n)  '-'-^Ip  +  |i  =  0 
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Queste  formole  sono  già  siate  ottenute  al  n.  69,  e.  V,  pag.  182. 

Possiamo  subito  applicarle  alla  ricerca  di  quelle  superfìcie,  per  le  quali 
è  costante  uno  dei  raggi  principali  di  curvatura. 

Sia  p.  e. 

n   =  cost"  ; 
dalle  (1)  e  (4)  segue 

f  =  »  .    1  =  0. 

cioè  le  linee  «^cost"  sono  geodetiche  sulla  superficie  e  sulla  sfera.  Dunque 
una  linea  ji:=cost"  della  superfìcie  S  è  tracciata  in  un  piano  normale  alla 
superficie  ed  avendo  costante  il  raggio  di  curvatura 

è  un  circolo  di  raggio  R.  DescrÌ¥Ìamo  la  sfera,  che  ha  questo  circolo  per 
circolo  massimo;  essa  tocca  la  S  lungo  il  circolo  e  quindi  S  è  l'inviluppo 
di  una  «fera  di  raggio  costante  R,  il  cui  centro  percorre  una  curva  dello 
spazio.  Una  tale  superficie  dicesi  una  superfìcie  eanale.  E  chiaro  che  in- 
versamente ogni  superficie  canale  di  raggio  K,  ha  costante,  eguale  ad  R, 
uno  dei  raggi  principali  di  curvatura.  Delle  due  falde  dell'  evoluta,  quella 
relativa  ai  circoli  si  riduce  evidentemente  all'  asse  della  superficie  canale, 
cioè  alla  curva  luogo  dei  centri  delle  sfere  inviluppanti.  La  seconda  falda, 
come  si  vede  subito  geometricamente,  è  la  sviluppabile  polare  dell'asse. 
124.  Indicando  con  xi,  yi,  zi  le  coordinate  del  1.°  centro  Mi  di  cur- 
vatura, abbiamo  (*)  : 

(5)  xi  :=  X  —  nX  ,    yi  =y  —  n  Y  ,    3i  =  «  —  n  Z  , 

da  cui  derivando  risulta  per  le  (3) 

\du      \       m/du     du    '  du      \       rìjdu     9m     '  3m     V       fa/Sw     du 

(6) 

1  dxi  _     dn  Syi  _  _dri-y  dzi  _      dn  ^ 

\  dv  dv  '  dv  dv  '  dv  dv      ' 

Indicando  coli' apposizione   dell'indice  1  le  quantità   relative  alla  1.' 
falda  Si   dell'evoluta,  troviamo  subito  intanto 

V''G  do  Va  3;;  v^G  dv 

fonnole  che  dimostrano  il  secondo  teorema  osservato  al  n.  122. 


(*)  Si  rioordi  il  senso,  secondo  cui  r^  è  misurato  (n.  52  e.  IV). 
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Troviamo  poi 

onde 

Prendendo  a  linee  ooordinnte  sopra  Si  le  linee  w=cost'°  e  le  n=c03t", 
la  (9)  si  scrive 

(9*)  ds'',  =  dr]  +  E  ("l  —  -Y(^M^ 

ponendo  in  evidenza  che  sopra  Si  le  linee  u  sono  geodetiulie  e  le  loro 
traiettorie  ortogonali  sono  le  n  ^  cost'"  (Cf.  n.  122). 
Osservando  le  forraole  (n.  49  e.  IV)  ; 

?^— J_^^      J_?^     5Xi_        1    3v/G        1    dx     JG^ 
^"         yjG     dv        Vii  du  '     dv  Ve     du        \/E  du      n 

per  i  valori  di 

Di  ,  D'i  ,  D'V 
troviamo  per  le  (6)  : 

■"  3j)    3m 

D"  —  „  "V  ^^i  ^  =  _  y^  ^  . 
■^  9ii    3y  n    Sji 

Eliminando  dal  valore  di  Di  quello  di  —3— ,  per  mezzo  della  1."  delle 
(1),  abbiamo 

(11)  Di  =  4-'-^-^,     D'i  =  0,     D"i=-^^. 

VG  r|    3ì)  »i    3« 

Essendo  D'i=0,  vediamo  intanto  che  suUa  1."  (e  svila  2.')  falda  deh 
V  evoluta  le  linee  u,  v,  corrispondenti  alle  linee  di  curvatura  deW  evolvente, 
formatto  un  sistema  coniugato. 
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Ciò  risulta  anche  immediatamente  dall'  osservare  clie  sulla  Si  le  tan- 
genti alle  linee  u,  lungo  una  linea  v,  generano  una  sviluppabile,  il  cui  api- 
golo di  regresso  è  la  corrispondente  linea  v  sopra  la  seconda  falda   Ss. 

Notiamo  ancora  che  per  la  curvatura  Ki  di  Si  risulta 

Di  D"i  -  D'i 


Sri 
K,= 1--*. 


Similmente,  per  la  curvatura  Kb  della  seconda  falda  Sa, 
(12*)  Ks^  — 


9n 

du 


du 

125,  Diamo  in  questo  numero  una  costruzione,  dovuta  a  Beltrami,  pel 
raggio  di  curvatura  geodetica  di  una  linea  qualunque  tracciata  sopra  una 
superficie,  costruzione  che  dà  subito  un  importante  risultato  per  la  teoria 
delle  superficie  evolute. 

Consideriamo  un  sistema  oo^  di  linee  geodetiche  (^),  tracciate  sopra 
una  superficie  S,  e  sìa  L  una  linea  a  tangenti  coniugate  colle  geodetiche 


(p').  Le  tangenti 
di  regresso  indi 
)  punto  di 


i  lungo  L  alle  {</)  generano  una  sviluppabile,  il  cui  spigolo 
dichiamo  con  F  ;  sia  (  una  qualunque  di  queste  tangenti,  M 
i  contatto  con  S  ed  ffi  quello  di  contatto  col  detto  spigolo 
>  r.  Dimostriamo  che  :  Il  punto  m  è  il  centro  di  airvatura  geo- 
detica in  M  di  gueUa  traiettoria  ortogonale  delle  geodetiche  (g),  che  esce  da  M. 
Prendiamo  infatti  sopra  S  a  linee  coordinate  v  le  geodetiche  (g)  e  a 
linee  u  le  loro  traiettorie  ortogonali.  Prendendo  convenientemente  il  pa- 
rametro M,  avremo  per  l' elemento  lineare  di  S  : 

ds^  =  du^  -\-  G  dv^ 

e  il  raggio  di  curvatura  geodetica  p!,  delle  u  sarà  dato  in  grandezza  e 
segno  dalla  formola  (n.  75  e,  VI)  : 

j^^  __i  aa 

p„  2G3m   ■ 

Ora  siano  x,  «/,  3  le  coordinate  di  M,  i,  tj,  C  quelle  di  m  e  poniamo 


y  Google 


COSTRUZIONE  DI  BELTEAMl  PEL  KASGIO  DI  CURVATURA  GEODETICA  229 

il  valore  algebrico  del  segmento  M  m  eguale  a  r;  avremo  : 

,  .      dx  dy  dz 

Se  spostiamo  M  lungo  la  linea  L  e  con  S  indichiamo  gli  incrementi 
corrispondenti,  risulta  quindi: 


Ora  SS,  Syj,  se  sono  proporzionali  ai  coseni  dì  direzione  della  t 
t  allo  spigolo  di  regresso  F,  onde  moltiplicando  le  precedenti  ordinatiti 
9a;      3)/      3s 
9w   '  3«   '  9ti 

^  3^  3^ "Y  /9icV__  p    -v  9^  3%   1  3G-      -^  9^  3^3;  __ 

■^  3?*  3ìi  '    -^  \3j!  y  '  -^  3??  9m  9p       2  3m   '    -^  3«!  3m'  ' 

avremo 

G  Si)  +  '^  ^  Sp  =  0  , 
2  9m 

cioè 

].  _  _  J^  3G 
r   ~        2G9?i  ' 

Dunque  r  coincide  in  grandezza  e  segno  con  p„,  come  si  voleva  provare. 

Dimostrato  così  il  teorema  di  Beltrami,  consideriamo  di  nuovo  la  prima 
falda  Si  dell'  evoluta  di  una  superficie  8.  Sopra  la  Si  le  traiettorie  orto- 
gonali delle  M^^cost"  sono  le  n^^cost",  mentre  le  linee  a  tangenti  co- 
niugate delle  M  sono  le  v.  Dunque:  H  emiro  di  curvatura  geodetica  di  una 
linea  n=oost'°  sopra  Si  in  un  punto  Mi  è  Upunto  corrispondente  Ma  suUa 
seconda  falda  Sg. 

Ne  segue  che  il  raggio  di  curvatura  geodetica  delie  n=cost"  sopra  Si 
0  delle  ra^cost"  sopra  Sa  è  dato  (salvo  il  segno)  dalla  differenza  n — n 
dei  raggi  principali  di  curvaiitra  della  evolvente. 

126.  Insieme  alla  ordinaria  evoluta  di  una  superficie  S,  composta  delle 
due  falde  Si,  Sa,  consideriamo  ora  brevemente  un'altra  superficie  stret- 
tamente collegata  colla  superficie  S,  il  cui  studio  è  dovuto  a  Rihaucour 
e  che  diremo  con  questo  geometra  la  evoluta  media  di  S.  Consideriamo 
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il  punto  medio  Mo  fra  i  due  centri  di  curvatuira  Mi,  Ma  di  S;  il  piano 
normale  in  Mo  al  segmento  Mi  M2,  cioè  il  piano  condotto  per  Mo  pa- 
rallelamente al  piano  tangente  in  M  aCa  evolvente  S,  si  dirà  il  piano 
medio. 

La  superficie  S  inviluppo  dei  piani  medi!  è  quella  che  porta  il  nome 
di  evoluta  media  della  8  ;  inversamente  diremo  la  S  evolvente  media  della  S. 

Le  coordinate  del  punto  medio  Mo  fra  Mi   e  M2  sono  evidentemente 

n-j-n                            n  +  ra  -^-                        n  +  ra  „ 
xo=x -^—  X  ,  yo=y ^ —  Y ,  20  =  s ^ —  Z 

e  però,  indicando  con  »  la  distanza  (algebrica)  del  piano  medio  dall'  ori- 
gine delle  coordinate,  si  ha 

La  somma  S  X  3;  rappresenta  d' altronde  la  distanza  dell'  origine  dal 
piano  tangente  all'  evolvente  S  ;  indicandola  con  W,  abbiamo  dunque 

Ora,  per  le  formole  di  Weingarten  in  coordinate  tangenziali  (n.  72  e.  V), 


0  differenaiale  secondo  A'a  W  essendo  calcolato  rispetto  all'  ele- 
lemento  lineare  sferico  rappresentativo  della  S  (*).  Ne  segue  quindi 

(13)  o  =  -  ^  A',  W  . 

Con  questa  formola,  che  vale  per  qualunque  sistema  di  linee  coordi- 
nate, viene  evidentemente  risoluto  il  problema:  Data  l'evolvente  franare 
l'evoluta  media.  Essendo  infatti  nota  W,  dalla  {13)  si  calcolerà  cu  e  colle 
formole  (84)  n.  72,  pag.  137,  (ove  per  W  si  porrà  co)  si  determinerà  l'evol- 
vente media  S. 

n  problema  inverso:  Data  una  superficie  S  trovare  le  superficie  S,  di 
cui  ?a  S  è  evoluta  media  si  riconduce  colla  (13)  stessa  ad  una  ben  nota 
questione  d'analisi.  Scelto  infatti  sopra  S  un  sistema  coordinato  (m,  p) 
arbitrario,  conosceremo  cu  in  funzione  di  w,  jj  e  dovremo  determinare  W 
dall'equazione  a  derivate  parziali 

(14)  A's  W  =  —  2  <o  , 

(*)  Si  ossei'vi  elio  ruriìsppndOTdosi  S,  S  punto  per  punto  per  parallelismo  dei  piani 
tangenti,  l' elemento  lìnoaro  sferico  rappresentativo  è  lo  stesso  per  S  0  per  ì^ . 
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ogni  soluzione  della  quale  darà,  come  è  chiaro,  una  soluzione  del  problema. 
In  particolare  se  una  delle  evolventi  medie,  corrispondente  p.  e.  alla  solu- 
zione Wi   deUa  (14),  è  nota,  ponendo 

W  =  Wi  +  Sì  , 

la  ricerca  delle  altre  evolrenti  medie  sarà  ricondotta  alla  integrazione  della 
equazione 

(14*)  A'a  fì  =  0  . 

Basterà  assumere  a  linee  coordinate  (m,  v)  un  sistema  cui  corriaponda 
un  sistema  isotermo  sulla  sfera,  per  dare  alle  (14),  (14*)  la  forma  ben 
nota  in  analisi 


('5>                              ai^  +  Tw=^"' 

■,p), 

ove  f  è  una  funzione  nota  di  w,  «,  o  nel  2." 

caso  r  altra 

^  +  ^- 

Se  la  evoluta  media  si  riduce  ad  un  punto,  le  evolventi  sono  le  super- 
ficie studiate  da  Appell  (*),  per  le  quali  i  piani  medii  passano  per  un  punto. 
Esse  corrispondono  alle  soluzioni  della  (15*)- 

127,  Applichiamo  i  teoremi  generali  sulle  evolute  ad  un'importante 
classe  di  superficie,  quelle  i  cui  raggi  prìncipali  di  curvatura  n  n  sono 
legati  fra  loro  da  una  relazione 

'?  (n,  ra)  =  0  . 

Per  abbreviare,  indicheremo  ogni  superficie  di  questa  classe  come  una 
superficie  W. 


(*)  American  Joumnl  of.  Mathematics,  v.s  X. 

NeOo  stesso  volume  Goursat  ha  studiato  le  superficie  più  generali  che,  nelle  nostre 
notazioni,  hanno  la  proprietà  espressa  dalla  forinola 

j-,  -j-  j-j  =  «,  "W  {n  costante). 
La  loro  dettìrniinazione  dipende  dalla  equazione 

A'j  w  =  (b  —  2;  w. 

Per  esse  la  (13)  diviene 


e  dimostra  che  :  L'evoluta  media  di  una  superficie  di  Goursat  è  mia  nuova  superfìcie 
di  Gnursaf  omotetica  alla  primitiva. 

È  questa  evidentemente  tina  proprietà  ca,ratteristica  delle  superficie  di  Goursat. 
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Alle  superficie  W  siamo  subito  condotti  dall'  esame  della  questione  se- 
guente. Stabilendo  fra  i  punti  delle  due  falde  Si,  Ss  della  evoluta  quella 
corrispondenza,  che  nasce  dalla  loro  stessa  generazione  geometrica,  riguar- 
dando cioè  come  corrispondente  ad  oj^i  centro  Mi  di  1.'  curvatura  del- 
l'evolvente 112,"  centro  Ms,  domandiamo:  Quando  accade  che  stdle  due 
falde  deìV evoluta  si  corrispondono  le  lime  assintotiche?  Sarà  per  ciò  ne- 
cessario e  sufficiente  che  i  coefficienti  della  2.'  forma  fondamentale  di  Si 
siano  proporzionali  a  quelli  della  2."  forma  fondamentale  di  Ss. 

Ora,  dalle  (11),  si  ha  per  Si  ; 


Di  :  D'i  :  D\ 


=  E  ri  1^  :  0  : 
dv 


i  q,uindi  per  Sa 


'  dv 


La  condizione  imposta  porta  alla  relazione 


Sri 

dn 

3« 

dv 

in 
du 

Sr, 
3t) 

la  quale  esprime  che  n,  ra  sono  legati  da  una  relazione.  Abbiamo  quindi 
il  teorema  di  Bibaucour:  La  condizione  necessaria  e  sufficiente,  affinchè 
sulle  due  falde  dell'evoluta  si  corrispondano  le  linee  assintotivhe,  >  he  la 
superficie  evolvente  sia  una  superficie  W. 

E  chiaro  che,  invece  di  parlare  della  corrispondenza  delle  linee  assm- 
totiche  sopra  Si,  Sa,  si  può  anche  dire  che  ad  ogni  sistema  coniugato  sopra 
Si  corrisponde  un  sistema  coniugato  sopra  Sa.  Per  tal  modo  si  di  foima 
reale  alla  corrispondenza,  anche  se  le  linee  assintotiehe  sopia  Si  % 
sono  immaginarie.  Non  sarà  inutile  ossei'vare  che  sulle  due  falde  Si  Sa 
corrispondendo  già  alle  linee  di  curvatura  della  evolvente  S  qualunque 
essa  sia,  due  sistemi  coniugati,  basterà  aggiungere  la  condizione  che  id  un 
nuovo  sistema  coniugato  di  Si  corrisponda  un  altro  sistema  coniugato  di 
Sa,  per  trovarsi  nel  caso  della  corrispondenza  ora  considerata  (*) 

Se  si  aggiunge  poi  la  condizione  che  alle  assintotiche  delle  due  falde 
di  una  superfìcie  evoluta  corrispondano  le  assintotiche  della  evolvente,  la 
cui  equazione  differenziale  è 

—  du^  A av^  =  0  , 


(*)  Basta  applicar! 
1.31  e.  n  (Cf.  aaciie  p 


e  due  seconde  forme  foadaioeatali  fli  S,,  S,  il  risultato  del 
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si  trovano  subito  le  due  condizioni 

du  ov 

onde  il  teorema  :  Per  le  evolute  delle  superficie  a  curvatura  costante  e  per 
queste  soltanto  accade  che  alle  assintoiiche  della  evolvente  corrispondono  le 
assintotiche  sulle  due  falde  deW  eoduta. 

Osserviamo  in  fine  che  le  formole  (12),  (12*),  applicate  alle  curTature 
delle  due  falde  della  evoluta  di  una  superfìcie  W,  danno: 

i  (ri  — ra)^  dn 

(16) 


\  (n — ra)^  dn 

e  ne  risulta  quindi  il  notevole  teorema,  di  Halpben,  espresso  dalla  forraola 
1 


128.  Un  altro  teorema  di  Ribaucour  si  deduce  agevolmente  dalle 
nostre  formole  generali.  Esso  è  relativo  al  caso,  in  cui  sulle  due  falde 
dell'evoluta  di  una  superficie  8  si  corrispondono  le  linee  di  curvatura. 
L'equazione  differenziale  delle  lìnee  di  curvatura  sulla  1.'  falda  Si 

I  Ei  rfw  +  Pi  dv    ,      Fidu-^  Gì  dv  ì 

I  Di  du-\-  D'i  dv    ,      L'i  du  ~\-  D"i  dv  \ 

sviluppata  colle  formole  (9),  (11),  diventa 

cu  àv 


Per  l'equazione  differenziale  delie  linee   curvatura   sulla  2."  falda  Sì 
si  ha  analogamente 

(18*)  Er!  1^1^  «fM^+  1e  G  (:r2~ri)^+  Grl~~  +Er;f -'-YlrfMrfi^-l- 
^       '  du  dì>  '    {  du   du  \  ^w  /   ) 

5  Sri  9/-a  ,  .        -, 
Se  le  linee  di  curvatura  si  debbono  corrispondere  sulle  due  falde,  le 
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due  equazioni  (18),  (18*)  debbono  coincidere,  i!  che  dà  subito  le  condizioni 

3n  dru      dn  3ca 

du        du  ^    dv         9»   ' 

ovvero  n — rs^cost".  Dunque:  Soltanto  fer  le  due  falde  dell'evoluta  deUe 
superficie  W,  i  cut  raggi  di  curvatura  sono  legati  dalla  relazione 

n  —  rs  =  E  (B  cost") , 

accade  che  le  linee  di  curvatura  si  corrispondono.  Le  formole  (16}  dimo- 
strano d'altronde  che  in  tal  caso  :  le  due  falde  dell'evoluta  sono  superficie 

colla  medesima  curvatura  costante  negativa  K  ^  —  ^^  (*). 

Osserviamo  che  le  assintotiche  si  corrispondono  egualmente  sulle  due 
falde  e  di  più:  gli  archi  corrispondenti  di  assinioiiche  sano  egauh.  E  in- 
vero abbiamo  per  la  (Q*) 

,  .      E 

ds,  =dr,-\-  -^  (ra  —  n)  ^  du^ 

dsl  =  drl-\-  -j  (rg — ny  dv^ 

ed  essendo  dr]^drl,  e  inoltre  lungo  le  assintotiche  (n.  127} 

'E.rldu^^Grldv^ , 
segue  appunto 


Quest'ultima  osservazione  è  dovuta  a  Lie,  Le  eleganti  proprietà  ora 
dimostrate  sono  suscettibili  di  un'  importante  generalizzuzione,  che  faremo 
conoscere  in  seguito. 

129.  Lie  ha  osservato  che:  Sopu  ogni  superficie  W  si  possono  de- 
terminare con  quadrature  le  linee  di  curvatura.  Daremo  piti  tardi  ia  di- 
mostrazione di  Lie;  ora  riportiamo  la  dimostrazione  analitica  di  Wein- 
garten  di  questo  teorema.  Ricordiamo  per  ciò  che  l'equazione  differenziale 
delle  linee  di  curvatura  di  una  superficie  S  si  ottiene,  eguagliando  a  zero 
il  covariante  quadratico 

I  E  t?M  +  F  (?»   ,    ¥du^Qdv  \ 


^  = 


y'EU— F^j  Ddu+D'dv  ,    D'dw+D"rf-y  | 
delle  due  forme  fondamentali.  Indichiamo  con  Kj,  la  curvatura  di  questa 

(*)Le(i6)dimoalrano  anche  che  soltanto  per  le  evolute  delle  superficie  ri— ra=ooBtt'' 
e  per  quelle  delle  siipei'Scie  ad  afea  minima  accade  che  le  curvature  delle  due  falda 
noi  punti  coifispondenti  Bono  eguali. 
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forma  differenziale  e  per  calcolarla  assumiamo  a  linee  coordinate  le  linee 
di  curvatura,  ponendo 

e  avremo 

^  =  ^6  g  (n  —  Vi)  du  dv  , 

quindi  (n.  29,  pag.  52,  forinola  (IV)) 

^        _  1  i  dno^yl~e  _|_  3Mog\/^  _j_  9Mog(n— ra) 

{n^rs)\eg  {     dudv  dudv  dudv 

Ma  per  le  (4)  n.  123  pag.  225,  si  ha: 

9^1ogv'  e  3        di> 

dudv  du  n  —  n 

dn 
3^Iog\/^  „    ^        ^^ 

du  dv  dv  r2  —n 


e  quindi 


dn 


\'eg(:n—r2y     dn      dr2_ 
du        dv 

Dunque  :  Per  le  superficie  W  e  per  queste  soltanto  la  forma  ^  è  a 
curvatura  ntdla.  Il  teorema  enunciato  risulta  allora  dal  n.  29,  e.  II. 

Rispetto  alle  linee  assintotiche  di  una  superficie  W,  non  si  conosca 
un  teorema  analogo,  salvo  nei  due  casi  particolarmente  interessanti  delle 
superficie  d'arca  minima  e  delle  supei-ficie  pseudosfericlie.  Per  le  prime  la 
2.'  forma  fondamentale 

D  du^  -j-  2  D'  du  dv  -]-  D"  dv^ 
è  (indefinita)  a  curvatura  nulla  e  per  ie  seconde  la  forma  stessa,  mol- 
tiplicata per  n — n,  diventa  ancora  a  curvatura  nulla  (Cf.  n.  66,  67);  ne 
risulta  quindi  (n.  29,  e.  II)  che  le  assintotiche  ai  ottengono  per  quadrature. 
130.  La  proprietà  piti  importante  e  feconda  della  teoria  delle  super- 
ficie "W  è  quella  espressa  dal  bel  teorema  di  Weingarten: 

A}  Ciascuna  falda  dell'evoluta  di  una  superficie  W  è  applicabile 
sopra  utia  superficie  di  rotazione,  che  dipende  unicamente  dalia  relazione 
che  lega  i  raggi  principali  di  curvatura  n,  r^  della  evolvente  W. 
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La  dimostrazione  risulta  subito  dalle  proprietà  fondamentali  dei  nu- 
meri 124-125.  E  infatti  sopra  la  1.'  falda  Si  dell'evoluta  le  n=cost'' 
sono  geodeticamente  parallele  e,  poiché  il  loro  raggio  di  curvatura  geo- 
detica 

^■i  —  n 
è  funzione  di  n  soltanto,  esse  sono  altresì  a  curvatura  geodetica  costante 
e  però  la  Si  è  applicabile  aopra  una  superficie  di  rotazione  (n,  101,  e.  VII). 
Inoltre,  poiché  la  funzione 

f{ri)  =  ri~n 
dipende  unicamente  dalla  relazione  che  lega  ri,  ra,  anche  la  seconda  parte 
del  teorema  risulta  evidente. 

Direttamente  risulta  il  teorema  dalla  forraola  (9*}  n.  124 


cfe!=df!  +  En-^-j  du^; 

calcolando  infatti 

31„g|Va(l-:i)j     3,„^yg   1        1- 

n  dr2 
n  dn 

dn                       dv      dn  +    r 

i—n 

3» 

osservando  la  1."  delle  (1)  pag.  225,  troviamo 

31ogjVB(l-^i)j            1 

/jr!^  +  f<») 


>/E    1- 


ido  u   in   le        du,  si  ha  quindi  il  risultato: 
L'elemento  lineare  della  1."  falda  Si  della  evoluta  di  una  superficie  W 
è  dato  dalia  forinola 

2  r-^- 

(19)  dsl^drl-j-e  ^'-       ^^du^. 

È  chiaro  che  la  2,'  falda  Sa  della  evoluta  sarà  applicabile  sopra  una 
superficie  di  rotazione,  il  cui  elemento  hneare  è  dato  da 

2  /•    '^' 
(19«)  (h\  =  ilA   h«    '     "       "*'. 

Dal  teorema  di  Weingarten  ora  dimostrato  si  può  nuovamente  trarre 
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il  teorema  al  n.  129,  nel  modo  come  ha  fatto  L  e  E  infatti  sulla  Si  co- 
nosciamo immediatamente  le  n^cost"  e  n  a  |  ad  ■ìtura  (n.  39,  e.  Ili) 
si  hanno  le  traiettorie  ortogonali,  alle  qu  1  uUa  ol  ente  W  corrispon- 
dono le  linee  di  curvatura  del  1.°  siste  na  n  Ime  te  dicasi  per  quelle 
del  2."  sistema. 

131.  Come  Weingarten  stesso  ha  dimostrato,  insieme  al  teorema  A) 
sussiste  il  suo  reciproco,  salvo  un  caso  d'ecce/.ione  che  sarà  piià  avanti 
notato.  Per  dimostrarlo  ci  serviremo  delle  considerazioni  geometriche  se- 
guenti, dovute  a  Belfcrami  (*). 

Sopra  una  superficie  arbitraria  S  tracciamo  un  sistema  oo^  di  linee  (g) 
e  consideriamo  il  sistema  oo^  di  rette  loro  tangenti.  Affinchè  queste  rette 
costituiscano  le  normali  ad  una  superfìcie  S  è  necessario  che  le  (g)  siano 
geodetiche,  poiché  nna  delle  falde  della  evoluta  della  £  è  allora  la  8 
(n.  122).  Dimostriamo  che  questa  condizione  è  altresì  sufficiente.  Se  le 
(^ì'scno  geodetiche,  sia  t  una  loro  traiettoria  ortogonale  e  consideriamo 
le  00^  curve  evolventi  (C)  delle  (g),  che  hanno  il  loro  punto  di  partenza 
da  (;  la  superficie  I,  luogo  di  queste  evolventi  C,  avrà  appunto  per  nor- 
mali le  tangenti  alle  (g).  E  infatti,  se  MP  è  un  tratto  di  una  delle  tan- 
genti, compreso  fra  il  punto  di  contatto  M  con  una  geodetica  ^  e  il  punto 
P  ove  incontra  S,  esso  è  intanto  normale  in  P  alla  evolvente  C  ;  se  spo- 
etiamo M  lungo  una  traiettoria  ortogonale  (*  delle  17,  MP  rimane  costante 
ed  eguale  all'  arco  delle  {g)  compreso  fra  t,  i!  e  perciò  il  luogo  degli 
estremi  P  sopra  S  è  altresì  normale  in  P  al  tratto  M  P.  La  tangente 
M  P,  essendo  dunque  normale  in  P  a  due  diverse  curve  uscenti  da  P  sopra 
S,  è  normale  a  S  e.  d.  d. 

Abbiamo  dunque  il  risultato:  La  condizione  necessaria  e  sufficiente, 
perchè  un  sistema  00*  dì  rette  tangenti  ad  una  superficie  S  ma  il  sistema 
delie  normali  di  una  e  quindi  di  infinite  superficie  (paraMele)  S,  è  che  le 
linee  inviluppate  sopra  S  da  queste  rette  siano  geodetiche  di  S. 

È  chiaro  che  S  è  una  falda  dell'evoluta  di  una  superficie  S  e  uno  del 
ra^i  principali  di  curvatura  di  S  è  l'arco  delle  geodetiche  {g),  contato 
da  una  traiettoria  ortogonale  fissa.  La  seconda  falda  S'  dell'evoluta  di  S 
si  dirà  la  superficie  complementare  di  S  rispetto  alle  geodetiche  (^).  Essa 
può  anche  definirsi  come  il  luogo  dei  centri  di  curvatura  geodetica  delle 
traiettorie  ortogonali  delle  ig)  (n.  125). 

132.  Possiamo  ora  dimostrare  facilmente  il  teorema  reciproco  di  Wein- 
garten.  Sia  infatti  S  una  superficie  applicabile  sopra  una  superficie  di 
rotazione  e  supponiamo  che  le  geodetiche  (<;)  defonnate  d&i  meridiani  non 
siano  linee  rette.  Le  oo^  tangenti  delle  (^)  sono,  per  quanto  precede,  le 
normali  di  una  superficie  S  e,  se  con 

ds^=  du^  -j-  f^  (u)  dv^ 


(*)  Ricerche  di  analisi  applicate  alla  geometria  (Giornale  di  matematicho,  voi.  II,  IH) . 
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indi  chi  amo  l'elemento  lineare  della  S  riferito  alle  geodetiche  (p')  «'=cost" 
e  alle  traiettorie  ortogonali,  con  n,  r^  i  raggi  principali  di  curvatura 
della  evolvente,  abbiamo 

yi  =  M  +  cost" 

n  —  ra         tp  (m) 

e  però  n,  ra  sono  legati  da  una  relazione,  che  dipende  unicamente  dalla 
forma  della  funzione  f.  cioè  dalla  superficie  di  rotazione,  su  cui  è  appli- 
cabile la  S.  Il  caso  escluso  si  presenta  in  effetto  e  le  ricerche  sulle 
superficie  rigate  del  eap.  Vili  (n.  119-121}  lo  caratterizzano  perfetta- 
mente; se  le  geodetiche  (g)  deformate  dei  meridiani  sono  linee  rette,  la 
superficie  È  il  luogo  delle  binormaU  ad  una  curva  a  torsione  costante  e  la 
superficie  di  rotazione,  su  cui  è  applicabile,  è  il  catenoide  (n.  105,  e.  VII). 
Possiamo  dunque  enunciare  il  teorema  reciproco  di  Weingarten: 

B)  Escluse  le  superficie  rigate  luogo  delle  bin<ynnaU  aUe  curve  a 
torsime  costante  (aiJpUcaUli  sul  catenoide),  ogni  altra  superficie  applicabile 
sopra  una  superficie  di  rotazione  può  considerarsi  come  una  falda  dd- 
l'evolìita  di  una  supeificie  W. 

133.  I  teoremi  dei  numeri  precedenti  dimostrano  che  i  due  problemi 
di  trovare  tutte  le  deformate  per  fiesaione  delle  superficie  di  rotazione,  o 
di  determinare  le  superficie  W,  si  equivalgono  perfettamente.  L'  ultimo 
problema  pub  alla  sua  volta  ridursi,  come  ha  dimostrato  Weingarten,  alla 
ricerca  di  quei  particolari  sistemi  di  linee  ortogonali  sulla  sfera,  che  danno 
all'elemento  lineare  la  forma 

ds'^  =  e  du^  -\-  g  dv^  , 

dove  g  è  una  funzione  di  e. 

Per  dimostrarlo,  osserviamo  che  le  (4)  n.  123,  nel  caso  che  la  super- 
ficie appartenga  alla  classe  W,  possono  scriversi 

3  log  Ve  _  3^    Z'    dr2 


A 


91ogV  g 3    f    dn 


3» 


euJ  Ti  - 


onde  integrando  e  cangiando  convenientemente  i  parametri  u,  v,  potremo 
porre 

drì  n    dri 


n    drì 


(20)  V« 

e  però  e,  g  diventano  funzioni  l'uno  dell'altro. 
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e  saranno  \j  t/ ,  n,  n  fu 

nàoni  d 

n  =  Ti 

* 
"  di 

e  la  seconda  della  (20) 

stesse  dì 

^ì  ' 

Sb  poniamo 

ne  risulterà 

" 
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È  utile  scrivere  le  forinole  precedenti,  liberate  dai  segni  di  quadrature. 
Perciò,  supposto  che  r^  non  sia  costante  e  quindi  nerameno  \/  e,  poniamo 

VI  =  1 

funzioni  di  a.  La  1."  delle  (20)  dà 


drì 
da 

9  (a), 

0  {a)  -  ,,  (/  (.)    ,      V  S  =  p^  . 

>  COSÌ  enunciare  il  nostro  risultato  sotto  la  forma  : 
C)  Se  di  una  superficie  W  si  fa  la  rappresentazione  sferica  di  Gauss, 
potranno  scegliersi  i  parametri  u,  o  delle  sue  linee  di  curvatura  in  guisa 
che  V  eìemetito  lineare  sferico  assuma  la  forma 

(21)  *=-^  +  p-W' 

dove  a.  è  funzione  di  u,  v  e  i  ruggì  dì  curvatura  n,r2  della  W  sono  dati 
dalle  formole 

(22)  n=S  (a)    ,     n=9  (a)-aS'(a). 

Sussiste  poi  il  teorema  inverso: 

C*)  Se  l'elemento  lineare  (21)  appartiene  alla  sfera  di  raggio  1,  esiste 
una  corrispondente  superficie  W,  che  rappresentata  suUa  afera  ha  per  im- 
magini deUe  linee  di  curvatura  il  sistema  sferico  (u,  v)  ci  cui  raggi  prindpali 
di  curvatura  sono  dati  dalle  (22). 

Ci6  risulta  subito  da  che  le  equazioni   fondamentali  (4)  n.  123  sono 
allora  soddisfatte. 

Aggiungiamo  che,  note  X,  Y,  Z  in  funzione  di  u,  v,  si  avrà  la  super- 
ficie W  con  quadrature  dalle  formole  : 

'  =/('■"  ?■'■*  +  "  ?*)  ■  "  =Ji"  s  <''+'''?,  *)  • 


'=/(" 


3Z  j    _i_       3Z  , 
^  rfM  H-  n  ^-  « 
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Operando  sulla  (I)  n.  123,  come  ora  abbiamo  fatto  sulle  (4),  otteniamo 
i  teoremi  seguenti,  che  basterà  enunciare: 

D}  L' elemento  lineare  di  una  superficie  W,  Hf erito  alle  linee  di  cur- 
vatura {u,  v),  può  porsi  sotto  la  forma 


(23)     ■  ds^ 


■   G'^  (p)  ' 


dove  p  è  una  funzione  di  u,  v,  e  i  raggi  principali  di  curvatura  della  W 
saranno  dati  dalle  formale 

(24)  i  =  8  ®  ,l  =  0(p)_p8'(p). 

D*)  Se  l'elemento  lineare  (23)  è  tale  che,  calcolandone  la  curvatura, 
risulti 

K  =  9(P)  |^9(p)^pff(BJ, 

esso  apparterrà  ad  una  superficie  W,  i  cui  raggi  di  curvatura  saranno  dati 
dalle  (24). 

E  infatti  la  equazione  di  Gauss  e  le  equazioni  di  Codazzi  risulteranno 
allora  soddisfatte.  ■ 

134.  Limitiamoci  per  ora  ad  applicare  i  risultati  precedenti,  in  par- 
ticolare i  teoremi  C)  C*),  a  due  casi  nei  quali  si  può  determinare  per 
quadrature  la  classe  completa  di  superficie  W,  i  cui  raggi  di  curvatura  sono 
legati  da  una  determinata  relazione  e  quindi,  pel  teorema  di  Weingarten, 
la  classe  completa  di  superfìcie  applicabili  sopra  una  determinata  super- 
fìcie di  rotazione. 

Il  1."  caso  è  quello  in  cui  il  sistema  {u,  v),  che  dà  all'  elemento  lineare 
sferico  la  forma  (21),  è  un  sistema  isotermo.  Allora  si  porrà  semplicemente 

ff  (I)  =  »   ,     8  (.)  =  ^ 


Le  corrispondenti  superfìcie  sono  tutte  e  sole  le  superficie  d'area  mi- 
nima e  si  ottengono  per  quadrature.  Il  catenoide  essendo  una  superficie 
di  rotazione  d' area  minima,  le  evolute  delle  superfìcie  minime  sono  appli- 
cabili sulla  evoluta  del  catenoide,  cioè  sulla  superfìcie  di  rotazione  che 
ha  per  curva  meridiana  l' evoluta  della  catenaria  e  per  asse  la  direttrice  (*). 


(*)  Per  l'una  o  l'altra  falda  dell'evoluta  di  una 
dalle  (19),  (19*)  la  fotmola  ; 

ds^  =.  d'^^  -I-  a   d^K 
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Di  questa  superficie  di  rotazione  possiamo  dunque  ottenere  per  quadrature 
tutte  le  deformate  per  flessione. 

Un  secondo  caso  risulta  dai  teoremi  al  n.  83,  e.  VI  sulle  ellissi  e  le 
iperbole  geodetiche. 

Sappiamo  infatti  ridurre,  nei  modo  più  generale,  l'elemento  lineare  della 
sfera  alla  forma 

(26)  ds^  = ---^   +   j^, 

sen^  y-j  cos^  [j) 

cbe  appartiene  appunto  al  tipo  (21),  ove  si  faccia 

a  =  sen  y  ,     H'  (a)  =  cos  -g"  . 

da  cui 

8  W  =  1+=°°"  . 
Le  (32)  danno  quindi 

(26)  ,,,_?i+pii«    ,      „_?i^|Sli? 

e  per  la  relazione,  che  lega  i  raggi  di  curvatura  delle  corrispondenti  su- 
perficie W: 

(27)  2  (,-,-,■,)  =  ™  [li  (r;+n)]. 

Sappiamo  dunque  determinare  per  qiiadrature  la  classe  completa  di 
queste  superficie  W,  per  quanto  la  relazione  che  ne  lega  i  raggi  di  cur- 
vatura sia  di  forma  ben  complicata. 

Le  due  falde  dell'  evoluta  di  queste  superficie  W  hanno  per  rispettivo 
elemento  lineare,  per  le  (19)  {19*}  n.  130 


4  (\^^  4^2  +  co3^  (~J  du^ 


ds\  =  ^)^  cos*  (^-g-j  <^^^  +  3en^  [-^^j  dv"    j  ; 

esse  sono  dunque  applicabili  l'una  sull'altra  (giacché  dsi  si  cangia  in  ds'i 
mutando  w  in  ~ — oì  ed  m  in  »?)  e  sopra  una  medesima  superficie  di  rotazione. 
Anche  di  questa  speciale  superficie  di  rotazione  sappiamo  dunque  deter- 
minare tutte  le  deformate  per  fiessione. 
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Ritorneremo  su  questi  risultati  in  un  prossimo  capìtolo,  quando  po- 
tremo far  conoscere  la  elegante  costruzione  geometrica  di  Darboux,  per 
ottenere  tutte  le  superfìcie  W  della  classe  (27). 

135.  Applichiamo  in  fine  il  teorema  di  Weingarten  a  sviluppare  alcune 
conseguenze,  che  riguardano  le  superficie  pseudo sferiche. 

Tutte  le  evolute  delle  superfìcie  pseudosferiche  sono  applicabili  aopra 
una  medeaima  superficie  di  rotazione,  l'evoluta  della  pseudosfera,  cioè  il 
catenoide;  dunque; 

Ciascuna  falda  deW  evoluta  di  una  superficie  pssudosferica  è  applicabile 
sul  catenoide.    . 

Oonsideriamo  ora  sopra  una  superficie  pseudosferica  S  uno  degli  infiniti 
siatemi  di  geodetiche  v,  che,  presi  a  linee  coordinate  insieme  colle  traiet- 
torie ortogonali,  danno  all'  elemento  lineare  una  delle  tre  forme  del  tipo 
parabolico,  ellittico  o  iperbolico  (n.  98,  e.  VII)  : 

(I)  ds^  =  du^ -{- e'^  dv^ 

(II)  tfe'  =  du^  -f  R^  senh^  (-'^)  dv^ 

(III)  ffes  =  du^  +  cosh^  (^  dv^  . 

Ogni  volta  le  tangenti  alle  geodetiche  v  costituiscono  le  normali  di 
una  superficie  (evolvente)  W  e  noi  vogliamo  ora  ricercare  da  quale  relazione 
saranno  corrispondentemente  legati  i  raggi  principali  n,»'^  di  curvatura 
della  W,  Considerando  la  superficie  pseudosferica  S  come  1.'  falda  del- 
l'evoluta dì  W  e  paragonando  le  forme  (I),  (II),  (III)  dell'elemento  lineare 
colla  (19)  n.  130 

ds',  =  dr\  +  e     "^  *^     ^^  dv] , 
dovremo  eguagliare  i  due  elementi  lineari,  ponendo 

Il  =^  n  -}-  G    ,     i!  =  X  l'I   (C,  X  costanti). 

Per  la  relazione  che  lega  n,  ra  troviamo  così  corrispondentemente  nei 
tre  casi 

{!')  n— n  =R 


(II)  n-n  =  B  tangh  (^^^) 
(Iir)  n-ra  =  R  coth  f^'  ^  ^^  . 


11  valore  di  C  nelle  ultime  due  forraole  dipende  dalla  speciale  evol- 
vente S,  che  si  considera. 
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Doma  iiamo  o  a     '<     q  al       jeìfìcie  di  rotazione  f 
rispeth        p  rfi        of  jì     ett       d    S  nei  tre  casi  '^ 

Nel  1  ca  0  la  posta  ulta  s  bito  dal  teorema  al  n.  128  ;  si  vede 
che  la  supe  fi  e  nij  1  menta  e  e  allo  a  una  nuova  superficie  pseudosferiea 
di  ragg  o  R  Poss  a  o  enunc  are  q  esto  importante  risultato  (le  cui  con- 
seguenze sa  n  3  luppate  nel  cai  XVÌl)  così:  Il  luogo  dei  centri  di  atr- 
vatura  j    1 1   a  d  s  st         d    ty  iddi  paralleli  sopra  una   superficie 

pseudosf  uà       o  a      p    fi      pseudosferica. 

Venendo  agi  alt     due  osserv  amo  che  per  l'elemento  lineare  della 

seconda  falla  d  li      oluta    dalla  (19  )  n.  130,  si  trova 

dsl  =  tangh*  (  — -^ —  j  dr,  +  - 


nel  caso  (II),  e 

-  C\    ,  ,    ,  dv^ 


ds]  =  coth'' 


-     >       '         .e„..(^) 


nel  l."  caso  e 

E^_ 


nel  caso  (III).  Le  curve  meridiane  delle  corrispondenti  superfìcie  di  ro- 
tazione possono  definirsi  colle  equazioni 

li  D  U      .        1         ,  \ 

Y  ^m sen  p   ,     3  =  K     log  tang    -  (c  -J-  cos  y 

v'RU^-j-l  '  ^  ' 

y  ,     ^  =  R     log  tang  2"  ¥>  +  cos  ^  j 

nel  2.*,  h  essendo  una  costante.  Paragonando  queste  formole  colle  altre 
(n.  99,  pag.  184) 

r  =  Rs6n!p,      2  =  E,f  log  tang  —  (f  +  cos  tp  ì  , 

si  vede  che  la  prima  curva  è  la  proiezione  delia  trattrice  ordinaria  aopra 
un  piano  per  l'assintoto;  la  diremo  trattrice  accorciata.  La  seconda  curva 
ha  invece  per  proiezione  ortogonale  sopra  un  piano  per  l'assintoto  la  trat- 
trice stessa  e  si  dirà  trattrice  allungata. 

DTinc[ue:  Le  superfìcie  complementari  di  una  superfìcie  pseudosferica  net 
ri^ettim  casi  (I),  (II),  (IH)  sono  applicabili  svila  superficie  di  rotazione  che 
ha  per  meridiano  rispettivamente  la  trattrice  ordinaria,  la  Is-attrice  accor- 
data 0  la  trattrice  allungata  e  per  asse  l'assintoto. 
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Sistemi  CD'  di  raggi  o  congruenze  rettilinee. 


Congcuenze  tettilinee  —  Punti  limiti  e  superficie  principali  —  Congruenze  ifotropp 
di  EHauconr  —  !Fuoohi  a  sviluppabili  della  congruenza  —  Congruenze  normali  — ■  Teo 
rema  di  Beltrami  —  Teorema  di  llaluf  Dupin  —  Congruenze  con  isopgnata  iramigine 
sferica  delle  supeiflcia  principali  —  Congruenze  con  assegnata  immagine  sierica  delle 
sviluppabili  —  Sormole  relative  alle  due  superficie  focali  —  Congruenze  pseuJosfe- 
riche  —  Congruenze  di  Guichard  —  Superficie  di  Guichard  e  di  Voss, 

136.  La  teoria  che  andiamo  a  svolgere  nel  presente  capitolo  riguarda 
i  sistemi  doppiamente  infiniti  di  rette  distribuite  nello  spazio  in  modo  che 
per  ogni  punto  dello  spazio,  o  di  una  conveniente  regione  di  spazio,  passi 
una  retta  o  un  numero  finito  di  rette  del  sistema.  Tali  sistemi  oa^  di  rette 
(raggi)  diconsi  anche  congruenze  rettilinee,  o  semplicemente  congruenze. 
L'insieme  delle  normali  ad  una  superficie  non  è  che  un  caso  particolare 
di  questi  sistemi. 

Questa  teoria,  nata  da  questioni  di  ottica  geometrica,  è  venuta  acqui- 
stando un'importanza  crescente  per  la  teoria  delle  superficie  e  non  sembra 
dubbio  che  debba  vieppiù  contribuire  in  avvenire  ai  progressi  della  geo- 
metria. 

Noi  ne  stabiliremo  qui  i  fondamenti,  attenendoci  specialmente  alla 
classica  memoria  di  Kummer  (*)  e  ne  faremo  conoscere  in  questo  capitolo 
e  nei  seguenti  le  principali  applicazioni. 

Occupiamoci  in  primo  luogo  di  definire  analiticamente  la  congruenza. 
Tagliamo  per  ciò  l' intero  sistema  di  rette  con  una  superficie  S  e  per  ogni 
raggio  del  sistema  riguardiamo  come  punto  di  partenza  il  punto  (o  uno 
dei  punti)  ove  incontra  S.  Riferita  la  superficie  S  ad  un  sistema  di  coor- 
dinate curvilinee  {u,  v),  definiremo  analiticamente  la  congruenza  esprimendo 
in  funzione  di  w,  v  le  coordinate 

X,  y,  z 


{*)  Allsemeine  Theorie  der  geradlinigen  Slrahlensysteme  (Creile  'e  Joraal  ST*). 
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dei  punto  di  partenza  e  i  coseni  di  direzione  del  raggio,  che  indicheremo  con 

X,   Y,    Z. 

Rispetto  alle  funzioni  x,  y,  z,  X,  T,  Z  di  m,  Ji  supporremo  che  esse 
siano  finite  e  continue  insieme  alle  loro  derivate  parziali. 
Conducendo  pel  centro  della  sfera 

x^  +  ?/=  +  ^2  =  I 

il  raggio  parallelo  alla  direzione  positiva  del  raggio  della  congruenza,  le 
coordinate  dell'  estremo  Mi  saranno  X,  Y,  Z  ;  riguarderemo  questo  punto 
come  r  immagine  sferica  della  retta  (m,  v)  della  congruenza.  Variando  la 
retta  (w,  v)  nel  sistema,  il  punto  Mi  descriverà  l'immagine  sferica  della 
congruenza. 

Osserviamo  che  le  coordinate  È,  vj,  C  di  ogni  punto  P  sul  raggio  (w,  v) 
sono  date  dalle  formole 

(1)  i  =  x-'rtX  ,    ■ii  =  y^tY  ,    C  =  3  +  fZ, 

essendo  t  V  ascissa  del  punto  P  sul  raggio,  contata  dal  punto  di  partenza 
V(i^^{x,  y,  z)  come  origine. 

137.  Introduciamo  con  Kummer  le  seguenti  funzioni  fondamentali 


^^  ^U    'du~^  '    -^  3m   Sii  ~  '   '    ^dv   ■èu~^   '    ^dv   dv~^' 

per  le  quali  si  esprimono  le  due  forme  differenziali  quadratiche 

(4)  ds\  =  '^dX^^'^du^-\-1'?  dMdV'{-(ì  dv^ 

(5)  '2idxdX.  =  e  du''  +  (f+f)  dudv-^(f  dv^ , 

che  diremo  le  due  forme  fondamentali.  La  prima  rappresenta  il  quadrato 
dell'elemento  lineare  della  rappresentazione  sferica;  si  osserverà  che  <fe 
misura  altresì  l' angolo  infinitesimo  di  due  generatrici   successive  (m,  v)  , 

Indichiamo  poi  con  dp  la  lunghezza  infinitesima  della  minima  distanza 
del  raggio  (m,  v)  dal  raggio  infinitamente  vicino,  con  cos  a ,  cos  h ,  cos  e 
i  coseni  di  direzione  di  questa  minima  di-stanza  e  in  fine  con  r  il  valore 
dell'ascissa  t  al  piede  di  ép  sopra  il  raggio  (m,  v). 

Abbiamo  : 
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cos  »  :  DOS  6  :  cos  e  =  (Y  dZ-Z  <JY)  :  (Z  dX-X  dZ)  :  (X  iY~Y  «) 

cos  «  :  cos  J  ;  cos  n  =    (  Y  g Z  v-  1  (/m  +  f  Y  ^- Z  ^  1  (?u    ; 

^3X\_j^       /jj.3Y_     _ 

diij  \       dv         ^  dsj 

Per  le  identità  osservate  al  il.  68,  (pag.  128,  nota},  ai  può  scrivere 

;os  a  :  C03  ^^  :  cos  e  =    [  E  -^r F  5-  1  (^m  —  f  G  ^ J  -^  j  dv  , 

,         (  „  3Y      „3Y\  ,  1 


e  risulta  quindi 

I/^ax    „3x\  ,    ,  /„ax     „3X\^ 
eoa  ff  =  — —  ■  ■        ■-— 

Ve  g— F'  Ve  (J«'+2  f  *  *+q  *> 


(EÌ^FÌV»  +  f^?-«|^). 


Ora  si  ha 

(?^  ==  2  C05  a  dx  , 
ossia  per  le  precedenti: 

(7)  dp  =  -—rrè-. 

VE  G-F^  dsi\  e  du^f  dv  ,    f  du^gdv] 

Essendo  r  Y  ascissa  del  piede  di  dp  sopra  il  raggio  (m,  ìÌ)  e  t  quella 
del  punto  ove  incontra  il  raggio  (u^du ,  v-\'dv),  avremo 

X'^r'^-\-dpmBa=^x  +  dx-{-t(T-\-  dX) , 
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colle  analoghe  in  y,  2,  ovvero 

j  r  X  +  (Jp  cos  0.  =  rfre  +  <  (X  +  liX) 

I  r  T  +  iJp  eoa  i  =  dj  +  i  (T  +  (ÌY) 

(  )•  Z  +  iJj)  cos  0  =  <iz  +  (  (Z  +  <iZ) . 

Queste,  moltiplicate  ordinatamente  per  X,  Y,  Z  e  sommate,  danno 

i  =  r  —  2  X  tJ», 

cioè  t  differisce,  come  è  naturale,  infinitamente  poco  da  r.  Moltiplicandole 
invece  per  (K,  (^,  dlj  e  sommando  otteniamo 

2  ii3i  (iX  +  (>■  —  2  X  ci»)  •  2  ■'X'™''' 

onde,  trascurando  gli  infinitesimi  di  ordine  superiore: 

_       '^ik:  il. 

'~~    2«'"' 

cioè 

,  ,  _  _  e  ritt^  +  (/  +  f)  dudv  +  g  dv^ 

^^  E  c^w^  +  2  F  (Ìm  rfiì  +  G  (^«^     ■ 

138.  Le  formole  ora  stabilite  conducono  a  notevoli  conseguenze,  che 
nel  modo  più  semplice  stabiliamo,  servendoci  di  una  conveniente  trasfor- 
mazione delle  coordinate  curvilinee  (m,  v).  Escludiamo  per  ciò  dapprima 
il  caso  che  le  due  forme  fondamentali  (4),  (5)  abbiano  i  coef&cienti  pro- 
porzionali, cioè  che  sussista  la  proporzione 

E:  F:  G  =  .:  ttf  ij. 

Allora,  con  una  trasformazione  determinata  reale  delle  coordinate  w,  v, 
si  può  rendere  simultaneamente  (n.  31,  e.  II) 

F  =  0    ,     /■  +  f  =  0. 

Supposta  effettuata  questa  trasformazione,  la  (8)  diventa 


(8») 


e  du^  -\-  g  dv^ 


Indicando  con  n  il  valore  di  r  corrispondente  a  dv=Qi,  con  n  quello 
corrispondente  a  du=^^,  avremo 
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>  escluso,  per  l'ipotesi  fatta,  il  caso  di  ri=*-s.  La  (8*)  si  scrive 
quindi 

.(,,  _En  <?M*-f  Grs  i^ì)2 


[o  p.  e.  ra  ]>  ri,  si  lia 

'■""■'+  E  rf«s+  G  d-us  -"  ''^       E  du»+  G  dD«  ' 
onde  segue 

Indichiamo  con  Li,  La  i  piedi  delle  minime  distanze  del  raggio  (m,  ») 
dai  due  raggi  infinitamente  vicini  (u-^-du^v),  (u,  v-\-dv)  rispettivamente; 
le  loro  ascÌssesonon,ra.  Per  quanto  precede,  il  piede  della  minima  distanza 
del  raggio  {u,  v)  da  ogni  altro  raggio  infinitamente  vicino  (u-^du ,  v-\-dv) 
cade  entro  il  segmento  Li  La  ;  gli  estremi  Li,  L2  di  questo  segmento  di- 
consj  perciò  i  punti  limiti. 

Se  con 

cos  Ol    ,     cos  b\    ,     COS  Ci 

COS  «2    ,       cos  hi    ,       cos  Ci 

indichiamo  i  valori  di  cos  a,  cos  b,  cos  e  ai  rispettivi  punti  limiti  Li,  Lg, 
abbiamo  dalle  (6) 

1      3X  ,  1     SY  1     3Z 

cos  ai  =  ■■■■■_    —   ,     cos  bi  ^=  - — -  —    ,     cos  ci  =  — z^  —  ■ 
^/ a  dv  \/G  dv  yjG  dv 

1      3X  ,  1      aY  1      3Z 

cos  «a  =  ■■■    _■    —    ,       cos  ()B   ^=  z-    ,       cos  Ci   =  -   _  ■   ■ — ■  , 

Ve   3«  \'É   du  \/E   3m 

onde 

cos  ffli  cos  «s  -\-  cos  hi  cos  Sa  ■-]-  cos  ci  cos  ca  =  0 . 


Si  ha  quindi  il  teorema:  Le  direzioni  delle  minime  distame  del  raggio 
{ti,  i')  da  quei  due  raggi  della  congruenza,  pei  quali  i  piedi  di  esse  distanze 
cadono  nei  punti  limiti  Li,  L»,  sono  fra  loro  ortogonali. 

Chiamansi  piani  principali  del  raggio  (w,  v)  i  piani  condotti  per  questo 
raggio  normalmente  a  quelle  due  minime  distanze;  il  risultato  precedente 
si  enuncia  quindi:  /  due  piani  principali  di  ogni  raggio  sono  fra  loro  or- 


Possiamo  ora  scrivere  la  (9)  in  altro  modo  introducendo  l' angolo  w, 
che  la  minima   distanza  dp  del  raggio  (m,  v)  dal  raggio  {u~{-du ,  ì>-\-dv) 
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forma  con  quella  dpi  relativo  al  punto  limite  Li.  Abbiamo  infatti 

Ve  da 
cos  (o  =  i  cos  a  cos  ai  =  . .  ^ 

Ve  rfM^+G  dv^ 

^°^    "'  ~  E  du^  +  Wd^^    '       ^^"    "  -  E  du^  -f-  G  (?!.« 
e  fero  la  (9)  dà  la  formola  di  Hamilton: 
(10)  r  =  n  cos'  m  -|-  r^  sen'  w  . 

139.  Esaminiamo  ora  il  caso  escluso 


:ttZ':j  =  E;F:a; 


le  considerazioni  del  numero  precedente  rimangono  ancora  applicabili,  colla 
sola  differenza  che  la  trasformazione  effettuata  può  compiersi  ora  in  infiniti 
modi.  Risultando  Jì=r2,  i  punti  limiti  Li,  La  coincidono  sopra  ogni  raggio 
in  un  sol  punto  e  in  questo  punto  cadono  i  piedi  di  tutte  le  minime  di- 
stanze del  raggio  dai  rs^gi  infinitamente  vicini.  Queste  singolari  congruenze 
furono  considerate  la  prima  volta  da  Eibaucour,  che  diede  loro  il  nome  di 
congruenze  isotropie.  Il  loro  studio  presenta  molto  interesse  per  la  relazione 
di  queste  congruenze  colle  superficie  d'area  minima,  cbe  fra  breve  sta- 
biliremo. 

Qui  facciamo  le  osservazioni  seguenti.  Un'equazione 

T  («,..)  =  0 

fra  le  cooi  bnate  u  i  li  un  iag,g  li  qualsiasi  congruenza  rappresenta  una 
super facie  rigata  le  cui  geneiatmi  sono  raggi  della  congruenza,  o,  come 
SI  diri  brevemente  una  ìigata  della  congruenza.  Per  ogni  rigata  di  una 
congti  enza  isotropa  e  chiaro  che  li  Imea  di  stringimento  coincide  col  luogo 
dei  punti  1  miti  dei  suoi  riggi  Invece  per  una  congruenza  generale  ciò 
avviene  soltanto  jei  le  due  sene  di  superficie  rigate 

i   =  e  li  »  =  cost'^  , 

lo  variabihM,»  essendo  quelle  mtrodotte  nel  numero  precedente.  Per  ogni 
superficie  t;;^cost"  la  linea  di  stringimento  è  il  luogo  del  punto  limite  Li 
sui  raggi  corrispondenti  e  similmente  per  una  M==cost''  il  luogo  del  punto 
limite  La.  Le  supsrficie  rigate  di  queste  due  serie  si  diranno  per  ciò  le 
superfieie  principali  della  congruenza.  Nelle  congruenze  isotrope  ed  in 
queste  soltanto  ogni  rigata  deila  congruenza  è  superficie  principale. 

Se  per  una  congruenza  isotropa  scegliamo  a  linee  {u,  f)  sulla  sfei'a 
un  sistema  ortogonale  e  per  superficie  di  partenza  prendiamo  la  superfieie 
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luogo  dei  punti  limiti,  clie  si  dice  la  superficie   media  della  congruenza, 

n  =  rg  =  0  , 
quindi 

cìoù  sarà  identicamente 

dx  il\ -}-  dy  dY  -\-  dz  dZ  =  0  . 

Se  si  fa  dunque  della  superficie  media  S  una  rappresentazione  sulla 
sfera,  non  al  modo  di  Gauss,  ma  conducendo  il  raggio  della  sfera  paral- 
lelo alla  direzione  del  raggio  della  congruenza  isotropa,  la  formola  pre- 
cedente insegna  che  ogni  elemento  lineare  di  S  è  perpendicolare  al  cor- 
rispondente sulla  sfera.  Si  ha  quindi  il  teorema  di  Ribaucour: 

La  superficie  media  di  una  eongruenza  isotropa  S  corrisponde  per  or- 
togonalità  d' dementi  alla  sfera. 

Viceversa  si  vede  subito  che  se  una  superficie  S  corrisponde  per  or- 
togonalità d' elementi  alla  sfera,  conducendo  pei  punti  di  8  le  rette  pa- 
rallele ai  raggi  che  vanno  ai  punti  corrispondenti  della  sfera,  si  forma 
una  congruenza  isotropa. 

In  fine  osserviamo  che  se  a  partire  dalla  superficie  media  S  si  porta 
aopra  ogni  raggio  una  lunghezza  costante  t,  le  coordinate  dell'estremo 
essendo 

I  =  a!  +  fx  ,   7]  =  j/  +  ìt  ,   ì:  =  z  ~{-  tz , 

l'elemento  lineare  della  superficie  luogo  degli  estremi  è  dato  da 

e  non  varia  quindi  cangiando  t'm~t.  Le  due  superficie  Si,  Ss  che  si  formano 
portando  il  segmento  costante  t  dall'  una  parte  o  dall'  altra  sono  appli- 
cabili, corrispondendosi  i  punti  sullo  stesso  raggio,  e  la  distanza  di  due 
punti  corrispondenti  è  costante,  eguale  a  2(.  Viceversa  è  chiaro  che:  Se 
in  una  coppia  di  superfìcie  appUcabili  la  distanza  dei  punti  corrispondenti 
è  costante,  le  congiungenti  i  punti  corrispondenti  formano  una  congruenza 
isotropa. 

140.  Ritorniamo  ora  ai  risultati  generali  del  n.  138,  che  abbiamo  ot- 
tenuto introducendo  un  particolare  sistema  di  variabili,  quelle  cioè  che, 
eguagliate  a  costanti,  danno  le  superficie  principali  della  congruenza.  Sup- 
ponendo ora  le  variabili  u,  v  qualunque,  vogliamo  stabilire  la  formola 
fondamentale  che  dà  le  ascisse  ri,r2  dei  punti  limiti.  L' equazione  diffe- 
renziale delle  superficie  principali  si  ottiene  (n.  31  e.  II)  eguagliando  a  zero 
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il  Jacobìano  dulie  due  forme  fondamentali  (i)  (5),  cioè  il  determinante 
\'Edu-\-¥dv      ,        ¥  du^  Gdv 
\  edu-\-  ^-^J-  dv    ,     ^-^-  du  4- g  dv 

Essa  si  scrive  per  ciò: 

(A)j  tb£.'  E  -  e  F  !  *?w^  +  U  E  —  e  G I  (?M  (?»;  +  Lf  ~  ^^  G  !  dv^=i). 

dv 
Pei  valori  di  -r-  che  soddisfano  a  questa  equazione,  la  (8) 

(e  du  +  ^t^  dv^  du  +  rtt^  dw  H-  f?  dv'^ì  dv 
''^  (E  (?w  4-  F  (f«)  du-{  (Fdu~{-Q  dv)  dv 

si  può  scrivere 

e  du  -h  ^^i^  dv  ^-  du  +  gdv 

e  si  ha  quindi 

I  (^Fr+t^)./«  +  (Gr+^)rf«  =  0  . 

Eliminando  fra  queste  due  il  rapporto  du:  dv,  si  ottiene  l'equazione 
di  secondo  grado  in  r 

(B)(ES-P>)r'  +  {,E-(/'+r)F  +  eGJr+.<,-('ttry=o, 

le  cui  radici  sono  le  ascisse  dei  punti  limiti. 

141.  Cercbiamo  ora  se  fra  le  superficie  rigate  della  congruenza  ve  ne 
sono  di  sviluppabili.  Per  una  taJe  superficie  ; 

(11)  7  (»,«)  =  0  , 

deve  essere  c?|j  =  0 ,  cioè  per  la  (7) 

)  E  <(»  +  F  *  ,      Fdu+Bdv  \ 

1="' 
\  edu  -j-f  dv     ,      /"  rfw  -f  H  dv  \ 
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ovvero,  sviluppando 

(0)  0^'  E  -  e  F)  du^  +\g  E  +  (/"  -  /l  F  -  ^  gJ  &  (^ii  -|-  (>  Y-fG)  dv^^O. 

Dunque  :  I  raggi  ddla  congruenza  possono  associarsi  in  due  serie  {reali 
od  immaginarie)  di  superficie  sviluppabili. 

Alla  stessa  equazione  differenziale  (C)  delle  sviluppabili  della  congruenza 
arriviamo  anche  nel  modo  seguente,  che  ci  fornisce  inoltre  un  altro  im- 
portante elemento.  Suppoato  che  la  (11)  sia  l'equazione  di  una  sviluppa- 
bile della  congruenza,  indichiamo  con  p  l' ascissa  del  punto  F  ove  il  raggio 
ili,  v)  tocca  lo  spigolo  di  regresso  della  (1  i)  ;  le  coordinate  di  F  saranno 

a;i  =  a;  -|-  p  X  ,     j/i^  «/  +  pY  ,     zi  :=  z  -\-  p7^  . 

Se  differenziamo  queste  formole,  ritenendo  w,  v  legate  dalla  (11),  sa- 
ranno per  ipotesi  don,  dy\,  dei  proporzionaH  a  X,  Y,  Z,  onde  avremo  : 

(te  +  p  dX  =  X  X  ,    dt/-ÌpdY  =:XY  ,    ds-\-pdZ  =  \7.  , 

essendo  X  un  fattore  (infinitesimo)  di  proporzionalità.  Moltiplicando  or- 

dj    az 


du  ' 


dinatamente  queste  tre  equazioni,  una  prima  volta  per 

3X    3Y    az  ,    .   ^. 

una  seconda  per  :r-  ,  -^z-  ,   „—  e  sommando  si  ottiene: 

óv       óv      cv 

e  du -}-  f  di> -\-  p  (E^  du -\- 'E  dv)  =  0  , 
f'du-\-gdv-\r9(^du  +  G:dv)  =  <ì  . 

Eliminando  p,  ai  ottiene  appunto  l'equazione  differenziale  (C)  delle  svi- 
luppabili della  congruenza.  Ove  si  elimini  invece  il  rapporto  d,u:  dv,  si  ha 
per  p  l'equazione  di  2.°  grado: 

(D)     (E  G  -  F«)  p^  +  j  ^  E  -  {/  +  f  )  F  -}-  e  G  j  p  +  e  y  -  A/^'  =  0  ; 

le  sue  radici  pi,  ps  sono  evidentemente  le  ascisse  dei  due  punti  Fi,  Fa,  ove 
il  raggio  (m,  v)  tocca  lo  spigolo  di  regresso  dell'una  o  dell'altra  svilup- 
pabile delle  due  serie  che  passano  pel  detto  raggio.  Questi  due  punti 
diconsi  i  fuochi  del  raggio  (u,  v)  e  possono  anche  considerarsi  come  i 
due  punti  in  cui  il  raggio  (w,  v)  è  incontrato  dai  due  raggi  infinitamente 
vicini  appartenenti  all'  una  o  all'  altra  delle  sviluppabili  (*).  Essi  sono  reali 
od  immagìnarii,  secondo  che  le  aviluppabili  della  congruenza  sono  reali 
od  immaginarie. 


C)  L'incontro  ha  luogo  soltanto  a  meuo  (li  infinitesimi  d' ordino  superiore;  e 
infinitefiiino  d'ordine  superiore  a!  primo  in  Fi,  F^. 
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fdoch:  jìbo 

Dalle  (B)  (D)  confrontate  risulta 

f'i  +  FK  =  n  -f  n  , 

quindi  :  Il  punto  medio  dei  punti  limiti  coincide  col  punto  medio  dei  fuochi. 
Questo  punto  dicesi  per  ciò  il  punto  medio  del  raggio  e  la  superficie 
luogo  dei  punti  medii  chiamEiai  la  superficie  media.  Dalle  (B),  (D)  risulta 
inoltre 


quindi 


Se  si  iodica  quindi  con  2d  la  distanza  dei  punti  limiti  e  con  2S  quella 
dei  fuochi,  si  ha 

Quando  i  due  fuochi  sono  reali,  essi  giacciono  dunque,  come  segue 
anche  dai  n.  138,  entro  il  segmento  dei  punti  limiti. 

Prendiamo  per  semplicità  a  superficie  di  partenza,  la  superficie  media; 
allora  la  formola  (10)  di  Hamilton,  ponendo 


onde  si  vede  che,  mentre  il  piede  della  minima  distanza  del  raggio  (u,  v) 
da  un  raggio  infinitamente  vicino  percorre  il  segmento  dei  punti  limiti 

da  +  *?  a  —  rf,  r  angolo  w  cresce  da  0  a  -  ,  assumendo  il  valore  y  nel 

punto  medio  del  raggio.  Indicando  con  wi,  wa  i  suoi  valori  nei  fuochi 


cos  2  (01  =  -    ,     eoa  2  (02  = r 

d  d 

però 

»,  +  «  =  I . 

Diconsi  piani  focali  i  piani  condotti  pel  raggio  e  pei  due  raggi  infì- 
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nitamente  vicini  che  Io  incontrano  ;  ne  risulta  :  I  ^iani  focali  hanno  gli 
stessi  piani  hisettori  dei  piani  principali. 
Se  indichiamo  con 


1  =  1, 


-^-^2.. 


ingoio  dei  due  piani  focali  abbiamo,  por  le  precedenti,  le  formolei 


/d^—ò- 
d 


(13)  sen  Y  =  ^-    ,       cos  -;  - 

142.  In  relazione  con  una  data  congruenza  tì  sono  da  considerare 
cinque  superficie  e  cioè  la  supei-ficie  media,  luogo  dei  punti  medii,  le  due 
superficie  limiti  luogo  dei  punti  limiti  e  in  fine  le  due  superfide  focali  luogo 
dei  fuochi  (*).  Le  prime  tre  sono  sempre  reali,  le  due  ultime  soltanto  per 
le  congruenze  a  sviluppabili  reali.  La  congruenza  è  allora  formata  dalle 
tangenti  comuni  alle  due  falde  81,82  della  superficie  focale.  Essendo  i 
due  fuochi  Fi,F2  i  punti  li  contatto  del  raggio  colle  supeificie  focali 
Si,  Sa,  è  chiaro  che  i  pian  focah  'ìono  i  piani  tangenti  m  Fi  F2  alle 
superfìcie  focali.  I  raggi  della  coi  ^luenza  inviluppam  si  p  a  Si  un  s  sterna 
cfii  di  curve  che  sono  gli  spigoli  di  legiesso  Fi  delle  sviluppabili  di  uno 
dei  due  sistemi  e  analogamente  aipia  toì  51  vedia  sibit^  che  il  piano 
osculatore  in  Fi  della  curva  1 1  che  vi  passa  e  altre&i  il  piano  tingente 
in  Fa  alla  82.  Le  due  sene  di  sviluppabili  della  congiuenza  tagliano  cia- 
scuna delle  superfìcie  focah  secondo  un  sistema  comugato 

Possono  le  superficie  fxah  con  a  la  t ''  In  tal  caio  le  linee  iniiluppite 
sulla  superficie  focale  dai  ra^^i  delìì  congruenza  coincidono  col  piopuo 
sistema  coniugato,  cioè  sono  le  assmtot  che  di  un  sistema  Di  più  si  di 
mostra  facilmente  che  la   iistanza  Id  lei  pinti  limiti  e  data  alloia  da 

_1_ 


I  K  la  curvatura  della  superfìcie  focale, 
E  infatti  prendasi  a  superficie  di  partenza  la  superfìcie  focale,  e  a  linee 
coordinate  le  linee  assintotiche  v  in  considerazione  e  le  loro  traiettorie 


ds^  =  E'  du'^  -{-  G'  dv^ 
V  elemento  lineare  della  superfìcie.  Per  i  coefficienti  della  2.°  forma  fon- 
damentale avremo 


(*)  In  molte  ricerche  t<irna  utile  la  eonsideraziotto  di  una  sesta  Buperfioio  detta  da 
Eibaucoiir  la  invUujipafn  media,  clie  è  l' inviluppo  dei  piani  normali  ai  raggi  nei  punti 
medii  (piani  medii). 
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CONGEUESZE   KOEMALt 

Poniamo 

_            1     dx 

v'B  3»                     A/B'  3» 

xjG'  dv 

v'G' 3»                     VS'3i) 

e  dalla  forinole  fondamentali  (I),  (II),  il.  47  e.  IV  dedurremo 

3X,  _          13  v/B 

^"»          Va'    3» 

Xa  ,    ---  =  -^ Xs  +  -^  ] 

3»         VE'     3»               v'E' 

I  appunto  Xi ,  Ti ,  Zi  i  coseni  di  direzione  del  raggio  (u,  v)  della 
congruenza,  per  le  quantità  fondamentali  (2)  (3)  n.  137  troviamo 

1_3/B\' l_3\/S3^\/e'     g  ^  /  1    3  ^ISX      D'' 

Vi?    3»  /  '  v'Ba'    3»      3»    '  w'B    3»  /        B' 

,       ,  3  \*     ^'      A  1  /S'  3  v/G' 


La  (BJ,  essendo  nullo  il  termine  medio,  dà  quindi 

ITi  =  Sfa' =  -'^°- '*■''■ 

143.  TJn  sistema  di  raggi  si  dirà  un  sistema  o  una  congruenza  nor- 
male, se  esiste  una  superficie  normale  a  tutti  i  raggi  e  quindi  (n.  131, 
e.  IX)  una  serie  co^  di  tali  superficie. 

Se  una  congruenza  è  normale,  dovrà  esser  possibile  assumere  nelle  (1) 
n.  136  per  t  una  tale  funzione  di  M,  «  clie  la  superficie  luogo  del  punto 
(I,  ìj,  C)  riesca  normale  ai  raggi;  dovranno  quindi  i  differenziali  t?l,  rf'ij,  fX 
soddisfare  alia  condizione 

X  rfl  +  Y  dv]  +  Z  rf^  =  0. 

Ora  si  ha 

di  =  dx^dt.l^^t.<n.,d-ri  =  dy^dt.Y^t.dY,  dÌ  =  dz  +  dt.Z-^tdZ 
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CAPITOLO   X. 

e  peti,  k 

condizione  richiesta  diventa 

dt-\'^Tdx  = 

=  0; 

se  si  pone 

(U) 

-^       du  ' 

=24: 

avremo  per  determinare  t  la  relazione 

onde  la  condizione  richiesta  si  traduce  nella  equazione 


3U_3V 

(15) 

9»        3w 

che  »i 

può  scrivere  i 

inchtì,  per  le  (3)  : 

(15') 

/■=r. 

Supposta   la   (15)  o  (15*)  soddisfatta,  esiste  una   serie   di   superficie 
(parallele)  ortogonali  alla  congruenza  definite  dalla  forinola 

(16)  t=G-~f  i:\Jda-\-Ydv). 

Essendo  f  =  /",  si  ha 

s  =  ,(  ,   ,  =  2 

e  viceversa  dall'una  o  dall'altra  di  queste  ultime  segue  f^f.  Dunque: 
La   condùime  necessaria   e   sufficiente   affinchè  una   ctmgruema  sia 

normale  è  che  i  fuochi  coincidano  coi^unti  limiti,  ovvero  che  i  piani  focali 

siano  fra  loro  perpendicolari  (*). 

Le  due  superficie  focali  per  una.  congruenza  normale  coincidono  evi- 
dentemente colle  due  faide  dell'evoluta  delle  superficie  ortogonali  ai  raggi. 
144.  Poniamo  la  (15)  sotto  altra  forma,  introducendo  gli  angoli  a,  p, 

che  il  raggio   {u,  v)  forma  colle   linee   coordinate  v,  u  della  superficie  S 

di  partenza.  Se 

ds"  =  E'  du^  +  2  F'  du  dv  +  G'  dv^ 

è  l'elemento  lineare  di  questa  superficie,  abbiamo 

X-^^  —  =^  ,     cosp=r  X— ^  —  =  -—  , 

VE'  3w      Ve'  v'C'  dv      v'Ci' 


(*)  Questo  teorema  liaulta  anclie  subito  dalle  considerazioni  georaetriclio  del  n.  13i. 
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onde  la  (15)  si  scrive 

fi 71  3 (Ve' cosa)  _  9(^/^003^) 

e,  supponendola  soddisfatta,  la  (16)  diventa 

(18)  t  =  C—  I  {\/K  eos a  du  +  v'^  cos p  dì!)  . 

In  queste  formole  figurano  soltanto  gli  angoli  a,  ^  e  i  coefficienti  del- 
l'elemento lineare  della  superficie  di  partenza.  Eeltrami  ne  ha  dedotte  le 
seguenti  interessanti  conseguenze.  Supposta  la  (17)  soddisfatta,  immagi- 
niamo che  la  S  si  defonni,  seco  trasportando  U  sistema  di  raggi  inva- 
riabilmente legato  alla  superficie,  in  modo  cioè  che  gli  angoli  a,  p  non 
variino.  La  (17)  rimarrà  sempre  soddisfatta  e  il  valore  (18)  di  (  non 
varierà  per  la  deformazione.  Si  ha  quindi  il  teorema  di  Beltrami  : 

Se  i  raggi  di  una  congruenza  normale,  uscenti  dai  ptuti  di  una  su- 
perficie S,  s'immaginano  terminati  ad  una  delle  superficie  ortogonali  S,  in 
ogni  deformojsione  per  flessione  della  S,  che  seco  trasporti  i  raggi  della 
congruenza  invariabilmente  connessi  oMa  superficie,  il  luogo  dei  medesimi 
estremi  sarà  sempre  una  superficie  ortogonale  ai  raggi[*). 

Dalla  formola  (17)  si  deduce  inoltre  facilmente  il  teorema  di  Malus- 
Dupin  : 

Se  una  congruenza  normale  di  raggi  luminosi  subisce  un  numero  qua- 
lunque di  riflessioni  o  rifrazioni,  essa  rimane  sempre  una  congruenza 
normale. 

Prendiamo  a  superficie  S  di  partenza  la  superficie  riflettente  o  rifran- 
gente e  a  linee  coordinate  u  sopra  la  S  le  linee  inviluppate  dalle  pro- 
iezioni ortogonali  dei  raggi  sui  piani  tangenti  a  S,  a  linee  «  le  traiettorie 
ortogonali;  avremo 

essendo  f  l'angolo  del  raggio  colla  normale  a  8.  La  (17)  diventa  allora 

du 
e,  se  è  soddisfatta,  continua  ad  esserlo  cangiando  ■/  in  7'  colla  condizione 

sen  (  =  n  st-n  f  ,     {n  costante) , 
ciò  che  dimostra  il  teorema 


(*)  Si  pul  osservare  che  siccomo  nella  (17)  e  nella  (18)  figurano  solo  K,  Q!,  si 
puà  ancke  ammetteie  che  U  superfÌGie  fle8sil)ìle  S  sia  soltanto  parzialmmte  inesten- 
diiile,  ojoc  lungo  le  Imt.i'  cooidmate  u  i  ed  anche  in  queste  deformazioni  pia  generali 
auasisterd,  il  tetienn  di  fceltrimi 
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145.  Eitorniamo  ora  alle  congruenze  generali  per  trattare  successiva- 
mente due  problemi,  che  possono  considerarsi  come  la  generalizzazione 
dell'altro  di  trovare  le  superficie  con  assegnata  immagine  sferica  delle 
linee  di  curvatura,  cioè  le  congruenze  normali  con  assegnata  immagine 
sferica  delle  sviluppabili  (n.  74,  e.  V).  Per  una  congruenza  normale  le 
sviluppabili  della  congruenza  coincìdono  colle  superficie  principali,  mentre 
nel  caso  di  una  congruenza  generale  i  due  sistemi  sono  distinti.  Converrà 
quindi  clie  ci  occupiamo  successivamente  delle  due  questioni  : 

J."  Determinare  le  congruenze  con  assegnata  immagine  sferica  delle 
superficie  principali. 

2."  Detenninare  le  congruenze  con  assegnata  immagine  sferica  delle 
sviluppabili. 

In  questo  numero  ci  occupiamo  del  primo  problema,  cbe  lia  sempre 
un  significato  reale,  siano  le  sviluppabili  reali  od  immaginarie. 

Il  sistema  sferico  {u,  v),  immagine  delle  superficie  principali,  deve  es- 
sere un  sistema  ortogonale  (u,  138)  e  sia 

l'elemento  lineare  della  rappresentazione  sferica.  Prendiamo  a  superficie 
di  partenza  la  superficie  media,  talché  le  incognite  del  nostro  problema 
saranno  le  coordinate  x,  y,  z  del  punto  medio  del  raggio  (m,  t>).  Per  ipotesi, 
dovremo  avere 

F  =  0    ,    f^f  =  0   ,    <^G+i/B=0 

e,  indicando  con  2  )■  la  distanza  dei  punti  limiti,  sarà  quindi 

Introduciamo  una  nuova  funzione  incognita  y,  ponendo 
Ines        j'      -VI  3iF  9X  /=-^         „,       X-,  dx  9X  !=~i^ 

il  significato  geometrico  di  'f  risulta  subito  dalla  (D)  n,  141  (pag.  252), 
giacché,  se  con  2  p  si  indica  la  distanza  dei  fuochi,  si  ha 

(21)  'f^  =  r^^^A. 

146.  Dalla   1."  delle  (20)  calcoliamo  — '— ,  osservando  che  si  ha 

per  le  farmoie  fondamentali  del  cap.  IV  (pag.  88): 

3=x_  iinax  .   iinsx     ^^ 

dir        {  \   )  òu  2      3y 
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CONGEDENZE  (JON  ASSEGNATA  IMMAGINE  DELLE  HUPEBl'ICIE  PRINCIPALI 

e  inoltre,  per  la  1.'  delle  (19) 

r,  3^:r_  9X  ^  3(rE)  _  ydx  ({12)  3X       (12) 

Ne  risultii,  osservando  le  (19)  e  (20)  stesse: 
ma  si  ba  nel  nostro  caso 

1 1 1  ^      !  a  I      "  '         du  1 1  (  +  (  2  !  ' 

onde 

Similmente,  derivando  la  2.°  delle  (20)  rapporto  a  v,  sì  troverà 

m  T  X  ??■  -  _  i  5-Ì!:5)  4_  1  /?  ?I 

Basta  ora  associare  le  (ffl),  (è)  colle  (19),  (20)  e,  risoìvendo  rapporto 

33;     3w     33      93:     3w     93 
a  ^  ,   r-^  ,  ^  ;  ^  ,  ^^  ,  i-,  51  ottengono  le  torraole: 
du      du      du      dv      dv      dv 

I  dx  _     3X_-l/E     SX    I    il /E  3f  _  J^  3^r(g  ) 

3»  ~  '  9»        y   Gfl'  dv  '^  \y   6  dv  9       3» 
(22) 

1  dx  3X    ,  -1  /a     3X    ,        1    3(rE)  1  /G  9f     „ 

i  3i= -*■  91;  +  V  E  f  3i7  +  (  E  ~sr  -  V  E  S  i  '^ 

colle  analoghe  in  t/,  z. 

Viceversa,  se  r,  y  sono  due  tali  funzioni  di  m,  v  che  le  condizioni  d'in- 
tegrabilità per  le  (22)  siano  soddisfatte,  queste  ci  definiranno  per  qua- 
drature una  congruenza  coli' assegnata  immagine  sferica  delle  superficie 
principali.  Ora,  calcolando  effettivamente  le  condizioni  d' integrabilità  per 
le  (22),  tenendo  conto  delle  equazioni  fondamentali  che  danno  le  derivate 
seconde  di  S,  Y,  Z  (n.  63,  e.  V,  pag,  119),  troviamo  che  esse  si  riducono 
alla  unica  condizione  fra  r  e  f  : 

,    3V     3_r  9_I^  ^  dr  9J„,  (5  ^  ^  S^ogJEG,  __ 
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essendo  Aa  -f  il  pararaetro  diiferenziale  secondo  di  y  : 


/ 


Si  Tede  quindi  che  il  problema  proposto  ammette  una  grande  arbi- 
trarietà nella  soluzione,  potendosi  prendere  ad  arbitrio  r  o  y  e  determinare 
successivamente  'f  o  r  dalla  equazione  a  derivate  parziali  (2cl). 

In  particolare,  se  la  congruenza  deve  essere  normale,  avremo  tf=0  e 
l'equazione  per  r  diviene 

(24)     -?1  +  SJogVB  ir        S^log V5  *  _ 

che  è  precisamente  l'equazione  aggiunta  (*)  dell'altra 

{25ì  ^  -  9  log  Ve  3W  _  9  log  VG  3 W  ^  ^^ 

3i(9ii  dv         du  3w  9»  ' 

da  cui  abbiamo  visto  al  n.  7i  dipendere  lo  stesso  problema.  E  ben  noto 
ohe  la  integrazione  della  equazione  (24)  e  quelle  della  sua  aggiunta  (25) 
sono  analiticamente  equivalenti. 

147.  Qui  ci  limitiamo  ad  applicare  la  (23)  al  caso  di  una  congruenza 
isotropa  (o.  139),  ove  si  ha  r=0.  La  ricerca  delle  congruenze  isotrope 
dipende,  per  la  (23),  dalla  equazione 

Aa  9  +  2  rp  =  0  , 

che,  per  le  formole  di  Weingarten  relative  alle  coordinate  tangenziali  (Cf. 
n.  72,  e.  V),  si  può  interpretare  anche  come  l'equazione  tangenziale  delle 
superficie  ad  area  minima. 

Ed  appunto  la  teoria  delle  congruenze  isotrope  è  stata  posta  da  Ri- 
baucour  in  relazione  con  quella  delle  superficie  minime  mediante  il  seguente 
teorema  fondamentale: 

L'inviluppata  media  (**)  di  una  congruenza  isotropa  è  una  superficie 
d'area  minima. 

Questo  teorema  segue  con  facilità  dalle  nostre  formole  generali  (22), 
ove,  trattandosi  di  una  congruenza  isotropa,  per  la  quale  le  superficie  prin- 
cipali sono  indeterminate,  potremo  assumere  arbitrariamente  le  linee  orto- 
gonali (m,  v)  sulla  sfera  rappresentativa;  e  noi  le  supporremo  isoterme, 
ponendo 

■E=.G  =  \  ,     )■  ^  0  . 


(*)  Veggaai  Dahboux,  t.  Il,  p.  71  a.  s, 
(**)  Cf.  la  nota  al  u,  142  (pag,  254). 
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COKaRUENZE  CON  ASSEGNATA  IKMAGIKE  SFEEIGA  DELLE  SVILUPPABILI 

Così  le  (22)  cliventano 

;    3x         ^   d'f  3X 

\  oii  Sv  ào 

j  dx        -F  3»     ,         9X 
(  3.-  -^  3i  +  "f  3i 
se  con  W  indichiamo  la  distanza  del  piano  medio  dall'  origine, 
W  =  2X  X, 


V,     3X 


Ne  segue 

"3m2"  " 
cioè 


^ii-  T   -^FT '"• 


il  che  dimostra  il  teorema  di  Eibaucour. 

148.  Veniamo  ora  alla  seconda  questione  proposta  al  n,  145,  che  com- 
porta, come  ora  si  vedrà,  un'arbitrarietà  molto  minore  nella  soluzione. 
Gli  importanti  risultati  che  andiamo  a  stabilire  sono  dovuti  a  Guichard, 
che  ìi  ha  stabiliti  nel  modo  seguente  (*). 

Sia 

ds'^  =  Edu^-\~2F  dudv-^G  dv^ 

l'assegnato  elemento  lineare  sferico,  essendo  le  {u,  v)  le  imm^ìni  delle 
sviluppabili  della  congruenza.  Prendiamo  anche  qui  a  superficie  di  par- 
tenza la  superficie  media  della  congruenza,  assumendo  per  incognite  le 
coordinate  x,  y,  z  del  punto  medio  del  raggio.  Se  indichiamo  con  2p  la 
distanza  dei  fuochi,  saranno 

le  coordinate  dell' un  fuoco  e 

X  —  pX,     y  —  pY,     iS~pZ 


(*)  Bmfaess  rapportées  à  Iffiirs  lignen  ast/nvptntiqwes  et  congs-ìiences  rappoì-tées  à 
kurs  dévéhppabks  (AnnalcB  scieafifìqinjs  de  l'Èoole  Normale  Supérieurc,  t.  VI,  3^  sèrie). 
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quelle  del  secondo  fuoco.  Supponiamo  che  il  primo  corrisponda  alle  linee 
jj^cost",  il  secondo  alle  linee  M=cost";  dovremo  avere  allora 

3Wil)  =  ix,  5-(!±tI)  =  ,.T,  ^-<5±l5  =  ;.z 

CSM  cu  du 

3  {x-p  X)  __  ,  ^       3  (y-P  Y) 


9w 


=  !  X  ,    '  "7'     '  =  f  Y  . 


^(*-|)=^^^a 


essendo  h,  l   convenienti  fattori  di  proporzionalitiì.  Se  scriviamo  queste 
equazioni  cosi: 

'  8i        f,        3p\  ^  3X 

?3i 

colle  analoghe  in  y^z,  indi  formiamo  le  condizioni  d'integrabilità 

9    /dx\  3    /"^^\ 


dv   \duj  du   \dvj  ' 


sservando  che 


dudv      (1)  du  ^  Ì2)  dv 
(B 

.  _  0     * 


Così  le  (26)  diventano 
(27)  { 


T  l,  k  i  loro  valori  (p),  dà  1'' 

I    |12|  3p    ,    (lai  3p    ,    r3_  1121        3  112) 
^  i  1  i  3»  ^  1  2  !  3»  f  1 3a  i  1  i  ■''  3»  I  2  !  "•" 


!  la  (a),  sostituendovi  per  l,  h  i  loro  valori  (pi,  dà  l'equazione  per  [i: 
ii  i  P^ì  3f  ^  |121  3p  .^  I  ._  ,..,  ^  ..  ,..,  j_  j,,  p  ^  0  . 
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Viceversa,  se  p  è  una  soluzione  di  questa  equazione,  le  (27)  danno  per 
quadrature  una  conispondente  congruenza,  che  ha  l'assegnata  hnmagine 
delle  sviluppabili. 

Si  osserverà  che  la  equazione  di  Laplace  (28),  da  cui  dipende  il  pro- 
blema, è  r  aggiunta  dell'  altra 

5^W  _  |12j  3W  _  (12)  3W_ 


--f  FW  = 


dalla  quale,  al  n.  73,  e,  V,  abbiamo  visto  dipendere  il  problema  di  trovare 
le  superficie  che  haEco  per  immagine  sferica  di  un  sistema  coniugato  il 
sistema  (u,  v).  Questi  due  problemi  sono  dunque  equivalenti. 

149.  Volendo  ora  esprimere  gli  elementi  relativi  alle  due  falde  della 
superficie  focale,  converrà  stabilire  un  sistema  di  formole,  che  ci  sarà  poi 
utile  in  altre  ricerche. 

In  ogni  punto  (m,  v)  della  sfera  consideriamo  il  triedro  trirettangolo 
formato  dalla  normale  alla  sfera  e  dalle  direzioni  bisettrici  delle  linee  coor- 
dmate  {u,  v)  ;  i  coseni  di  queste  ultime  due  direzioni  saranno  indicati  ri- 
spettivamente con 

Xi  ,    Yi  ,     Zi 

Xa   ,     Ya   ,     Zs 
e,  indicando  con  !^  l'angolo  delle  linee  sferiche  {u,  v\  definito  dalle  formole 

F  ,.       v/E  6-F^ 

V'E  G  Ve  G 

troveremo  subito: 

/  Y  _     1     t  J_  ?? ^L  ?_? 

2  sen  I     Ve  du  V  G"  dv 

(29) 

—     1     (  1  gx       1  5x 
2 cos I   Ve  du       V G  ^v 

colie  formole  analoghe  in  Y,  Z. 

Le  formole  che  dobbiamo  stabilire  esprimono  le  derivate  parziali  dei 
nove  coseni  di  direzione 

X  ,     Xi  ,     Xa 

Y  ,     Yi  ,     Yb 

Z  ,     Zi   ,    Za 
linearmente  pei  coseni  stessi  e  per  i  coefScienti  dell'elemento  lineare  sferico. 
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Dalle  (29)  si  lia  intanto 


lf^  =  -^a  ssn  -J  X,   +  VG  cos  |-  X, 


2xf- 

-2x.5  =  vas.„-| 

2-t- 

-2x.|^-Vlco4 

2'^t=-2x-f=-VGoo,|. 


31.  ■"        3f 

Ora  calcoliamo  le  due  somme 


2Y     ''Xi     W      '^^^ 


Si  ha,  por  le  (29): 

sxi ■ 

2»™^^iVa  3ii  3»  IVB  3»i       VE3»  3«  IV'G  Si.' 


2Y  "^  _       ^       xi 
^3»         2  sen  S  ^ 


ed,  essendo 

cos  a  =  ">,   _ 

V  E  3»     V  G  31. 


.  Q  _  V  _L  ?   A  ^^ 


derivando  rapporto  ad  «,  risulta 

_1_  &  ^  ,'_!_  3X ,  _  _  sa         1    3X  3    /    1    3a! 

Va  3v  3»  \Ve  3»  '3»      Ve  3"  3»  W G  3» 

talché  la  precedente  può  scriversi 

-3X,_  ]       L„,i5''   1      2    y3X  3    ;    1     3Xi 

Ve  ^"  '"  'vg  3J_ 


^' ftr=-2ìsrt!  ™"3»  +  :j^  ^3»  3i  (:7=  T I 
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Se  si  sviluppa,  osservando  la  formoìa 

3ii3i)        Il  I  3«        U)   3i> 
risulta 

VY^Ji. l    L„Q??!i^2_   St-Ii^I  ,  ^|i2i     j:  sa) 

■"     '3»  2senn[  3»"^y^|^r|lì+      I2I        2  Gì  3» 


Ora  si  Ila 

ad  TTjl  noi 

-2a 


Ì2I' 
iiitli 

per  cui  otteniamo 

,n  „    3X,  „  ^    3X,  1   32       -1  /E   (121  „ 

SJmiìniente 

^^       3X,         ^  Y    'X.  1    32    ,1  /e  (121  „    Q 

Queste  due  forinole,  associate  alle  (a)  ed  alle  identità 

2X.'^  =  0.    2X.f  =  Oete.. 

danno  subito  il  gruppo  di  formole  richieste 

g  =  VE.e„§X,+VS-|x.,  1=  -Vase„|x.+Vac. 

(30)    |!=-AX,-VÈ.e4 

?^  =  A  X,  -  Ve  cos  I  X  ,  ?f?=  -B  X,  -Ve  ™  -|  x  , 

dove  si  è  posto  per  abbreviare 

.„,.   ,         1    3fì    ,  -t  /E  (12)         ,.,      „         1    3<>       -i  /  G  1121 
<^^>^^2    3-.+VGÌlh^""'^^2    3.+VE|2r^"^^- 

E  bene  osservare  che,  per  le  forinole  sviluppate  al  n.  77,  (pag.  147)  si 
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coordinate  nel  modo  seguente 

Ve      1  3s  Ve      i  sa 

''■'^>      ^ ^  ~  Y  di  '  "--^  ^ '2  3v- 

Le  forinole  (30),  quando  sìa  dato  l'elemento  lineare  sferico,  danjio 
per  X,  Xi,  Xb  il  sistema  di  equazioni  ai  differenziali  totali  già  accennato 
al  n.  50,  e.  IV,  che  è  illimitatamente  integrabile;  la  sua  integrazione  di- 
pende da  un'equazione  di  Riccati. 

150.  Ritorniamo  ora  al  problema  ed  alle  formole  di  Guichard,  dove 
attualmente  l'angolo  fì  delle  linee  sferiche  {u,  v)  rappresenta  altresì  l'an- 
golo dei  piani  focali  (*),  Le  (27)  si  scrivono 

(32) 

Indichiamo  con  Si ,  Sa  le  due  superficie  focali,  con  3^,  !/i,  zi  ;  a^,  ya,  zt 
le  coordinate  dei  rispettivi  fuochi  Fi,  Fa  talché  si  ha 

«i=a;  +  pX,     2/1  ^^+pY,    «i=s+pZ 
iCa=3;— -pX,     y^^^y  —  P^i     Z2=z  —  [jZ; 
indicheremo  poi  con 

Ei  ,  Fi  ,  Gì    ;    Dì  ,  D'i  ,  D'i 
Ea  ,  Fs  ,  Ga     ;     Da  ,  D'a  ,  D'a 

i  coefficienti  delle  due  forme  fondamentali  di  Si,  Ss  rispettivamente.  Tro- 
viamo per  le  (30),  (31) 

g^  =  2|2|pX-2v/Esen^pXi-2\/Ecos^pX.,^=-2[^^+|^jpJS. 

(*)  Le  linee  sf      li  I     nd     t  ci  delle  tangenti  degli  spigoli  di  regresso 

delle  sviluppabili  u      u  11       o       n        ad   risulta  subito  la,  nostra  asserzione.  Ana- 
litioamente  ai  pecv   n      li      t  It  t     osservando  che  si  ha 

6  =  -fE       f=    F       /=-pl',    y^?G, 

onde  la  (B)  n.  140  d 
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Ne  risultano  intanto  le  formole 


(33*) 


3p  |12|  1'  „        ,ii2l  [sp  1121  1    „     ,    (iiap    „) 

3«+l  2Ì"J  •*'=  ^"1  l  i"[s«+i2|fj  •  «'""flì  1  i    +Gj 

(  '='«-*'  =  "«"'[È  +  J2lr'J 

e  analogamente 

Indichiamo  ora  con  ?i,  i]i,  Ci  i  coseni  di  direzione  della  normale  a  Si, 
con  ^2,  7j2,  Ca  quelìi  della  normale  a  Sa;  abbiamo 

^i  ^=  CCS  ^  Xi  -|-  sen  ^  Xa 

«  =  C06  ^  Al  —  sen  -  Xa  . 

Calcolando 

^  _  _  ^  3|i  3^     ,,,____  V  3li  3^     Tt"  —  _  \  ^^-i  ?^ 
^  -^  3m  aw  '  ^  -^  3?.  3«   '  ^  ^'dv    3v 

j.    ___  _'ri  3^  ^        y.,    _  ^  3^^   9^        T\"    —__y^Jl^ 

'-'  9«    3w  '  ^du    dv  '  ^  3j!    3»   ' 


■sen  Q 

o 


(*)  Lo  formole  D'i^=0 ,  D'a^O  esprimono  la  proprietà  ben  nota  che  le  linee  (u,  v) 
formano  un  sistema  coniugato  sopra  ambedue  le  supQrfteie  focali.  I  valori  di  D", ,  Dj 
posaoEO  anche  scriverai 
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Le  curvature  Ki ,  Ka   delle  due  falde  sono  poi  date  dalle  forinole 
-1  /E        „r3B   ,    1  /G  1  la  1  1 


Ki 


151.  Applichiamo  le  formole  generali  del  numero  precedente  a  due 
casi  particolari.  Proponiamoci  in  primo  luogo  la  questione:  Esistono  con- 
gruenze, nelle  quali  sia  contemporaneamente  costante  la  distanza  dei  fuodii 
e  quella  dei  punti  limiti?  Dal  n.  128,  e.  IX,  sappiamo  che  esistono  effet- 
tivamente congruenze  normali  di  questa  specie  e  sono  quelle  formate 
dalle  normali  ad  una  superficie  W,  i  cui  rt^gi  di  curvatura  n,  H  sono 
legati  daUa  relazione 

n  —  »-2  =  cost'" . 

Ora,  trattando  la  questione  generale,  dobbiamo  supporre  nelle  formole 
del  numero  i 


p  ^  cost"     ,       9.  ■=  cost'°  ; 
allora  le  (35)  diventano 

K,  =  K,  =  _=l!l', 
e,  poiché 

sen  Q 
è  la  distanza  dei  punti  limiti,  abbianio  il  teorema  :  Se  in  una  congruenza 
rettilinea  sono  costanti  la  distanza  dei  fuochi  e  quella  dei  punti  Untiti,  le 
due  superficie  forali  sono  superane  pseudmferkhe  di  raggio   eguale  alla 
distanza  dei  punti  limiti. 

Le  congruenze  di  questa  specie,  di  cui  più  tardi  dimostreremo  l'esi- 
stenza per  tutti  i  valori  di  p  e  di  iì,  si  diranno  congnimze  pseudosferiche. 
Qui,  nell'ipote&i  della  loro  esistenza,  deduciamo  ancora  alcune  proprietà 
della  corrispondenza  dei  punti  sulle  due  falde  delia  superfìcie  focale.  Per 
la  equazione  differenziale  delle  assintotiche  sopra  ambedue  le  falde  tro- 
viamo dalle  ('ii): 

onde  le  linee  assintotiche  si   corrispondono   sulle   due  iìiìde  ;  di  più  per 
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gli  elementi  lineari  dsi ,  dss  avendosi 
du-  \ 


''-4(1 


/  t 12  1  (  12 1      \^ 

[\  1  ^   '  (  1   J      /  J 

risulta  che  gli  archi  di  aasintotiche  corrispondenti  sono  eguali.  Dalle  (33), 
(34)  troviamo  poi  per  l'equazione  delle  linee  di  curvatura  sull'una  e  aul- 
l' altra  falda 


Abbiamo  quindi  il  teorema:  Sopra  le  due  falde  della  superficie  focale 
di  una  congruenza  pseudosferica  si  corrispondono  le  linee  di  curvatura  e 
le  linee  assintotiche  e  gli  archi  corrispondenti  di  assintoUca  sono  eguali  (*). 


(*)  Meritano  di  essere  osservate  le  conseguenze  che  derivano  dalle  forinole  del  o.  146 
per  le  immagini  sfericlie  (m,  v)  delle  supericie  principali  di  una  congruenza  pseudosfe- 
riea.  Essendo  costanti  )-  e  p  e  ([uindi  y  =  yr*— p^^  la  (23)  pag.  259  diventa 

3u  3v  r 

Dunque:  L'ekmento  lineare  sferico,  riferito  alle  linee  («,  v)  immagini  deUe  super- 
fide  prindpali  di  una  congruenza  pseudosferica,  prende  la  forma 

(a)    is''  =  E  rfu^  -1-  G  &= , 
dove  il  prodotto  V  E  G  è  una  soluzione-  dell'  equazione  di  lÀouville  : 

„,       O'IOgAEll-  ,yT7TT   ,  ,       .   , 

(i)     — ^^-^  ~   =  eoa  XI  VMG  (u  eostante)  , 

È  ihnto  inieisaucnto  pel  n  146,  ohe  ogmc[ualvolta  l'elemento  lineare  sferico  è 
ridotto  alla  forma  {a)  ove  li  (6)  sia  soddisfatta,  esiste  una  congruenza  psendosforica 
corrispondente 

In  particolare  se  ia  congruenza  pseudosfenca  e  normale  si]iaii=       —,     ,  —  ^0 

e  SI  può  fìre  sena  altro  \  EG  =  1  Eig lardando  alloia  u  i  come  coorimate  eirti, 
siane  ortogonali  di  un  punto  in  un  piano  rappceseatitivo  ai  ha  una  rappresentazione 
della  sfera  sul  piano  lie  conserva  le  aree  e  nella  quale  al  doppio  a  atema  oito^onale 
delle  rette  parallele  agli  assi  coordinati  nel  piano  i apprese ntitn  o  i-orrisponde  un  doppio 
sistema  ortogonale  sulla  sfera 

A  questi  ultimi  risultati  si  arrivereblje  d  lettamente  cercando  secondo  il  teorema  0) 
pag  230  le  linee  steriohe  immagini  delle  linee  di  curvatura  di  quelle  superficie  W, 
nelle  quali  e  coistante  la  difierenza  fia  i  laggi  piincipali  di  curvatura. 

Notevole  ancora  è  il  caso  £ì  ^  0  ;  allora  la  congnienza  e  formata  dalle  tangenti  allo 
linee  assintotiche  di  un  sistema  di  una  euperiicic  pscudosferica.  (Cf.  n.  142,  pag.  ^5). 
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152.  La  seconda  ciuestione  clie  ci  proponiamo  è  la  seguentfi  (*):  Per 
quali  congruenze  accade  che  le  svUuppahUi  della  congruenza  tagliano  le  ò'M- 
perfìcie  focali  lungo  le  linee  di  curvatura? 

Dovremo  avere  allora 

Fi  =  0     ,       F2  =  0 

e  quindi  per  le  (33),  (33*)   (supponendo   che  le  superficie   focali  non  si 
riducano  a  curve)  risulteranno  quali  condizioni  necessarie  e  sufficienti 

l>h«  •  Uh- 

Ora  queste  esprimono  {n.  67,  e.  V)  che  le  linee  sferiche  u,  v  sono  le 
immagini  delle  assintotiche  di  una  superficie  pseudosferioa  e  però  abhiamo: 
Ije  congruenze  richieste  sono  tutte  e  sole  gueUe,  che.  hanno  per  immagine 
delle  sviluppabili  le  immagini  delle  assiniotiche  di  una  superficie  pseudo- 

Potendosi  fare  allora  (n.  67) 

E  =  G  =  1  ,  indi  F  =  cos  iì , 
l'equazione  (28)  di  Laplace,  che  definisce  p,  diventa 
(36)  |Ì  +  pc„sfi  =  0. 

Ad  ogni  soluzione  p  di  questa  equazione  corrisponde  una  congruenza 
della  specie  ora  considerata;  diremo  queste  congruenze;  congruenze  di 
Guichard. 

Per  gli  elementi  lineari  delle  due  falde  della  superficie  focale  di  una 
congruenza  di  Guichard  si  hanno  dalle  (33)  le  semplici  formole 


«=<!)'* 


)  dw^-f-  ip^  dv^ 
I  dsl  =  4.ii^du^-\-i(^ydi;^. 
Nella  (36)  ìì  indica  una  soluzione  qualunque  della  equazione 

^-^-  =  —  sen  lì 
dudv 

e  si  può  osservare  con  Guichard  che  ~  ,  ^  sono    soluzioni   particolari 

della  (36);  una  delle  due  falde  focali  è  allora  una  sfera. 

(*)  {Cf.  Guichard  L  c). 
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Sulla  superfìcie  Si  di  GuicLard  le  linee  di  curvatura  v  =  cost"  hanno 
per  tangenti  i  raggi  della  congruenza;  sia  Ti  l'evoluta  di  Si  rispetto  alle 
j)  =  cost'".  La  normale  a  Fi  ia  un  punto  è  parallela  al  corrispondente 
raggio  della  congruenza  di  Guichard  e,  poiché  le  (u,  v)  sulla  Fi  sono 
coniugate,  si  ha  per  la  Ti  la  proprietà  che,  facendone  la  rappresentazione 
sferica  di  Gauss,  l' immagine  del  sistema  coniugato  (u,  v)  di  Fi  coin- 
cide coir  immagine  delle  assintotiche  di  una  superficie  pseudosferica.  Ora 
basta  riportarsi  alle  formole  (25)  n.  69,  pag.  132  per  vedere  che,  indi- 

cando  coni         i  simboli  di  Chriatoffel  costruiti  per  la  Fi,  sarà 

ITI- .  m-o^ 

cioè  le  u,  V  sulla  Fi  sono  geodetiche  Le  superficie  di  questi  spLcie,  sulle 
quali  esiste  un  sistema  coniugato  formato  da  Imee  geodetiche,  furono  stu- 
diate la  prima  volta  da  Voss  (*)  e  si  djianno  supeffìeii  di  Voss  Dunque: 
Ogni  superficie  dì  Guichard  ha  pet  una  falda  deU'ewluta  una  buperfià,e 
di  Voss. 

Inversamente  si  vedrà  subito  Le  ciohenti  di  una  mpeifìcie  di  Voss 
risptUo  all'uno  o  all'altro  sishtna  di  (jeìdetiche  del  sfietna  coniugato  sono 
superfìcie  dì  Guichard. 

Sitomeremo  più  tardi  sulle  proprietà  delle  superficie  consideiate  in 
questo  numero  e  sulle  loro  rela/ioni  colle  superficie  pseudosfenche 


(*)  Sitnìtngsberichte  der  M^dt&ter  Akademie  der  Wissemck<iftm  (Mar 
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Deformazioni  inMtesInie  delle  superficie  e  corrispontea 
per  ortogonalità  d'eleienti. 


1  peoblpiui  delle  deformazioni  infinitesime  con  quello  delle  coppie  di 
Rupeiftcìe  coiii'ìicadinti-i  pei  oitogonhti  d  elementi  e  dello  coppie  di  supericie  ap 
plirabih  —  Fonnole  fondamentili  di  Weingarfen  —  La  tunzioao  carattenstiia  j^  o  la 
et[i:jzione  caratteri^ica  —  Le  supeificie  associate  in  una  deformazione  infinitesima 

—  Eiduzione  dell  ciiuizione  earatteiistioa  alle   due  forme   normali  ,    --  =  M  ^ , 

^ [-  ;r-^  =  M  0  —  Sistema  coniugato  iht,  &i  conscn  a  coniugato  in  una  defoimazione 

inliuitesima  —  Proprietà  delle  supeificie  the  si  eoi  rispondono  per  oitogonalit^  d  ele- 
mouti  —  Congiueaze  di  Eibaupoui  —  Cenno  di  un  setondo  metodo  per  la  trUtaaione 
del  problema  dello  defoimaziom  intnutesime 

153  Nel  presente  capitolo  riprendiamo  lo  studio  delle  defoiraazioni 
delle  superficie  flessibili  ed  mesfcendibili,  pei  consideiame  le  deformtziom 
infinitamente  piccole  Le  molteplici  relizioni  di  que&ta  teoiia  colla  teona 
generale  delle  superficie,  in  particolare  con  quella  dei  sistemi  di  raggi  e 
d' altra  parte  il  suo  nesso  intimo  colle  equazioni  a  derivate  parziali  della 
forma  di  Laplace  rendono  questo  studio  oltre  modo  interessante. 

Noi  svolgeremo  qui  le  formoìe  fondamentali,  attenendoci  alla  memoria 
di  Weingarten  nel  volume  100  del  G-iornale  di  GreUe. 

Per  la  superficie  S,  di  cui  studiamo  le  deformazioni  infinitesime,  rite- 
niamo le  solite  nostre  notazioni.  Il  punto  P  ^  (x,  y,  z)  di  S,  nella  de- 
formazione infinitesima  che  si  considera,  riceva  uno  spostamento  le  cui 
componenti  secondo  gii  msì  coordinati  siano 

e:»  ,     Ey  ,     33  , 

dove  X,  y,  z  sono  determinate  funzioni  di  M,  J)  ed  e  è  una  costante  infini- 
tesima, di  cui  si  trascurano  le  potente  supenori  aUa  prima.  Dopo  la  de- 
formazione il  punto  P  si  trasporta  nel  punto  F,  che  ha  per  coordinate 
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e,  dovendo  aversi  per  ipotesi 

dx'^  +  %'^  +  <^^^  =  ^^^  +  <iy^  +  dz^  1 
ne  risulterà 
(1)  dx  dx  -\-  dy  dy  -'r  dz  dz  =^  (i  . 

Di  questa  relazione  Moutard  ha  dato  la  semplice  ed  importante  inter- 
pretazione geometrica  seguente. 

Si  considerino  x,  y,  z  come  coordinate  di  un  punto  P  nelio  spazio  ; 
mentre  P  descrive  la  superficie  S,  i!  punto  P  descriverà  una  superficie  S, 
corrispondente  punto  per  punto  alla  S  e,  per  la  (1),  la  corrispondenza  sarà 
tale  che  due  elementi  lineari  corrispondenti  di  S,  S  saranno  fra  loro  or- 
togonali. Inversamente,  se  S  è  una  superficie  corrispondente  per  ortogo- 
nalità d'elementi  alia  S,  se  ne  dedurrà  una  deformazione  infinitesima 
della  S. 

Si  può  dunque  considerare  il  problema  delle  deformazioni  infinitesime 
di  una  superficie  S  sotto  l' aspetto  finito  :  Determinare  le  superficie  8,  che 
corrispmdoìio  jier  ortogonalità  d'elementi  alla  S  (*). 

Un  secondo  aspetto  finito  del  problema  stesso  risulta  dalle  conside- 
razioni seguenti.  Pongasi 

i  =  x  -\-  tx  ,     ri  =  y  -\-  ty  ,     t,  =  z  ^  tz  , 

essendo  t  una  costante;  se  si  riguardano  ^,  vj,  C  come  coordinate  di  un 
punto  mobile  eopra  una  superficie  S,  per  l'elemento  lineare  di  questa  su- 
perficie avremo 

d^i  +  d-f^i  4-  rfc^  =  dx^  -r  dì/^  +  dz^  +  t"  {S^  +  dy^  +  <fo^) , 
valore  che  non  cangia  mutando  t  in  —  t.  Se  consideriamo  adunque  la  au- 


(*)  Qui  conviene  subito  osservare  olie  ad  ogni  supoifloìe  S  può  sempre  farai  cor- 
rispondere  per  ortogonalità  d'elementi  un  piano  S.  Basta  per  ciò  fare  dei  punti  della 
S  una  proiezione  ortogonale  sul  piano  e  girare  nel  piano  rimmagine  d'un  angolo  retto 
attorno  ad  un  centro  fisso.  Cosi,  so  par  questo  piano  prendiamo  il  piano  wy,  e  per  centro 
di  rotazione  l'origine  avremo 

con  che    si  soddisfa  appunto  la  (!}.  Il  punto  (x,  y,  z)  dopo  la  deformazione  va  nel 

x  +  ^y  ,    y  —  ^x,    ^, 
cioè  la  deformazione  infinitesima  è  in  questo  caso  una  pura  rotazione  attorno  all'asse  e. 
Aggiungiamo,  eia  che  è  facile  a  vcriflcarsi,  che  la  costruzione  data  è  la  più  gene- 
rale, che  faccia  corrisponderò  ad  una  superficie  S  uà  piano  per  ortcgonalità  d'elementi. 
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perficie  X'  luogo  de!  punto  (^'  -q',  C)  di  coordinate 

^  =  X  —  tx  ,     -il  =^  y  —  ty  ,     C  ^^  s  ^  te  , 
saranno  2,  2'  applicabili,  corrispondendosi  i  punti  (^,  vj,  C)  {S',  vj',  C),  e  il 
punto  medio  del  segmento  che  unisce  due  punti  corrispondenti  di  X,  il'  è 
il  punto  V^{x,  y,  z)  di  S,  mentre  la  direzione  di  questo  segmento  segna 
la  direzione  dello  spostamento  subito  da  P, 

Inversamente  siano  S,  S'  due  superfìcie  applicabili  e  |,  ■/),  C;  ì',  v"/,  C' 
le  coordinate  di  due  punti  corrispondenti.   Ponendo 

S  +  S'  vì+vj'  C+C 

-  =  kzl       -  ^  •^-^'       -  _  C-C 

si  ha 

(te  (?a^  +  «f?/  (^^  +  '^^  "^^  =  0  - 

Dunque:  Se  due  superficie  J^,  V  sono  ap^ica}Mi,la  superficie  S  luogo 
dei  -punti  medii  delle  congiungenti  i  punti  corrispondenti  è  suscettibile  di 
una  deformazione  infinitesima,  nella  (piale  ciascun  punto  di  S  ss  sposta 
neUa'  direzione  di  quella  congiungente. 

154.  Veniamo  ora  alla  trattazione  analitica  del  nostro  problema,  che 
consiste  nel  determinare  le  tre  funzioni  incognite  x,  y,  z  di  u,  v  in  guisa 
da  soddisfare  la  {!),  ossia  le  tre  equazioni: 

?         -^  dx_  dx        .^  dx  dx  

\         -^  3m  3?i     '    -^  9m  3*1 
Per  trattai'e  simmetricamente  questo  sistema  di  equazioni,  Weingarten 
introduce  come  funzione   ausiliaria  'f  l'invariante  dell'espressione  diffe- 
renziale 

rispetto  alla  1."  forma  fondamentale 

ds^  =  E  c?w=  +  2  F  du  dv  -f  G  dv^ 
della  superfìcie  S,  ponendo  cioè 

1 /'d_  -y  ~  ?^    _   A  V  ~  ^^^ 

2\''EG  — F^  V3«  -^     du        du  ^     dv  J 

■^dx  dx   _  -^  3a:  3iC  ' 
''Sv  du        ^  du  dv 
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A  questa  funzione  <p,  detta  da  Weingarten  Verschìehungsfunction,  da- 
remo il  nome  di  funzione  caratteristica.  Essa,  come  h-a  osservato  Vol- 
terra (*),  ha  un  semplice  signiiìcato  cinematico,  rappresentando  la  compo- 
nente secondo  la  normale  della  rotazione  subita  da  un  elemento  superficiale 
di  S  nella  deformazione. 

L'ultima  delle  (2)  si  scinde  nelle  due  equazioni 

(3)  sSl-.Vla---*'.  2||=-WS^^. 

Formiamo  dalla  prima  di  queste 


a  (o  v'B  a  - 

-)?■) 

3» 

osservando 

che. 

,  per  la  l."  delle  (1): 

■i  3«  3»  3v  ~ 

,-,  3i  3'x 
'  ^  3v  3»  3» 

e,  facendo 

uso 

delle  tormole  fondamentali  (1)  n.  47 

la  f or  mola 

31ogv'EB-F» 
3» 

i  1   1  ^1  3 

troveremo 

(4) 

3,     »2x|- 

'^      du 

3»                 VEG 

~fi 

Analoga 

amei 

ito  dalla  2.-  dello  (3), 

formando 

3(f  \/EG- 

„F') 

3» 

' 

.  3j  ^     ^3»  ^3» 

'"  v'E9=P'' 

Escludendo  il  caso  privo  d' interesse  in  cui  la  superficie  S  sia  svilup- 
pabile, supponendo  cioè 


(*)  Sìdla  dtformaeione  ddk  mperfiàe  flesdbili  ed  inestendìMU. 'B.nnàki 
Acimd.  dei  Lincei.  Seduta  6  aprile  1834. 
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le  (4),  (4*),  risolute  rapporto  a 


2-t 

2x'?. 

danno 

(5)         2^1'"- 

K^/ÉG— F>' 

Sxf        "•        '" 

'•"       JtyE  a_F' 

indicando  a,l  solito  K  la  curvatura  della  superficie. 

Basta  ora  associare  le  (2),  (3),  (5)  per  ottenfcre,  risolvendo,  le  forinole 


dx          y  de 

-IS-K^I^-4 

dx           y  dv 

dv 

./ytts — w^ 

colle  analoghe   in  y,  s.  Di  qui  si  vede  che,  appena  nota  la  funzione  ca- 
ratteristica tp,  si  otterrà  per  quadrature  la  superficie  S  corrispondente  per 
ortogonalità  d'elementi  alla  S. 
Ora  dalle  (5)  si  ottiene 

/     df         df\  /     3y  _      9j\ 

d  ì     du       dv\     d  (    dv       du\ydxdx    yS^^sx 

,9X     3X 
3m  '    dv 
formole  fondamentali  (II)  n.  47,  pag.  89,  risulta: 

La  funzione  caratteristica  f  deve  soddisfare  alla  equazione  a  derivate 
parlali  del  secondo  ordine: 

v'E  a— F'  (  *'  \  kVe  h-f V     *  \  kVe  g-F"/ 

_  2FD'— ED'  — GD         (•) 
~  EG  — F'  '' ' 

che  si  dirà  l'equazione  caratteìistica. 
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155.  Dimostriamo  ora  che  ad  ogni  soluzioQe  'f  di  questa  equazione 
corrisponde  una  soluzione  del  problema.  Per  ciò  osserviamo,  come  nella 
nota  al  n.  153,  che,  facendo 

si  soddisfa  alla  relazione  fondamentale  (1);  il  corrispondente  valore  della 
funzione  caratteristica  p  è 

onde  la  (7)  ammette  come  soluzioni  particolari 
X,  Y,  Z  . 

Dopo  di  ciò  si  Terificherà  subito  che,  essendo  tp  una  soluzione  della 
(7),  le  (6)  soddisfano  alle  condizioni  d'integrabilità  e  definiscono  per  qua- 
drature una  superfìcie  S,  che  corrisponde  per  ortogonalità  d' elementi  a  S. 

Dalle  osservazioni  ora  fatte  segue  poi  che  quelle  deformazioni  infi- 
nitesime della  S,  che  consistono  in  un  puro  movimento,  corrispondono  alla 
soluzione  : 

con  a,  b,  e  costanti,  della  equazione  caratteristica  (7). 

Poniamo  ora  la  (7)  sotto  una  seconda  forma  molto  importante  per 
le  applicazioni.  Questa  si  ottiene,  introducendo  i  coefficienti 

>,  f,  3  

della  rappresentazione  sferica  di  S.  ]\Ioltiplicando  la  (7)  per  v'E  G — P^ 
Ve (7 — f^,  ricordando  che 

K  v'E  a-F>  =  +  v'èj— /> , 
si  ottiene 

D"       3»  D'       3«\     , 


•J'S—P 


Indicando  cogli  accenti  i  simboli  di  Ohristoffeì   per  la   rappre- 

sentazione sferica  ed  osservando  le  formole  (6*)  n.  63,  pag.  121,  la  prece- 
dente diviene 

I12i'3^__jl21'% 


(22J'3(p     I22l'3'f  ,       1 

■U\fv-h\i-^''-\ 


yGoosle 


ovvero 

(7')  D-  {'f\,  -f  «  ■,)  -  2  D'  (f'„  +  f  7)  +  D  (f'„  +  J  f )  =  0 

i  simboli  fp',1  f'n  'ji'si  indicando  le  detivate  seconde  covarianti  della  fui. 
caratteristica  f  rapporto  cdV elemento  lineare  sferico.  Scritta  l'equazione 
carafcteristicB,  sotto  questa  forma,  è  evidente,  per  le  (4)  n,  63,  pag.  119,  che 
X,  Y,  Z  ne  sono  soluzioni,  come  sopra  ai  è  osservato. 

Ora  osserviamo  che,  se  determiniamo  la  superficie  S  mediante  le  coor- 
dinate tangenziali 

X,  Y,  Z,  W , 

come  al  n.  72,  e.  V,  cioè  indichiamo  con  W  la  distanza  del  piano  tan- 
gente dall'origine,  per  le  (35)  del  citato  numero,  la  equazione  caratteri- 
stica (7*)  può  scriversi: 

(8)       (W'„+!;W)  (f'„+»9)~2CW'„  +  fW)  (?■„+/?)  + 

Questa,  essendo  simmetrica  in  W,  '^,  ci  dimostra  che,  se  si  indica  con 
So  la  superficie  inviluppo  del  piano 

come  rp  è  funzione  caratteristica  di  una  deformazione  infinitesima  della  S, 
così  W  è  funzione  caratteristica  di  una  deformazione  infinitesima  di  So. 
156.  Per  riconoscere  la  relazione  geometrica  caratteristica  fra  due 
tali  superficie  S,  So,  osserviamo  che  esse  si  conispondono  punto  per  punto 
per  parallelismo  delle  normali  e  se  con 

(  D  t?w«  -J-  2  D'  du  de  -\-  D"dv^ 
(«) 

{  I>odu^-i-2'D'odudv^'D"odv^ 

indichiamo  rispettivamente  le  due  seconde  forme  fondamentali  di  S,  So, 
la  (8),  osservando  che  si  ha 

—  Do  ^f'n-'r  e<p  ,    —  Do  ^=  c',^  +  f^  ,    —  D'o  =^  f'n  -\-  <f  f  , 
si  cangia  nell'altra: 

(8*)  D" Do  +  D  Do  —  2  D' D'o  =  0  , 

la  quale  esprime  che  l'invariante  simultaneo  di  queste  due  forme  diffe- 
ren/.iali  è  nullo.  Ciò  significa  geometricamente  che  alle  linee  assintotiche 
dell'  una  superficie  corrisponde  un  sistema  coniugato  sul?  altra,  come  si 
riconosce  subito,  fondandosi  sulla  proprietà  invariantiva  della  (8*),  dall'  os- 
;  che,  se  D  ^  D"  =  0,  ne  segue  Do  =  0. 


y  Google 


SUrEEPICIE    ASSOCIATE 


279 


Inversamente,  se  le  due  super6cie  S,  So  si  corrispondono  per  paralle- 
lismo delle  normali  in  guisa  che  alle  linee  assintotiche  dell'una  corri- 
sponda un  sistema  coniugato  sull'altra,  si  vede  subito,  per  la  (8)  o  per 
la  equivalente  (7*),  clie  la  distanza  di  un  punto  fisso  dello  spazio  dal 
piano  tangente  dell'una  è  funzione  caratteristica  di  una  deformazione 
infinitesima  dell'altra.  Diremo  che  le  superficie  S,  So  formano  una  co^ia 
di  superficie  associate. 

Osserviamo  che  se  di  due  superficie  associate  l' nna  è  a  curvatura  po- 
sitiva, l'altra  è  certamente  a  curvatura  negativa,  come  risulta  dalla  (8), 
ove  supponendo  p.  e.  D~0  e  D,  D"  dello  stesso  segno  ne  segue  che  Do,  D"o 
hanno  segno  opposto.  Al  contrario  ad  una  superficie  a  curvatura  nega- 
tiva può  tanto  essere  associata  una  superficie  a  curvatura  negativa  come 
positiva.  Una  almeno  delle  due  superficie  associate  S,  So  è  dunque  ad  as- 
sintotiche  reali,  supponiamo  p.  e.  la  So  e  prendiamo  a  linee  coordinate 
u,  V  le  assintotiche  di  So,  alle  quali  sopra  S  corrisponderà  un  sistema  co- 
niugato. Si  riconoscerà  subito,  dalle  formolo  di  rappresentazione  sferica 
e,  V  in  particolare  dalle  (13),  (22)  di  questo  capitolo  pag.  122,  131,  che 
le  relazioni  fra  le  coordinate  x^  y,  z;  xa  yt,  zo  di  due  punti  corrispon- 
denti su  S,  So  si  scrivono 


'  dx  dxo  dy 

du  3ii      '       du 


du 


dv 


di) 


du  ' 


,  m  (,onvementi  funzioni  di  u  i 
Con-bideriamo  invece  quel  sistema  coniugato  \x  \}  bOpr'^  b  il  lui  coi- 
rispondente  e  puie  comugatj  sopra  So  introducendo  cioè  a  vanabili  ff  p 
quelle  che  iiducono  le  due  forme  simultanee  («)  i  somme  di  quadiati 
Questo  sBtema  e  certamente  sempre  reale  se  una  delle  due  supeihcie  e 
a  punti  ellittici  tiot  se  una  delle  due  loime  (_«)  e  definiti,  Pon  queste  va- 
riabili ff    p    M  ■ivianno  le  tormole 


(10) 


(11) 


3io           3i 
3a  ~  *■  Sa 

'       3a    ~     3» 

320 

■       3?-     'S^ 

3«. 

a  funzione  di 

0,  p  definita  dalle  forinole 

3a 

112  1            31ogr 
i  2  1     '          3ii 

112 
i  1 

32 
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i  simboli  dei  secondi  membri  essendo  calcolati  per  l'elemento  lineare  di 
S  in  coordinate  «,  {i. 

Vediamo  adunque  che  le  tangenti  in  due  punti  corrispondenti  alle  linee 
a,  p  sopra  S,  So  sono  parallele  e  l'equazione  di  Laplace  pei  due  sistemi 
coniugati  (a,  p)  sopra  S,  So  è  ad  invarianti  eguali. 

Le  formole  (10)  possono  scriversi 

/   d  /xo-  rx\  X   '^  fyo-  '■^^     -,  r  .     d  fza  ~  rs\         .  . 

\  3  {xii-\-rx\        ,  ,   3/3/o+r«\  3/2o-  rz^         .  . 

(  ?  (-ì+r>  i' <«  -  "='m  i+?^J  ° '' *"  "  »^ '*b+^J  ■  i"' <""  "  "' 

essendo  X,  ij.  fattori  di  proporzionalità.  Queste  ci  dimostrano  che  se  si  con- 
sidera il  sistema  di  raggi  Po  P  formato  dalle  congiungenti  i  punti  cor- 
rispondenti di  due  superficie  associate,  le  sue  sviluppabili  sono  le  <x^cost*°, 
p=cost'°  e  i  fuochi  Pi,  Fa,  avendo  per  coordinate 


^^  /^o+r^       -m^jìi       go+>'g'\ 
^^—\  1+r     '       1+r     '        1+r  ) 

dividono  armonicamente  il  segmento  PPo-  Dunque:  he  snUuppabili  della 
congruenza  formata  dalle  congiungenti  i  punti  corrispondenti  P,  Po  di  due 
superficie  associate  S,  So  tagliano  ciascuna  di  queste  superficie  secondo  un 
sistema  coniugato  ad  invarianU  eguali;  sopra  ogni  raggio  i  fuochi  dividono 
armonicame7ìte  il  segmento  PPo. 

157.  Eriprendiarao  per  un' assegnata  superficie  S  l'equazione  (7*)  ca- 
ratteristica delle  deformazioni  infinitesime  e  riduciamola  ad  una  forma,  che 
riguarderemo  come  forma  normale^  assumendo  un  conveniente  sistema  di 
linee  coordinate  {u,  v). 

1."  Supponiamo  dapprima  che  la  S  sia  a  curvature  opposte  e  pren- 
diamo a  lince  coordinate  le  assintotiche  (u,  v);  essendo  0=0,  D'— 0,  la 
(7*)  diviene 

■p'i,  +  fp  =  0  , 
ovvero,  sviluppando  colle  formole  del  n.  64,  e.  V  : 

Essendo  w  una  soluzione  di  questa  equazione,  le  formole  generali  {(J), 
che  definiscono  la  superficie  S  corrispondente  aUa  S  per  ortogonalità  d'eie- 
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menti,  diventano: 

j   dx 
i  3^ 

(13) 


BIDOTTA  A  FOltUA  NORMALE 


\     du 


/  3^_ 

\dv~     ''  \"dv      ^  ^J 

Ora  applichiamo  la  trasformazione,  che  al  n.  68,  pag.  129,  abbiamo 
adoperato  per  ottenere  le  formole  di  Lelieuvre,  cangiamo  cioè  la  fun- 
zione incognita  y  col  porre 

la  (13)  diventa  allora 


(U) 


d'S 


=  MI! 


du  di!  \l  p   du  dv 

e  le  (13)  si  scrivono  corrispondentemente 


(15) 


-f 


i 

8 

3£ 
du 

38 

du 

i 

« 

35 

39 

3» 

3» 

colle  analoghe  per  y,  z,  che  si  o 
e  in  C.  Ricoi^diamo  che  ^,  tj,  C  f 


igono  cangiando  success ivamenfce  4  in  t| 
3  esse  stesse,  nelle  formole  di  Lelieuvre 
(18)  n.  68,  tre  soluzioni  particolari  della  (14).  Ogni  altra  soluzione  9,  linear- 
mente indipendente  da  i,  %  C,  dà  una  effettiva  deformazione  infinitesima 
della  superficie,  che  si  riduce  invece  ad  un  puro  movimento  se  9  è  com- 
posta linearmente  con  i,  v],  ^. 

2.°  Sia  ora  S  una  superficie  a  curvatura  positiva  ;  introduciamo,  come 
aln.  70,  a  sistema  coordinato  {u,  v)  un  sistema  isotertìio-comugato ;  l'equa- 
zione caratteristica  diventa 


cioè  (n.  71) 
(16)        =*- 


e  le  equazioni  (6)  danno 


+  iìì  +(«  +  (/)?  =  0, 

+  (.  +  ^)  'f  ^  0 


3  log  p  9(p 

du      du 


3v      dv 


■■  dx 

,    du 


(17) 


/    3X       „3?\ 


3X 
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Collii  trasformazione  (n.  71) 
l'equazione  caratteristica  (16)  diventa 


(18)    =-V5  =  M8 


M  = 


S^P  _^  s\l'_ 


-i'  +  s) 


ì  pel'  le  formoje  che  definiscono  la  superficie  S 


(19) 


9^ 


colle  analoghe,  ove  j-,  i  si  cangiano  rispettivamente  in  y,  tj  ;  z,  C- 

Possiamo  dunque  enunciare  il  risultato: 

L'equasione,  da  cui  dipende  il  problema  delle  deformazioni  infinitesime 
di  una  superficie  S,  si  riduce  alle  forme  normali 


=  Me 


'?"  =  M<1 


secondo  che  la  B  è  a  curvatura  negativa  o  positiva. 

Così  p.  e,,  per  tutte  le  superficie  che  corrispondono  aUe  equazioni 


--  0, 


mo  risolvere  completamente  il  problema  delle  deformazioni  infinite- 
sime, in  particolare  per  le  conoidi  rette  (n.  68)  e  pel  paraboloide  di  ro- 
tazione (n,  71) 

158,  Consideriamo  due  superficie  associate  S,  So  e  prendiamo  a  linee 
coordinate  sulla  So  le  linee  assintoticbe  (u,v),  supposte  reali,  le  cui  linee 
corrispondenti  sopra  S  formano  un  sistema  coniugato.  La  funzione  carat- 
teristica tp  della  corrispondente  deformazione  infinitesima  della  S  soddisferà 
(essendo  Do=0,  D"o=0)  «Ile  due  equazioni  (n.  156): 


/  3't( 


jllj'  3y 


ili)'  djp 


/  d^-f        (22)'  da    .    (22)'  d'f 
Sia  ora  S  la  superfìcie  corrispondente  alla  S  per  ortogonalità  d'eie- 
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menti,  secondo  la  stessa  deformazione  infinitesima;  avremo  per  le  (6): 


Formando 


3%_ 


coli' aver  riguardo  alle  forinole  (6*)  il.  63,  e.  V 

d_   /       E       \  __  122/'        D         _  lllf        D" 

si  trova 

d^x    __  111/  '^  d^  _  I22j'   D    8^  _ 

dudv  "       I  2  1    D    3m  i  1  )   D"    3!J  ' 

ma,  per  le  formole  (35)  n.  69,  pag.  132 


|12j  __  (11/  ID;^       (121  __  j22)'   D_ 
j  1  !  ~       i  2  1    D"  '    I  2  )  ~       1  1  ì    D" 


questa,  si  può 


d^x    _  jl2j  3x        |12ì  dx 

dudv  "    1    aw  '''  (2    ai!  ■ 


Ne  risulta  che  anche  sopra  S  il  sistema  (m,  v)  è  coniugato  e  di  più 
l'equazione  di  Laplace  sopra  S  è  la  stessa  che  sopra  S.  Si  noterà  poi  che 
alla  medesima  equazione  di  Laplace 

3^9    __  (121  39        J12j  30 
3m3w        Ì  1  )  3m       )  2  )  3«! 
soddisfa  anche 

xx^yy-\-zz 
a  causa  dell'identità 

y^dx  dx        -T  dx  dx 

■^3^37;+-^3^9^~ 
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Se  ritorniamo  ora  alla  seconcla  interpretaziorte  finita,  data  nel  n,  153, 
pel  problema  delle  deformazioni  infinitesime  e  consideriamo  le  due  super- 
ficie applicabili  S,  £'  luogo  dei  rispettivi  punti 

i^  x-\~t  X  ,     1]  =  y  -[-t  y  ,     Z=^  z--\-  t  :2  ] 

_  _  —  1  ('  cost'") , 

i' ^  X  —  t X  ,    ij  =  y  —  t y  I    C'=2  —  t z  ) 

vediamo  che  anche  sopra  S,  S' il  sistema  (w,  v)  è  coniugato  e  l'equazione 
di  Laplace  rimane  sempre  la  stessa.  Di  essa  oltre  che 

a,  v],  C  ;     S',  li,  t! 
è  altresì  una  soluzione  (*) 

g'+7,'+c*)-(f»+,'«+c") =4  ((«;+>/?+")• 

In  particolare  ciò  vale  pei  un  vilore  e  infinitamente  piccolo  di  t,  onde 
risulta  il  teorema:  Il  sistema  cmmigato  dt  una  sujieìfkte  &  che  corrisponde 
alle  assintotìche  deUa  su^eifiuf.  So  associato  ad  S  in  una  deformatone 
infinitesima,  si  conserva  coniugato  m  questa  deformazione  Sulla  superficie  S 
corrispondente  ad  S  per  ortogonalità  d  elementi  ii  coiitsponde  alla  sua  voUa 
il  sistema  coniugato  omologo. 

Viceversa,  se  consideriamo  in  una  deformazione  infinitesima  di  ima  su- 
perficie S  quel  sistema  coniugato,  che  si  conserva  coniugato  nella  defor- 
mazione {**),  sulla  superficie  associata  So  vi  corrisponderà  il  sistema  delle 
assìntotiehe,  Possiamo  adunque  enunciare  il  risultato: 


(*)  Cf.  KoBNias  Comptcs  Eeiiciug  de  l'Acadèmie  dea  acienccs,  t.  CXVI,  pag.  569 
(1893). 

11  teorema  di  Koeaìgs,  risulta  del  resto  suliito  dacché  su  due  superfioie  applicabili, 
l'ifei'ite  al  sistema  coniugato  comune,  Te^uasione  dì  Laplace  è  la  stessa  e  ponendo, 

, = l  (== + .= + -à) ,  p' = ^-  (r + >>" + t'o 

si  ha  (e.  É  J   e  ^  ) 

=  ì  =F 

Di  qui  lotreniiiio  inveiiamente  tiuie  i  iiailtUi  del  testo 

(**)  In  ofeni  ciso  salvo  ohe  pei  pun  movimenti  (nei  quali  ogni  sistema  coniugato 
si  conserva  evidentemente  coniugato)  questo  sistema  e  unico  e  determinato  ed  è  cer- 
tamente reale  6P  li  sipertioip  clic,  m  deforma  è  a  cufvatura  pos  tiva.  E  infatti  se  eoa 
(JD,  SU,  SD  indichiamo  le  vaiiazioni  di  D  D  D  dopo  il  movimento,  noli' indetermi- 
nazione supposta  del  sistema  coniugato  comune   deve  susstetere  la  proporzione 

SD  :  Sjy  :  <5D"  =  D  :  D'  :  D" 
ed,  essendo  d'altronde 

S  [D  D"  —  D'^)  =  D  SD"  +  D"  JD  —  2  D'  SD'  =  0  . 
mentre  D  D" — D'^  nou  è  zero,  ne  risulta 

m  =  SD'  7=  SD"  =  0  . 
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Affinchè  un  sistema  coniugato  sopra  S  si  mantenga  coniugato  in  una 
deformazione  infinitesima  diS  è  necessario  e  sufficiente  che  la  sua  immagine 
sferica  di  Gauss  sia  anche  l'immagine  sferica  delle  asintotiche  di  una 
superficie  So.  Le  superficie  S,  So  sono  allora  associate  in  quella  deformasi<me 
infinitesima. 

In  particolare,  se  il  sistema  coniugato  è  quello  delle  linee  di  curvatura, 
la  condizione  ora  enunciata  si  riduce  a  questa  che  l'immagine  sferica  delle 
linee  di  curvatura  sia  un  sistema  isotermo.  La  superficie  associata  So  è 
allora  ad  area  minima  (*). 

159.  Diamo  ora  alcune  proprietà  delle  coppie  di  superficie  S,  S  cor- 
rispondentisi  per  ortogonalità  d'elementi. 

Supponiamo  dappiima  che  la  8  sia  a  curvatura  positiva  e,  come  al 
n.  157,  scegliamo  a  sistema  coordinato  (u,  k)  un  sistema  isotermo-coniugato 
sopra  S.  Le  formolo  (19)  si  possono  5 


onde  segue 


_1    3^  ^  ^   (V\       _1_  ?^^_  3_  (^\ 

du    {tì^   2uJ  +  9^  \J^   dv)  ~  ' 
ovvero 

3^        9^  _  _2    39  3^         2    39  ^ 

3m^  "^  Sa^  ~  6    du  du  "^  '9    dv  dv 

colle  formole  analoghe  in  y,  z.  D'altra  parie,  se  con       <  indichiamo  i  sim- 
boli di  Christoffei  per  la  superficie  S  e  colle  notazioni  analoghe 

D  ,     B'  ,     V' 

X  ,    Y  ,     Z 

i  coefficienti  della  2.'  forma  fondamentale  di  S  e  i  coseni  di  direzione  della 
normale,  per  le  formole  fondamentali  (I)  n.  47,  pag.  88,  abbiamo 

d^     d^x  ^  /mj     |22j\  § 

Zu^  "T"  3w2        1  i  1  i  "•"  1  1  i  )  9m  ■ 

e  le  analoghe  in  y,  z.  Paragonando  colle  precedenti,  risulta 

[TTj        (22)  _  3  log  9^       nlj        J22j  ^  3  log  9^ 

I  1  j  "^  j  1  )  "       3m        '    i  2  i  "*"  I  2  i  3» 

ìj  +  D"  -=  0  . 


(*)  iìt.'^YXsiìk-B.'sws.—  SitmngsberÌAhUàer K.  Akaàemit  ^m  BeHm  28  Jaauar  1 
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L' ultima  di  queste  ci  dice  che  D,  D"  sono  eguali  e  di  segno  contrario, 
onde  segue  : 

Ad  una  superficie  S  a  atì-vatura  positiva  corrispondono  per  ortogonalità 
d'elementi  soltanto  superficie  S  a  curvatura  negativa  (*). 

Come  per  le  coppie  di  superficie  associate  (n.  150),  così  qui  sì  vedrà  facil- 
mente elle  ad  una  superficie  S  a  curvature  opposte  corrispondono  per  orto- 
gonalità d' elementi  tanto  superficie  a  curvatura  positiva  che  negativa. 

In  secondo  luogo  supponiamo  che  la  S  sia  a  curvature  opposte  e  pren- 
diamone a  linee  coordinate  {u,  v)  le  asaintotiche.  Le  (15)  n.  157  si  possono 


scrivere 

1    dx          3    fi\        1    dx         3 

9»  du       du  \f)J  '   62  dv      dv 

da  cui  segue 

3    /l    S^\    ,     3    /l    3"i\ 
3»;  U^  3uJ  +  3m   [b^  dv)'^ 

ovvero 

d'^         31og9  ^        31og9  dx 

dudv           dv      3w     '        3w      dv 

©■ 


Dunque:  Alle  linee  assintotìche  di  una  8uperfi<Ae  S  corrisponde  sopra 
ogni  superficie  S,  corrispondente  a  S  per  ortogonalità  d' dementi,  un  sistema 
coniugato  a  invarianti  eguali. 

Viceversa  supponiamo  che  sopra  una  superficie  S  si  abbia  un  sist 
coniugato  ad  invarianti  eguali,  per  il  quale  adunque 

02)  _  910^9       Tl2j  ^  31ogQ 

1 1 1  ^    dv    '12)        du    ' 

essendo  9  una  conveniente  funzione  dì  u,  v. 

Determinando  per  quadrature  |,  i\,  C  dalle  formole 


_3_   (i\___}_  3^       _3_   (^  _  1  ' 

du  \fì)       92  du  '  dv  \^)      s^  ; 
du  \qJ        Q"  du  '    dv  \^J       02  ; 


(i^  du  '  dv  \^)  ~  o'2  dv' 


(*)  La  S  puù  essere  a  curvatura  nulla  soltanto  uel  caso  ia  cui  sia  D=0,  D'=0,  D"=0 
e  allora  si  riduca  ad  un  piano,  (Cf.  n.  153). 
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saranno  £,  yj,  C  soluzioni  dell'equazione  in  9 


dude 


pMogQ      ■  1    3*^   39"] 
3m  9i)  C'^  3m  3i) 


Conseguentemente  (n.  68,  e.  V)  le  formole  di  LelieuTre: 


3^     X 
du     du 


dx 


37]     3C 
dv     do 


definiscono  una  superficie  S,  sulla  quale  le  (m,  i>)  soho  le  assintotiche  e  che 
corrisponde  per  ortogonalità  d' elementi  a  S.  Si  vede  adunque  che  :  Il  ffo- 
blema  delle  deformazioni  infinitesime  di  una  superficie  S  equivale  alla  ri- 
cerca dei  sistemi  coniugati  ad  invarianti  eguali  s&pra  S. 

160.  Ribaucour  pel  primo  ha  considerato  un'importante  classe  di  con- 
gruenze rettilinee,  che  si  ottengono  nel  modo  seguente. 

Siano  S,  S  due  superficie  che  si  corrispondono  per  ortogonalità  d' ele- 
menti ;  se  pei  punti  di  una  di  esse,  poniamo  S,  conduciamo  i  raggi  paralleli 
alle  normali  nei  punti  corrispondenti  di  S,  aYremo  una  congruenza  della 
specie  in  discorso. 

Diremo  queste  congruenze  congruejtze  di  Bibaucour  e  la  superfìcie  S, 
alle  cui  normali  sono  paralleli  i  raggi  della  congruenza,  si  dirà  la  superficie 
generatrice. 

Applichiamo  le  formole  generali  del  cap.  X  alle  congruenze  di  Ri- 
baucour in  discorso.  Osservando  per  ciò  le  formole  (6)  n.  154 


,  3X 


,,  3X 


'^+(Dt-°^0 


e,  ponendo,  nelle  notazioni  di  Kummer  cap.  X: 

— .^  33:  3X      ^ -y  33;  9X      ^  ___  -^i  3a;  3X         -^  3x  9X 

^  ~  ^dii  iu   '    '  ~  ^Tv  du'  '  '    ~  ^3u  d^  '  ^  ^  ^dvdv  ' 

troviamo 

-^fP-eP',     -.^fV-eW       ji^!iTi--fT/  - ^sJt::fE  ,. 

■J'9—f'                -^il—f'                'J'S—f  •J  "J—f 
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Le  equazioni  (B)  (D)  ii.  140-141,  che  determinano  rispettivamente  le 
ascisse  dei  punti  limiti  e  quelle  dei  fuochi,  diventano  {*) 


(20) 


indicando  conri,n  i  raggi  principali  di  curvatura  della  superficie  gene- 
ratrice S  (**}. 

L' equazione  (0)  n.  141,  che  determina  le  sviluppabili  della  congruenza, 
diventa  poi 
(21)  ■  D  £?M^  +  2  D'  dn  dv  +  D"  dv^  -=  0  . 

Abbiamo  dunque  il  risultato: 

In  ogni  congruenza  di  Eibaucour  la  superficie  S  di  partenza,  corrispon- 
dente per  o-rìogonalità  (f  elementi  alla  superficie  generatrice  8,  è  la  superficie 
media  della  congruenza.  Is  sviluppabili  détta  congruenza  corrispondono  alle 


(n.  159)  la  superficie  media  8  secondo  un  sistema  ccmiugato  ad  invarianti 
eguali. 

161.  La  proprietà  ora  osservata  delle  congruenze  di  Ribaucour,  che 
cioè  le  loro  sviluppabili  tagliano  la  superficie  media  secondo,  un  sistema 
coniugato  è  caratteristica  di  queste  congruenze,  cioè  sussiste  il  teorema: 

Ogni  congruenza,  le  cui  sviluppabili  tagliano  la  superficie  media  secondo 
un  sistema  coniugato^  è  una  congruenza  di  Eibaucour. 

Per  dimostrarlo  gioviamoci  delle  osservazioni  seguenti,  dovute  a  Gui- 
chard.  Eiprendiamo  le  formole  (27)  del  n.  148,  e.  S,  che  danno  le  coordi- 
nate ce,  y,  z  del  punto  medio: 

[tu=  [i^^h\^\^-^'d^. 

(22) 

dx      rap  ,  ^  112)    1  ^  ,     sx 

(*)  Nella  sostituzione  nelle  formolo  (B),  (D)  citate,  le  {[uantità,  in  queste  indicate  con 
E.I-,  G;     e,f,f,g 
vanno  rispettivamente  rimpiazzate  da 

..  r.  s  :  J".  T,  f.  s. 

C*)  Per  la  verifica  delle  formola  del  testo,  si  tengano  presenti  le  altre 


'■.+'■ 


_2fD'— eP"— gP       _  DD"-Dii 
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ove  f.  indica  una  soluzione  della  (2?!)  pag.  2C2 


3udv  ^  I  1  !  3«       I  2  I  3«  ^  |3m  (  1  )  ^  3tì  (  2  1   '  '  I  ' 

Esprimiamo  ora  che  sulla  superficie  media  S  le  traccie  {u,  v)  delle 
sviluppabili  della  congruenza  formano  un  sistema  coniugato.  Per  ciò  è  ne- 
cessario e  sufficiente  che  esistano  due  funzioni  P,  Q  di  u,  v  tali  che  a;,  i/,  z 
siano  soluzioni  della  medesima  equazione  di  Laplace 


(23)  e  la  formola 


3"X         (12|  3X    ,    (121  3X        ,  „ 
MS  -' -"' 


\  du 


3ii3i>  ~  3»        1  1  I  'J  3"  ^  L3« 


fd_   1121  _    d_  (12p 
V3»    U  3»      1    / 


1121  3,.       (121   3pl 
P  +  i  2  I  3i  ^  i  1  i  3li  P 


e  sussistono  le  formole  analoghe  in  «/,  s.  Le  funzioni  supposte  P,  Q  sa- 
ranno quindi  date  dalle  formole 

e  dovranno  P,  Q  soddisfare  l'ulteriore  condizione 

^rap     „ll2i    1     ^|3p    „n2|    1     [9(12)      3  112)1      (12)  3p     Ì12l3p 


che  pei  valori  (25)  di  P,  Q  si  riduce  a 


(26) 


d_  {12j   ^     3_  (121 
9«      1  3«   U 


Questa  esprime  die  le  immagini  sferiche  delle  sviluppabili  della  con- 
gruenza sono  altresì  le  immagini  delle  linee  assintotiche  di  una  superfìcie 
(n.  64,  e,  V).  In  questo  modo  appunto  Guichard  ha  stabilito  il  teorema: 

Perchè  le  sviluppabili  della  congruenza  taglino  la  superficie  media  S 
secondo  un  sistema  coniugato,  è  necessario  e  sufficiente  che  le  loro  immagini 
sferiche  siano  altresì  le  immagini  delle  assintotiche  di  una  superficie  S. 
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Ora  è  facile  vedere  ulteriorm etite  che  questa  superficie  S  covrispotide 
per  ortogonalità  d'elementi  alla  superficie  media  S  della  congruenza,  la 
quale  è  adunque  una  congruenza  di  Hibaucour.  E  infatti,  se  con 

—■:^. 

indichiamo  la  curvatura  di  S,  sussistono  le  formolo  {n.  64,  e.  V) 
3JogR__     1121        3_logB  __  „  (121 
3»       ~  I  2  i    '         *  1  1  I 

e  per  lo  coordinate  X,  f/,  2  di  un  punto  di  S  si  ha 
l  ii  _        R         /    K  _  ^  3X\ 


\ix  R         /    3X         3X\ 


che,  combinate  colle  (22),  danno  : 

e  dimostrano  appunto  che  S,  S  si  corrispondono  per  ortogonalità  d'e- 
lementi (*). 

162.  Consideriamo  ora  alcune  classi  speciali  eli  congruenze  di  Bibaucour. 

Appartengono  a  questa  specie  le  congruenze  isotrope  (n.  139,  e.  X); 
SI  vede  subita  infitti  che:  Le  con^meme  isotrope  sono  queUe  spedali  con- 
yitien^e  dk  Eihaucouì    che  hanno  una  sfera  per  superficie  genfratrice. 

La  bro  rappicsentazione  analitica  si  ottiene  nel  modo  piìi  sempHee, 
osservanlo  che  le  linee  assintotiche  della  superficie  media  di  una  con- 
gruenzi  isotropa  sono  reali  (n.  159)  e  corrispondono  ad  un  sistema  co- 
niugato ad  invaiianti  eguali  sulla  sfera,  cioè  ad  un  sistema  sferico  orto- 
gonale isoletmJ  Viceversa,  partendo  da  un  sistema  ortogonale  isoiermo 
aibitrario  sulk  sfeia  colle  formole  alla  fine  del  n.  159,  troveremo  per 
quadratuie  la  piti  generale  congruenza  isotropa  o,  ciò  che  torna  lo  stesso, 
la  più  geneiale  detoimazione  infinitesima  della  sfera. 


(*)  Si  ossciTorà  che  la  proprietà  ulteriormente  Begnalata  al  numero  precedente, 
che  il  sistema  coniugato  (u,  v)  sulla  superficie  media  di  una  congruenza  di  Kibaueour 
é  ad  iwaritmU  egu<di,  risulta  anche  subito  dalla  (25),  essendo 
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Le  congruenze  di  Guichard  (n.  152,  e.  X),  le  cui  sviluppabili  hanno  la 
stessa,  immagine  sferica  delle  assintotiche  di  una  superfìcie  pseudo sferica, 
possono  ora  evidentemente  definirai  come  le  congruenze  di  Bibaucour  a 
superfìcie  generatrice  pseudosferica. 

Ricerchiamo  ora  se  esistono  congruenze  di  Ribaucour  normali.  L' im- 
magine sferica  delle  loro  sviluppabili  forma  in  tal  caso  un  sistema  orto- 
gonale e,  dovendo  essere  l'immagine  deUe  assintotiche  della  superficie 
generatrice,  questa  è  per  conseguenza  una  superfìcie  ad  area  minima;  le 
superficie  ortogonali  ai  raggi  della  congruenza  sono  a  rappresentazione 
isoterma  delle  linee  di  curvatura.  Inversamente  le  normali  ad  una  superficie 
con  rappresentazione  isoterma  delle  linee  di  curvatura  formano  una  con- 
gruenza di  Ribaucour. 

Da  ultimo  osserviamo  che:  Fra  le  congì-uenze  di  Uibaucour,  che  hanno 
per  superficie  generatrice  una  data  superficie  S,  ve  ne  sono  infinite  la  cui 
superficie  media  è  un  piano. 

Per  ottenerle  tutte  basta  procedere  nel  modo  seguente  {n.  153,  nota). 
Proiettiamo  ortogonalmente  tutti  i  punti  di  S  sopra  un  piano  x  e  girata 
di  un  angolo  retto,  attorno  ad  un  centro  fìsso  del  piano,  l'immagine  piana 
della  superficie,  tiriamo  pei  punti  della  nuova  immagine  i  raggi  paralleli 
alle  normali  di  S.  In  particolare,  se  la  superficie  S  è  ad  area  minima,  la 
congruenza  così  ottenuta  sarà  normale  per  quanto  ora  si  è  visto;  le  superficie 
normali  ai  raggi  della  congruenza  sono  in  tal  caso  le  superficie  di  Bonnet, 
per  le  quali  i  punti  medii  fra  i  due  centri  di  curvatura  sono  in  un  piano. 

Segue  da  queste  osservazioni  che  proiettando  ortogonalmente  sopra  un 
piano  le  linee  assintotiche  di  una  qualsiasi  superfìcie,  si  ottiene  un  sistema 
piano  ad  invarianti  eguali  ed  inversamente  ogni  tale  sistema  piano  è  la 
proiezione  ortogonale  delle  assintotiche  di  una  superfìcie  (*). 

163.  Chiuderemo  questo  primo  capitolo  sulle  defoi-mazioni  infinitesime 
coir  accennare  ad  un  secondo  metodo  per  trattare  il  problema,  che  discende 
immediatamente  dai  teoremi  generali  del  cap.  IV. 

Riteniamo  la  superficie  S,  di  cui  vogliamo  determinare  le  deformazioni 
infinitesime,  definita  dalie  due  forme  fondamentali  (n.  48,  e.  IV) 
'E,du^-\-2'^  dudv-\-Gidv^ 
Bdu^-\-2,V/  du  dì)  +  D"dv^ . 

In  ogni  deformazione  infinitesima  della  8  la  1."  forma  rimane  inva- 
riata e  i  coefficienti  della  seconda  subiscono  variazioni  infinitesime,  che 
indicheremo  con 
Sì)  =  zd  ,     SD'  =  s  d'  ,     SD"  =  sd" , 

(*)  Ktìmas.  —  Comptea  Eecdus  de  l'Académie,  t.  CXIV,  pag.  55.  Il  teororaa  dato 
da  KiJnigs  è  pift  generale,  riferendosi  a  qualsiasi  proiezione  centrale  delle  assintotiche. 
Ebbo  risulta  eubito  dal  caso  particolare  considerato  noi  testo,  osservando  ohe  le  trasfocma- 
zioui  proiettive  conservano  le  linee  assintotiche  e  i  sistemi  coniugati  ad  invarianti  eguali. 
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essendo  s  una  costante  infinitesima  e  d,  d',  d' tre  funzioni  di  w,  v  da  de- 
terminarsi. Note  d,  d,  d' ,  si  avrà  la  corrispondente  deformazione  infinite- 
ainia  integrando  un'equazione  di  Biccati.  Ora  le  condizioni  necessarie  e 
sufficienti,  cui  debbono  soddisfare  le  incognite  d,  d,  d',  si  ottengono  imme- 
diatamente variando  l'equazione  (III)  di  Gauss  e  le  equazioni  (IV)  di 
Codazzi  (n.  4S). 

Esse  si  scrivono  : 
(27)  D",7— 2D'  rt'  +  Dd"  =  0 


dd        dd        (12)  j   ,      lllj 

3w        du  1  ] 


(28) 


■iTH+ir;i-r;ii''-r;H"=»c)- 


Le  (28)  possono  anche  porsi  sotto  la  seconda  forma  delle  equazioni 
di  Codazzi  (IV*)  n.  48 


d    , 

3  ,       ''       \    j22|        d 
^«'v'EG-F')    I^VeG-F" 

+ 

_3           ,f        >     i22j        d 
'"    V'EG-F»/    ll'v'EG-Fi 

+ 

:-2  L + 

I'^Veg-f" 
ini      d-          j 

v/EG-F"' 

d"       \ 

1^1  i/EG-F> 
1      l'VEG-F> 
tliv/E9-F' 

VEG-F' .' 

Applichiamo  queste  osservazioni  generali  ad  alcuni  esempii. 
In  primo  luogo  trattiamo  con  questo  metodo  nuovamente  la  questione 
già  risoluta  al  n.  158:  È  possibile  dare  ad  una  superfìcie  S  una  defor- 
mazione hifinitesima,  che  conservi  coniugato  un  sistema  attttalmenie  coniu- 
gato {u,v)? 

Se  prendiamo  (w,  v)  a  sistema  coordinato,  avremo  per  ipotesi 

D'  =  0  ,    d  =  o, 

onde  la  (27)  dà 

d  =  \B  ,     rf"  =  ~  >.  D" , 

(*)  Di  qui  segue  subito  nuovamente  che  il  proTjIema  delle  defonnaaioni  infinitesime 
della  afera  equivale  alla  ricerca  delle  superficie  d'area  minima  B  infatti,  se  la  8  è 
una  sfera,  D,  D',  D"  sono  proporzionali  ad  E,  P,  G  e  quakiaai  Èiatema  di  valori  di 
rf,  li',  li",  che  soddisfa  le  (27),  (28),  dà  i  coefficienti  della  2»  forma  fondimentale  di 
una  superficie  minima. 
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indicando  con  X  un  conveniente  fattore;   sostituendo  nelle  (28),  coli' os- 
servare che  D,  D"  soddisfano  le  equazioni 

risulta 

3  log).  _       D    1221       aiogX  _  „  D'  1111 
3»     ""      D"  I  1  1  '       3v     ~       D    j  2  i  ' 
ovvero,  per  le  (25)  n.  69,  e.  V, 

3»     ~         lai'    "Sv  ^  ili' 

i  simboli 

1121'        1121' 

hi  •   lai 

essendo  calcolati  per  1'  elemento  lineare  sferico. 

La  deformazione  supposta  È  dunque  possibile  quando 

d_  J12r        _3_  (12)' 

il  che  dà  nuovamente  il  teorema  del  n.  158. 

164.  Ricerchiamo  in  secondo  luogo  se  è  possibile  deformare  infinita- 
mente poco  una  superficie  ia  guisa  che  non  variino  i  suoi  raggi  principali 
di  curvatura.  Poiché  in  ogni  deformazione  la  curvatura  totale  non  varia, 
hasùerà  aggiungere  la  condizione  che  non  varii  nemmeno  la  curvatura 
media.  Assumendo  a  linee  coordinate  le  linee  di  curvatura,  la  condizione 
ora  accennata  diventa 

E  rf"  +  G  (i  =  0  , 
che  combinata  colla  (27) 

-=^.-+«.  =  0, 
Ti  n 

ed  escludendo  il  caso  della  sfera,  dà: 


Le  (28*)  danno  quindi 
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e  per  la  condizione  necessaria  e  sufficiente  per  la  ricWesta  deforma? 
abbiamo 

3    (12)         3    (12) 


ovvero,  osservando  che  F^O  : 

3-l„g(|) 


du  3v 


:    0. 


Questa  esprime  che  !e  linee  di  curvatura  u,  v  formano  un  sistema  iso- 
termo. Abbiamo  dunque  il  teorema,  osservato  da  Weingarten;  Perchè  una 
superficie  sia  smceitibile  di  una  deformazione  infinitesima,  per  la  quale  non 
variino  i  suoi  raggi  principali  di  curvatura,  è  necessario  e  sufficiente  che 
le  sue  linee  di  curvatura  formino  un  sistema  isotermo. 

Da  ultimo  proponiamoci  di  trattare  con  questo  metodo  il  problema 
delle  deformazioni  infinitesime  di  qualsi^i  superficie  rigata  S. 

Prendiamo  a  linee  coordinate  sopra  8  le  generatrici  (v)  e  le  assinto- 
tiche  (u)  del  2."  sistema;  avremo 

D  =  D-  =  0,     fl\  =  0. 

La  (27)  dà  d'=0  e  lo  (28)  diTentBiio 


l3»=Ì2Ì*'-il!^- 

Questo  sistema  si  integra  evidentemente  eoa  quadrature  e  successiva- 
mente, integrando  una  equazione  di  Riccati,  si  avrà  la  corrispondente 
deformazione  infinitesima.  Dunque:  La  ricerca  delle  defoì-masdom  infìni~ 
tesime  di  una  superficie  rigata  qualsivoglia  sì  riduce  alia  integrazione  di 
un'equazione  di  Eiccati. 
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Le  congruenze  W. 


H  teorema  di  Moutard  lelatuo  alle  equazioni  di  lapUce  della  toima       =  M  0 

—  Lo  congruenze  W  BuUe  cui  falde  della  superficie  focale  b\  coi  rispondono  le  Imee 
asaiiitotn,he  —  Loro  derivazione  dalle  deformayioni  intinite'-ime  di>lla  Buperficii'  fetale 

—  Teorema  di  Halphen  generalizzato  —  Le  congruenze  normali  W  comepondenti  alle 

equazioni  5— T^  =  0  ,  „— j  4"  T~{  ==  **  —  Teoremi  di  Daibous  sulle  superficie  W, 
eliB  hanno  1  raggi  di  curvatura  legati  dalla  relazione  J5, — j,  =^  -^  sen  ['f  ('=+■' 1)]  — 
Deteimmizione  di  tutte  le  superficie  applii,abili  sul  paraboloide  di  rotazione  —  Oon- 
gruen^e  W  le  cui  faide  della  superiicie  focale  hanno  eguale  cuivatura  nei  punti  coni 
ipondenti  —  Ttoismi  di  Tossciat  relativi  alle  aupciiitiB  aasotiate  di  qup'tu  auperlicie 

165.  In  questo  secondo  capitolo,  dedicato  alle  deformazioni  infinitesime, 
studieremo  specialmente  una  nuova  classe  di  congruenze  intimamente  legate 
a  queste  deformazioni;  tali  congruenze  derivano  nel  modo  più  semplice 
dall'interpretazione  geometrica  del  teorema  di  Moutard  relativo  alle  equa- 
zioni delia  forma 

dudv  '    du^        dv^  ' 

dalle  quali  abbiamo  visto  dipendere  appunto  il  problema  delle  deforma- 
zioni infinitesime. 

Rammentiamo  per  ciò  prima  brevemente  il  bel  risultato  di  Moutard. 

Se  6  è  una  soluzione  qualsiasi  della  equa5;ioLe 

S  =  -. 

ed  It  ne  è  una  soluzione  particolare  fissa,  talché 
3'K 
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CAPITOLO 

xn. 

risulleià, 

in  forza  delle  (I),  (2) 

3 

8       K 

,     3 

8 

B 

3v 

39     3K 
3m     3m 

+  3i 

39 
3» 

3E 

onde,  indicando  con  '!i  una  convenieoÈe  funzione  di  »,  ?!,  potremo  porre 


(8) 


4  _ 


8       K 

34 

0 

E 

39     3R 

'    3t) 

39 

3E 

3»     3« 

s 

3» 

Se  scriviamo  queste  equazioni  sotto  la  forma 

1_  34_ _  3_   /a\        1_  3<)  _   3    /Ji^'N 
K"  3»         Si  [llj  '   K»  S  ~  3»  l,Ky  ' 
vediamo  che  (|j  soddisfa  alla  sua  volta  alla  equazione  di  Laplace 

3_    /  1    d'A    I    _3    /  1_  *J"\  „ 

3ii  U"  §»/'    3»  VE'  s»;  ~  ■ 

Questa,  cangiando  la  funzione  incognita  ^  col  porre 
4  =  R  8i  , 
prende  nuovameirte  la  forma  (1)  di  Moutard 

dove 

-  -   (-) 


(4) 


Mi  =  11  ; 


Diremo  che  la  equazione  (1*)  è  la  trasformata  di  Moutard  delia  equa- 
sione  (1)  mediante  la  soluzione  particolare  R.  E  evidente  che  l'inversa 
di  B  è,  per  la  (4),  una  soluzione  particolare  della  {!*),  talché  la  (1)  è 
alla  sua  volta  la  trasformata  Ai  Moutard  della  (1*)  mediante  la  soluzione 

p-azione  delle  equazioni  (1)  o  (1*} 

sono  equivalenti  giacché,  per  quanto  precede,  fra  le  loro  soluzioni  gene- 
rali 9,  Si  passano  le  relazioni  espresse  dalle  formole 


du"'  du  [bJ  '  '""dv 


dalle  quah,  nota  0,  si  ( 


i  fi   con  quadrature  è  inversamente. 
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Scriviamo  espìicitamente  anche  le  forinole  corrispondenti  relative  alla 
equazione 


(6) 


lM«  "^  2 


che  si  riduce  del  resto  alla,  (1)  prendendo  per  yariabili  u-\-iv,  u-iv. 
Se  it  è  una  aoluaione  particolai'e  delia  (6)  e  poniamo 


l'integrazione  della  (6)  equivale  a  quella  della  seguente  trasformata 


9m*  9r^ 


mediante  le  formole 


(«)     '^--li^) 


-R2 


166.  Mediante  le  formole  di  Lelieuvre  e  quelle  relative  alle  deforma- 
zioni infinitesime  possiamo  dare  una  notevole  interpretazione  geometrica 
del  teorema  di  Moutard.  Essendo  ì,  tj,  C,  tre  soluzioni  particolari  della  (1) 
ed  R  una  quarta  soluzione,  consideriamo  la  superficie  S  definita  dalle 
formole  di  Lelieuvre 


dx 


1 

t 

5, 

K 

3» 

3» 

9a; 


■1 

3, 

se 

1  3» 

3t. 

e  quella  sua  deformazione  infinitesima  che  corrisponde  alla  i 
zione  R  ed  è  definita  dalie  formole  (15)  n,  157,  pag.  281 


s 

K 

3£ 
3» 

3K 
3« 

3j     3R 

3«     Su 


che  danno  le  coordinate  x,  y,  z  di   un   punto   della   superficie   S  corri- 
spondente a  S  per  ortogonalità  d'elementi.  Se  si  pone 

(10)  x  =  RSi     ,      1;  =  Et]i     ,      ^^RCi    , 

saranno  per  la  (5)  ti,  7]i,  Ci  tre  soloraoni  particolari  liìolla  (1*)  trjisformate 
di  k,  Tj,  C  col  metodo  di  Moutard.  Costruiamo  ora  nuovamente  colle  for- 
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mole  di  Lelieuvre  una   superficie  Si  riferita   alle   sue  linee   assintotiche 
(m,  v)  definita,  a  meno  dì  una  traslazione,  dalle  equazioni 


(11) 


dxi 
du 


^1 

Ci 

3,1 
3« 

3C. 
3» 

3^     3Ci 


e  dalle  analoghe  in  yi,  zi. 

Disponendo  convenientemente  delle  costanti  additive  in  a!i,^,«i,  di- 
mostriamo che  Si  può  collocarsi  in  tale  posizione  neUo  spazio  da  for- 
mare insieme  con  S  le  due  falde  della  superficie  focale  di  una  congruenza. 


E  infatti  dalle  (9),  (11)  deduciamo 


(12) 


(12*) 


9  (xi  —a:) 


3  (iKl — -x) 


1\    t 

111     Ci 

3>1     3C 
3»     3a 

" 

3>Ji     3C. 
3»      ìu 

■01      Ci 

1     c 

3ii,     3Ci 
dv      3» 

' 

3-/]     3C 
3»     dv 

Ora  le  (5)  danno 


de  risulta 

1-'1i 

C~Ci 

37]       Siji 
3«  T  3a 

3C  3Ci 
3»  +  3» 

1  +  11 

C  +  C. 

Sii        3ij 
3i>        dv 

3C.  3C 
dv         dv 

colte  analoghe  dedotte  con  permutazione  circolare.  Sottraendo  < 
time  rispettivamente  dalle  (12),  (12*),  otteniamo 


d{xi~ 


\iH     Ci   j 


dixy~x)  _    3       ^> 


yGoosle 
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Disponendo  adunque  e onTenien temente  delle  costanti  additive  in xi,t/i,zi, 
possiamo  porre  senz'altro 

I  ìji   Ci    I  I  Ci   II    I  I  fi   ^1    I 

(14)    xi^x-}-  1  ^1  =  i/  +  1  ^1  ^  *  + 

I  ij    C  I  I  C    È   I  I    ^  ^    I 

Se  consideriamo  la  superficie  Si  definita  da  queste  formole  in  relazione 
colla  S,  le  formole 


f  (xi- 


essendo  ì,  -fj,  C  proporzionali  ai  coseni  di  direzione  della  normale  alla  S, 
il,  v]i,  Ci  a  quelli  della  normale  a  Si,  ci  dimostrano  che  il  segmento  che 
unisce  due  punti  corrispondenti 

di  S,  Si  tocca  in  F  la  superficie  S  e  in  Fi  la  superficie  Si.  Dunque  S,  Si 
sono  le  due  falde  della  superfìcie  focaie  della  congruenza  generata  dai 
raggi  FFi.  Di  più  sussiste  la  importante  proprietà:  Sulle  due  falde  S,  Si 
deUa  superfìcie  focale  di  questa  congruenza  si  corrispondono  le  linee  assin- 
totiehe  0,  ciò  che  toma  lo  stesso,  i  sistemi  coniugati. 

167.  Le  congruenze,  sulle  cui  falde  focali  si  corrispondono  le  linee  as- 
sintotiche  (o  i  sistemi  coniugati),  si  diranno  congruenze  W  per  analogia 
col  caso  delle  congruenze  normali  di  questa  specie,  ove  le  superficie  nor- 
mali ai  raggi  sono  appunto  le  superficie  indicate  con  W  al  cap.  IX. 

Per  una  superficie  S  a  curvatura  positiva  possiamo  ottenere  formole 
del  tutto  analoghe  alle  precedenti,  senza  introdurre  immaginari!,  col  riferire 
la  superficie  ad  un  sistema  isotenno  coniugato  (e.  V,  n,  70-71). 
)  S,  '/j,  C  tre  soluzioni  della  equazione 

3«e 


(15) 

sr.+ 

3^  =  » 

18 

la  superfìcie  S  è  definita  dalle  formole 

(")           l- 

Sv     3v  \ 

1 

r. 

K 
du 

e  dalle  analoghe  in  y,  z.  Se  R  indica  una 
fonnole  (n.  157,  e.  XI) 

quarta 

oluzi 

di 
3» 

E       i 

aK   di 

dv      Sv 

dx 
•    dv 

- 

K 

3K 
SI 

du 
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dofiiiiacoiio  una  liel'ormazioiie  inlìiiitesiina  della  S;  ponendo  nuOTamente 


(17) 


I  du  dv  dv 

(K£.)-     K3„  +  53„ 


e  si  yeriflcherà  subito  che  le  formole  (14)  danno  i 
W,  poiché  avendosi  conseguentemente 


V       b 

dv        dv 


9x1 


sopra  ìe  due  superficie  focali  S,  Si  si  corrispondono  i  sistemi  coniugati. 

Ora,  se  si  osserva  cìie  per  le  (10)  £,  J],  H,  sono  proporzionali  alle  com- 
ponenti X,  y,  z  dello  spostamento  che  riceve  il  punto  F^(a;,  y,  z)  nella 
deformazione  infinitesima  considerata  di  S,  possiamo  enunciare  il  nostro 
risultato  col  teorema:  Si  consideri  una  deformazione  infinitesima  qua- 
lunque di  una  superficie  S  e  per  ogni  punto  di  S  nel  piano  tangente  si 
conduca  il  raggio  normale  alla  direzione  dello  spostamento  subito  dal  punto; 
la  congruenza  così  eostruita  è  una  congruenza  W. 

Questo  teorema  presenta  naturalmente  un  caso  di  eccezione,  quando 
cioè  la  costruzione  in  esso  indicata,  anziché  ad  un  sistema  co^  di  raggi 
dia  luogo  soltanto  ad  un  sistema  co''-.  Ciò  accade  soltanto  quando  la  su- 
perfìcie S  sia  una  superficie  rigata  e  la  direzione  dello  spostamento  di 
ciascun  punto  nella  deformazione  supposta  sia'normale  alla  generatrice  che 
vi  passa.  Sarebbe  facile  dimostrare  che  ogni  superficie  rigata  ammette  de- 
formazioni infinitesime  di  questa  specie. 

168.  Guichard,  al  quale  sono  dovute  le  formole  precedenti  per  le  con- 
gruenze W,  ha  osservato  altresì  che  esse  danno  le  più  generali  congruenze 
W.  Andiamo  a  dimostrare  questo  importante  risiiltato  che,  pel  teorema 
precedente,  possiamo  anche  enunciare  così: 

Ciascuna  falda  dì  una  congruenza  W  è  suscettibile  di  una  deforma- 
zione infinitesima,  nella  quale  lo  spostamento  di  ogni  punto  avviene  paral- 
lelamente alla  normale  nel  punto  corrispondente  dell' aUra  falda. 

Consideriamo  nella  dimostrazione  il  caso  in  cui  sulle  due  falde  S,  Si  le 
linee  assintotiche  {u,  v)  siano  reali,  l'altro  caso  potendosi  trattare  afi'atto 
analogamente.  Essendo  (x,  y,  s),  {xi  yi  zi)  due  punti  corrispondenti  di  S,  Si, 
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riteniamo  le  due  superficie  definite  dalle  formole  di  Lelieuvre 


(18) 


du 


da 


1      e 

du       du 

•    dv     + 

■1       E 

3j      3C 
3i.      3i- 

r|i      ti 

Sm       , 

■/li      Ci 

3-if     36 

'ìsr=+ 

3711    3Ci 
3»     3» 

dove  i,  7],  ^;  ^i,r,i,Ci  sono  rispettivamente  proporzionali  ai 
aione  delle  normali  a  S,  Si  nei  due  punti  corrispondenti, 
Ponendo 

saranno 


(20) 


K  = 


Ki  = 


le  curvature  di  S,  Si. 
Si  ha  per  ipotesi 


5  (E  -  a:)  +  -«i  (si  -  y)  +  C  (a  -  «)  =  0 
£i  (M  -  a^)  +  1.  (!/.  -y)  +  t.  (a  -^)  =  0 
e  potremo  quindi  porre,  indicando  con  m  un  conveniente  fattore  di  pro- 
porzionalità 

j  vji     Ci  I  I  ^'     ^H  I  ^'     ^'^  I 

Derivando  queste  ultime  rispetto  ad  m  e  moltiplicando  le  equazioni  ot- 
tenute ordinatamente  per  i,  '/j,  £,  indi  per  ^i,  vji,  Ci  e  soraraaodo,  si  ottiene: 


£    1    C 

i   -1   c 

i   -i  C 

Ji   >ii  c. 

—  m 

il     Tjl     Ci 

_ 

?i  -^i  Ci    _^^ 

3?i  3li  3Ci 

di  3yi3C 

3£  97]  3C  j 

3m   du    du 

3w  3m  3m 

3m  3m  3m 

i 

1 

C 

11 

11 

ti 

3ii 
3« 

9li 
3» 

3Ci 
3» 

Similmente  operando  rispetto  a  v,  i 


■n    e 

111    Ci 
3tìi  3Ci_ 


£   11    t 

£   VI   t 

=  m 

£i  111  ti 

3£  3.,  3t 
3ii  3y  9ji 

• 

Il  >ii  ti 
3£3il3t 

=  JM 

£ 

■n    t 

£i 

,1   £. 

3£i 
di 

3)11  3ti 
3»    3» 
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Ora  non  possono  essere  simultaneaniento  nulli  i  dine  determinanti 


che  altrimenti  si  avrebbe 


i      -1      e 

£ 

•1 

t 

Si      1)1      Ci 

il 

11 

ti 

di     31,     3C 
3«      3»     3» 

3J 
3» 

3, 
3, 

3C 
3» 

.  ^^  a»  +  ^^  3,/  "i"  ^^  a«  ' 


,    dx     ,         dy    ,    , 


3v 


=  0, 


indi  la  proporzione: 

e,  le  normali  in  punti  corrispondenti  a  8,  Si  essendo  parallele, 
superficie  coinciderebbero,  ciò  che  escludiamo.  Le  {a),  {h)  danno 


fare  senz'altro 


cangiando  nel  caso  contrario  i  segni  di  Ci,  ''ìi,  Ci. 
Cosi  avremo  le  formole 

I   r,     C  [  I   C      C   I  U      C  ! 

le  quali  derivate  rapporto  ad  w,  v,  osservando  le  (18),  (19),  danno  le  pro- 
porzioni 

3jl  +  y  .  3(,+  vii).  3(t  +  C,)_,      ,   .^      .„     .      , 
3a       ■        3»       •        3,1       -t-ti.l-li.C      ti 

SJtzìì.  3  (1-10  .  3g-Ci)_.  ,   .   .  ,   ,   ,     .   ,   , 

Possiamo  quindi  porre,  indicando   con  a,  fi  due  convenienti  funzioni 
di  u,  V 


(23) 


3»       ^"''    ''''—Si »fr|-W,-^,^-«(C-&) 
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Derivando  le  tre  prime  rispetto  a,  v  e  sommandole  colle  corrispondenti 
della  2.'  linea  derivate  rapporto  a  »,  ricordando  che  i,  vj,  C  sono  soluzioni 
di  una  medesima  equazione  di  Laplace 


(24) 

dudv 

otteniamo 

(ìM. 

-1)^. 

('2M. 

da.         33  ^           /Sa 

33  \ 

(sM 

3a      apv     /3=. 

-l)^- 

e  quindi,  non  Susi 

distendo  !a  proporzione  6i  :  v]i  :  Ci 

=  S  :  V  t. 

Indicando  con  R  una  nuova  funzione  di  u,  v,  possiamo  dunque  porre 

_  SlogR  _  3k>g  R 

'""       9m   "     '       ^  So 

e  la  2."  delle  precedenti  diventando 

cu  cv 
dimostra  che  R  è  soluzione  della  (24).  Ed  ora  le  (23)  si  riducono  alle 
(13)  del  numero  precedente  e  il  teorema  risulta  così  dimostrato. 

169.  Le  forinole  precedenti  conducono  subito  alla  dimostrazione  di  un 
teorema  che  estende  a  tutte  le  congruenze  W  la  proprietà  segnalata  da 
Halphen  per  le  congruenze  normali  W  (n,  127,  e.  IX,  formola  (17)). 

Indicando  con  e  l' angolo  dei  due  piani  focali  in  una  congruenza  W 
di  cui  S,  Si  siano  le  due  falde  della  superficie  focale,  abbiamo 

È  Si  +  "/j  v^i  +  C  Ci  =  Vp  fi  cos  (J , 
avendo  p,  pi  il  significato  dato  dalle  (20).  Ne  risulta  per  le  (14) 

(ici— a:)2  +  (yi— )/) 2-1- («1—2)2  =  p  pi  sen^a 
e  poiché 

8  =  VR^itj'+fei-JÌ'  +  Ca-s)' 
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rappresenta  la  distanza  dei  due  fuochi  e  coiiseguentemetite 

—  =  Vp  pi 

sen  0  '^  ' 

quella  dei  punti  limiti,  dalla  (20)  risulta  la  formola 

(24)  KKi  =(^-^y, 

da  cui  l'accennato  teorema: 

In  ogni  amgrmniza  W  il  prodotto  delle  curvature  delle  due  falde  della 
superficie  focale  in  due  pinti  corrispondenti  eguaglia  l'inversa  della  quarta 
potenza  della  distanza  dei  spunti  limiti  (*). 

I  risultati  dei  numeri  precedenti  danno  del  teorema  di  Moutard  (n.  165) 
una  semplice  interpretazione  geometrica.  Presa  infatti  un'eqnaaione  di  Mou- 
tard (1),  sia  R  una  sua  soluzione  particolare  mediante  la  quale  la  (1)  si 
trasformi  coli' indicato  processo  nella  nuova  equazione  (1*).  Se  con  |,  vj,  C 
indichiamo  tre  soluzioni  particolari  della  (1),  possiamo  costruire  eolle  for- 
inole di  Lelieuvre  (9)  una  corrispondente  superficie  S  riferita  alle  sue  linee 
assintoÈiche  u,  v;  la  (1)  è  per  la  S  la  equazione  delle  deformazioni  infi- 
nitesime. Corrispondentemente  alla  soluzione  scelta  R,  per  passare  dalla 
(1)  alla  (1*),  abbiamo  una  deformazione  infinitesima  della  S,  per  la  quale, 
col  teorema  del  n.  167,  costruiamo  una  corrispondente  congruenza  W.  Per 
la  2.'  falda  Si  della  superfìcie  focale  l'equazione  delle  deformazioni  infi- 
nitesime è  precisamente  la  trasformata  (1*)  secondo  il  metodo  di  Mou- 
tard. Risulta  di  qui:  Per  le  due  falde  di  una  congruenza  W  i  problemi 
della  ricerca  delle  loro  deformazioni  inUnitesime  sono  problemi  equivalenti. 

Osserviamo  ora  che  ogni  trasformazione  proiettiva  dello  spazio  cangia 
evidentemente  una  congruenza  W  in  un'  altra  congruenza  W  e  poiché  il 
problema  delle  deformazioni  infinitesime  di  una  superficie  S  equivale  alla 
ricerca  delle  congruenze  W,  di  cui  S  è  una  falda  della  superficie  focale,  si 
vede  che:  Se  si  conoscono  tutte  le  deformazioni  infinitesime  di  una  superficie 
S,  lo  stesso  può  dirsi  di  tutte  le  trasformate  proiettive  di  S.  Ciò  risulta 
altresì  dall' os-servazione  al  n.  159,  e.  51,  secondo  la  quale  il  detto  pro- 
blema equivale  alla  ricerca  dei  sistemi  coniugati  ad  invarianti  eguali 
aopra  S  ;  ora  i  sistemi  coniugati  ad  invarianti  eguali  si  conservano  nelle 
trasformazioni  proiettive. 

(*)  Q  esto  teorema  segTie  sub  to  del  resto  anche  dille  formole  (34),  (35)  pagine 
267-68  tanto  nel  caso  dellp  aas  ntot  clie  real  oc  e  o  luello  delle  a.ssiBtoticho  imma- 
ginarie, e  a  appi  ano  nhtt  jueste  f  rmole  ad  aaà  congr  enza  W,  sussisterà  la 
propocziuae 

r      T    =D     D 
e,  pec  le  (34),  le  [ój)  daranno  subito: 

lI.K,_(fi')*. 
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170.  Dimostriamo  ora  come  anche  il  teorema  di  Weingarten  sulle  evo- 
lute delle  superfìcie  W  ed  il  suo  inverso  seguano  dal  teorema  di  Ribaucour 
{e.  IX,  n.  127}  e  dalla  costruzioae  generale  data  nei  numeri  precedenti 
per  le  congruenze  W.  Inseriamo  per  ciò  una  ricerca  preliminare,  i  cui 
risultati  ci  saranno  utili  fra  breve,  proponendoci  il  problema  :  Quali  su- 
perficie S  ammettono  una  deformazione  infinitesima  in  sé  medesime? 

La  direzione  dello  spostamento  di  ciascun  punto  di  S  avvenendo  tan- 
genzialmente alla  superfìcie,  prendiamo  a  linee  u  quelle  inviluppate  sopra 
S  da  queste  direzioni  e  a  linee  v  le  traiettorie  ortogonali,  talché  l'ele- 
mento lineare  di  S  sarà  dato  da 

ds*  =  E  du^-\-  G  dv^  . 

Indicando,  come  al  n.  153,  e.  SI,  con 


le  componenti  dello  spostamento,  avremo  per  ipotesi 

-  ^ 1     dx     -  __ .      1     9y     ~- 1     9^ 

Ì~Q>dv'  \"GS/  V'GSw' 

essendo  X  un  conveniente  fattore  di  proporzionalità.  Ora  le  condizioni 

danno 

3^  „  0      ?•:  ~  0       ■^  3^  _  J_  9  V  Q 

9y  2v  X  du        V  '^      3m 

Da  queste  ibrmole  risulta  che  si  può  fare 

E=  1  ,     ■k  =  yl~G  =r, 

essendo  r  funzione  della  sola  m.  Ne  risulta  :   Le  superficie  richieste  sono 
soltanto  quelle  applicaòiU  sopra  superfìcie  di  rotatone. 

Se  inoltre  si  calcola  il  valore  della  funzione  caratteristica  y  di  Wein- 


1    /^  dx  dx        ^  33!  3x\ 

''^  '~  2^'  \^dv  du  '^  ^  '3u  Tv)  ' 


si  trova  subito  y=:^ — r'.  Dunque:  Per  ogni  supei'ficie  S  applicaUle  sc^ra 
una  superficie  di  rotazione  di  eletnento  lineare 
du^  =  du^  +  r^  dv^ 
il  valore  della  funzione  caratteristica  y,  che  dà  lo  strisciamento  della  super- 

dr 

du 


fiele  in  sé  medesima,  è  proporzionale  a  -j- 
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Ciò  premesso,  3Ì  abbia  una  superfìcie  W,  le  cui  normali  formano  adunque 
una  congruenza  W.  Pel  teorema  al  n.  168,  ciascuna  falda  dell'evoluta  am- 
mette una  deformazione  infinitesima  in  sé  stessa  e  però  è  applicabile  sopra 
una  superficie  di  rotazione  (teorema  di  Weingarten). 

Inversamente,  se  S  è  una  superficie  applicabile  sopra  una  superficie  di 
rotazione,  le  tangenti  alle  deformate  dei  meridiani  formano,  pel  teorema 
al  n.  167,  una  congruenza  (normale)  W,  onde  segue  il  teorema  inverso  di 
Weingarten. 

171.  Diamo  ora  alcuni  notevoli  esempi  di  congruenze  W,  che  ci  fa- 
ranno conoscere  importanti  risultati  dovuti  a  Darboux  (*). 

Prendiamo  per  equazione  fondamentale  di  Moutard  la  equazione 

<^^)  3.3^  =  »■ 

di  cui  assumiamo  tre  soluzioni  particolari 

(26)      E=A(.)+p(.),--l  =  f>(a)  +  .>W,C  =  f.(«)  +  f3M, 

mediante  le  quali  costruiamo  colle  formoìe  di  Lelieuvre 

\  du  I  f2  (u)  f,  {u)  I 

)    3X    _    I    A   («)  +  'i2  (V)    ,       A  («)  +  rp,   (v)    I 

[  3v  I  f's  (v)  f'ì  {v)  I 

la  corrispondente  superficie  S,  di  cui  le  u,  v  sono  le  linee  assintotiche.  Ap- 
plichiamo alla  (25)  la  trasformazione  di  Moutard,  adoperando  la  soluzione 
particolare  11=1,  sicché  la  trasformata  coincide  colla  (25)  stessa.  Se  coUe 
formole  del  n.  16C  costruiamo  la  corrispondente  congruenza  W,  di  cui  la  S 
è  una  falda  della  superficie  focale,  per  la  2."  falda  Si  le  (13)  (pag.  298} 
danno 

(26')    {,  =  f ,  («)  -  /■,  (.,)  ,,,=?,  (.)  -  U  (a) ,  C.  =  f.  W  -  h  (») 
e  conseguentemente  si  ha 

?!(»)- A   W    , 

f^  (")  +  U  (w)  ' 
I  9»  (")-/•=(«), 
.(»)+/■.(«)  , 
'?.(»)-/■>(«)  . 

IfiW  +  f.  («), 

(*)  LE50NS  Btc.  t.  Ili,  ]iag,  372  ss. 


-■3  +  \ 


■f 

{v)-f,{u) 

fa 

{»)  +  /■.(») 

(pi 

(»)-f.  («) 

fi 

M  +  fi(») 

fa 

W-A(«) 

fa 

(<>)  +  /.  M 
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d«  dv 
Indichiamo  ora  eoo  Sa  la  superficie  inedia  di,  questa  congruenza  W, 
con  xt),  ya,  zn  le  coordinate  dei   punto  medio  sopra  ogni  raggio.  Dalle 
formole 

x^=—{xi-^x),    yù  =  -^  (yi  -\-t/)  ,    2»  =  --  {zx  +  z) 


colle  formole  analoghe  per  ya,  zo.  Come  si  vede,  la  superficie  media  So  di 
questa  congruenza  W  è  una  superficie  di  traslazione,  di  cui  le  linee  m,  v 
aono  le  curve  generatrici  (e,  IV,  n.  59).  Inoltre  si  vede  subito  che  fi,  fi,  fs 
sono  proporzionali  ai  coseni  di  direzione  della  binormale  alla  curva  v 
sopra  So  e  fi,  fi,  f»  a  quelli  della  binormale  alla  curva  u,  onde  risulta 
che  ciascun  raggio  della  congruenza  W,  uscente  àa,  un  punto  P  di  So, 
è  l' intersezione  dei  due  piani  osculatori  delle  linee  «,  «  che  passano  per  P, 
Inversamente  prendiamo  una  supei-ficie  So  di  traslazione  arbitraria, 
definita  dalle  formole 

(28)  »  =  F,  (»)  +  *,  («)  ,  j/.  =  F.  («)  +  *.  W  ,  ^.  =  F,  W  +  *.  («) , 
e  dimostriamo  che,  assumendo  convenientemente  le  funzioni 

fi,  /à,  A  ;     'fi,  ?*.  ¥3  , 

si  può  fare  coincidere  la  (27)  colla  (28).  Per  semplicità  prendiamo  a  pa^ 
rametri  -u,  v  sopra  So  gli  archi  delle  linee   coordinate,  cioè  supponiamo 

Per  le  linee  u,  v  sopra  So  tenendo  le  solite  notazioni  della  teoria  delle 
curve,  apponendo  alle  quantità  relative  l'indice  u,  o  v  secondo  che  si  rife- 
riscono alle  curve  u=cohb"'  o  i)=^cost'^,  basterà  porre  infatti 

{  fi  =  a/T,   cos  X.  ,    f a  =  V"T^   cos  u.„  ,   fi  =  y~%   eoa  v„ 

(29)  __  , 

(  ^1  =  V^.T„  cos  X„  ,   (fa  =  V-T,.  cos  [).„  ,    ?s  =  V-Tu  cos  v,. 

per  far  coincidere  le  (28)  colle  (27). 

Abbiamo  dunque  il  teorema  di  Darboux:  Se  per  ogni  j)unto  di  una 
supeì-fìcie  So  di  traslazione  si  conduee  il  raggio  intersezione  dei  due  piani 
osculatori  delle  curve  generatrici  che  vi  passano,  si  forma  una  congruenza  W, 
sulle  cui  falde  della  superficie  focale  le  assintotiche  corrispondono  alle  curve 
generatrici  di  So. 
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Si  osserverà  per  altro  che  le  torsioni  dolle  due  curve  generatrici  do- 
vranno essere,  per  dar  luogo  ad  una  costruzione  reale,  di  segno  contrario. 

172.  Ricercliiamo  ora  se  fra  le  congruenze  W,  costruite  secondo  il 
teorema  precedente,  vi  sono  delle  congruenze  normali.  È  per  ciò  neces- 
sario e  sufficiente  che  si  abbia 

Ui  4-  --l  v)i  +  C  Ci  =  0  , 
ossia 

n  («) + n  (») + f.  (»)  =  •!',  w + fi  w + fi  w , 

il  che  dà,  per  le  (29) 

T„  =  —  T„ 

e  siccome  T»  è  funzione  delia  sola  u  e  T,,  della  sola  v,  abbiamo  il  risul- 
tato :  Le  superficie  di  traslazione  ritàieste  sono  queUe,  le  cui  curve  c/meratrid 
hanno  le  torsioni  costanti  eguali  e  di  segno  contrario. 

Dimostriamo  ora  che  le  superfìcie  ortogonali  ai  raggi  della  congruenza 
sono  quelle  di  Weingarten  (e.  IX,  n.  134),  i  cui  raggi  principali  di  cur- 
vatura sono  legati  dalla  relazione 

h  {n — n)  =  sen  \k  (ra-j-n)]  ,     {k  cost") . 

Per  ciò  osserviamo  che  le  due  falde  della  superficie  focale  corrispon- 
dono alla  equazione  di  Moutard 

i-"'-  =  0 

du  dv 
6  la  soluzione  di  questa,  che  dà  lo  strisciamento  della  superficie  in  sé  me- 
desima, è  R^l,  quindi  il  corrispondente  valore  della  funzione  caratteri- 
stica f  di  Weingarten  è  dato,  per  le  forinole  ai  n.  157,  da 

_     1 

■  "Vi" 

essendo  K  = j  la  curvatura  della  falda  S  considerata.  D' altra  parte, 

se  con 

ds^  =  da^  -\-  r^  d^^ 

indichiamo  l' elemento  lineare  di  S  riferito  alle  deformate  dei  meridiani 
e  dei  paralleli,  si  ha  per  l'osservazione  al  n.  170 
,   dr 

e  siccome 

'J  r   d'J.^ 
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ì  risulta,  per  determinare  r  in  funzione  di  a,  l'equazione 


da  I  /ih- 


■:lv-.\=-'''2>- 


da  cui 

/dry  _  _ 

Abbiamo  dunque 

^s^  =  {a^—k^  r^'ì  dr^  + 
e  ponendo 


(a  cost'")  , 


che  è  appunto  la  forma  dell'elemento  lineare  trovata  al  n.  134  (pag.  241) 
per  l' una  falda  dell'  evoluta  delle  indicate  superficie  W. 

Inversamente  ogni  superficie  coli'  elemento  lineare  precedente  ammette 
per  funzione  caratteristica  tp  dello  strisciamento  in  sé  medesima 

1 

Vi' 

e  quindi  R^^^l   per  soluzione  dell'equazione  corrispondente  di  Moutard,  la 
quale  è  adunque 

3^Q 


Ne  risulta  che  la  costruzione  precedente  dà  tutte  le  superficie  W,  le 
cui  immagini  sferiche  delle  linee  di  curvatura  sono  ellissi  ed  iperbole  con- 
focali. Abbiamo  così  stabilito  il  bel  teorema  di  Darboux: 

Per  costruire  tvUe  le  superficie  W  i  cui  raggi  principali  di  curvatura 
sano  legati  dalla  reiasione 

ìc  (ra — n)  =^  sen  h  (ra-4'^i)  i 


(*)  Il  calcolo  diretto  di  questa  forinola  non  ofiio  difficoltà,  ma  qui  rimandiamo  per 
tale  verìfica  diretta  al  luogo  citato  nel  Uarbous. 
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si  consideri  una  superficie  So  di  traslazione,  le  cui  curve  generatrici  ab- 
biano torsioni  costanti  eguali  e  di  segno  contrario.  Per  ogni  punto  P  di  So 
si  conduca  U  raggio  intersezione  dei  due  piani  oscidatori  delle  curve  gene- 
ratrici uscenti  da  P;  questo  sistema  di  raggi  h  un  sistema  nonnaie  e  le 
sue  superficie  ortogonali  sono  le  più  generali  superficie  W  richieste. 
173.  Prendiamo  in  secondo  luogo  l'equazione 

e  alano  È,  -i],  C  tre  soluzioni  particolari,  colle  quali  costruiamo  mediante  le 
formolo 

15       C    I  \    t\ 


(30) 


37]     3£   ]  '    a;-  ^  I  3-/]     3C 
9!»     dv  I  I  Sm     3m 


e  le  analoghe  in  y,  z,  una  superfìcie  S  su  cui  il  sistema  m,  -w  è  isotermo 
coniugato.  Consideriamo  di  questa  superficie  S  la  deformazione  infinite- 
sima corrispondente  alla  soluzione  11=1  della  (A)  e  costruiamo  la  corri- 
spondente congruenza  W.  La  2.'  superfìcie  focale  Si  è  definita  dalle  formole 


t,  ei  ! 

1  -(jl 

,  «=2+ 

e    £ 

£   1 

dove  $1,  ■/Jl,  Ci  sono  le  soluzioni  coniugate  di  k,  %  C  della  (A),  che  soddi- 
sfano alle  equazioni  (17)  n.  167 

pji  _3I        3|i__3S   ^^ 
9m         3i!  '    9m  3m        ' 

Le  coordinate  del  punto  medio  xo,  |/o,  ^o  sopra  un  rt^gio  di  questa 
congruenza  W  soddisfano  alla  loro. volta  alla  equazione  stessa  (A). 

Per  ottenere  congruenze  W  di  questa  specie  normaH,  basterà  porre  la 
condizione 

Hi  +  ^  ^1  +  C  Ci  =  0  , 

cioè:  La  congruenza  W  definita  dalle  (30),  (31)  sarà  una  congruenza  nor- 
male, se  le  tre  funzioni 

il+i^   ,      VJl  +  i  7)   ,      Ci  +  i  C 
deUa  variabile  complessa  u-{-i  v  hanno  la  somma  dei  loro  quadrati  eguale 
ad  una  costante  reale: 

(32)  (£,+;  £)'  +  (,,+i  vi)'  +  (C.  +i  0'  =  o . 

In  particolare,  se  rt:^=0,  riuscirà 
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K,  =  KC), 
essendo  K,  Ki  Je  curvature  delle  due  falde  focali  S,  Si.  Questa  ultima  os- 
servazione, combinata  con  quella  della  nota  al  n.  128,  pag,  234,  basta  già 
per  dimostrare  che,  nel  caso  0!=0,  la  congruenza  W  sarà  formata  dalle 
normali  ad  una  superficie  ad  area  minima,  che  è  la  superficie  media  So  del 
sistema  e  le  superficie  S,  Si  non  sono  altro  che  le  due  falde  dell'evoluta 
della  superficie  minima  So  (**). 

Per  ricercare,  per  qualsiasi  valore  della  eostante  a  nel  2.°  membro 
della  (32),  su  quale  superficie  di  rotazione  sarà  applicabile  la  S  e  ana- 
logamente per  la  Si,  basterà  procedere  come  al  precedente  numero,  osser- 
vando che  per  la  nostra  superficie  S  il  valore  della  funzione  caratteristica, 
che  dà  lo  strisciamento  delia  superficie  in  sé  medesima,  è 

1 


la  curvatura.  Per   determinare  r  in  funzione  di  a.  (n,  i72),  abbiamo  qui 
adunque  l'equazione 


con  h  costante,  e  quindi  per  l'elemento  lineare  di  S 
(33)  ds^  =  (b-{-k^  r^)  dr^  +  r»  d<^^  . 

Inversamente   per   ogni   superficie  S   con   questo   elemento   lineare  è 
if=^^il  valore  corrispondente  della  funzione  caratteristica  e  quindi  la 


{*)  Si  ofiflerverà  oàe,  se  invece  di  piendece  lo  costante  a  del  2  "  membro  della  (32) 
Bulla,  si  assuuiesse  a  puramente  immaginaiia  nella  corri spoudeate  congruenza  W,  le 
falde  della  superficie  focale  ivrebbero  ancori  eguale  cuivatuia. 

(**)  A  questo  proposito  non  sarà  inutiie  osservare  che  ad  ogni  sistema  ortog'onalo 
sopra  l' evolvente  So  coiiieponde  sopra  le  falde  h  \  dell  Lvoluta  un  sistema  coniugato, 
in  particolare  ad  ogni  sistema  isotermo  ortogonale  di  Sj,  un  sistema  isotertno  coniu- 
gato sopra  S,  Sj.  Questa  proprietà,  come  facilmente  si  vede  dalle  forinole  del  u.  127, 
appartiene  a  tutte  lo  superficie  a  curvatura  media  contante. 
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corrispondente  equazione  di  Moutard,  avendo  per  soluzione  R^^l,  è 

Si  vede  adunque  che  le  nostre  congruenze  W  ci  danno  nelle  loro  su- 
perficie focali  tutte  le  superficie  coli' elemento  lineare  (33). 

174.  Ora  per  riconoscere  la  forma  della  superfìcie  di  rotazione,  su  cui 
la  S  è  applicabile,  conviene  distinguere  a  seconda  del  segno  di  b  nella  (33) 
che  corrisponde,  come  ora  ai  vedrà,  al  segno  di  — «  neUa  (32). 
1."  Se  /)=^0,  l'elemento  lineare  (33)  diviene 

e  appartiene  alle  evolute  delle  superficie  d'area  minima  (n,  134, pag.  240, 
ntìta).  È  il  caso  che  superiormente  abbiamo  già  visto  contraddistinto  dal 
valore  a^O  della  costante  nella  (32). 

2."  Sia  6^0  ;  allora  possiamo  fare,  senza  alterare  la  generalità,  6=1 

e  la  superficie  di  rotazione  corrispondente  è  il  paraboloide  di  rota-£fione 


Se  d'altronde  poniamo,  introducendo  una  funzione  ausiliaria  oi: 

k^  r  =  senh  (  -^  ì 

risulta 

(34)  ds^  =  c^  I  cosh*  -q  'i^'  -\-  ^enh^  -^  dv^     ,     '^=^  i~i  ' 

Ora,  esprimendo  i  raggi  principali  di  curvatura  n,  n  della  evolvente, 
troviamo  facilmente  colle  formole  del  n.  133,  pag.  240 


(36) 

,   _     «—sellilo 

_„^-^ 

onde  per 

k  2.-  falda  Si 

(34*) 

ds'l  ^  c^  [  senh*  -^  dm 

^  -r  cosli^  ~  dvA 

che  corrisponde,  come  subito  sì  vede,  alla  forma  (33)  dell'elemento  lineare 
con  1/  negativo. 
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W  altronde,  calcolando  le  curvature  K,  Ki  degli  elementi  lineari  (34), 
(35),  risulta 

K  =  — ^,     K,  =  '-- 

4  c^  cosli*  -t:  4  c^  senli*  7; 


p  =  2  e  cosh^  -^   ,     pi  =  2  e  senli'  -  - 
onde  la  costante  della  (32) 

o  =  (« + -i;  +  c)  -  (£■ + >i' + c)  =  fi  -p 

avrà  un  valore  negativo. 

Di  qui  ai  vede  che  è  inutile  considerare  il  caso  &  <C  0,  il  quale  cor- 
risponde ad  assumere  a  nella  (32)  positivo  e  possiamo  enunciare  sotto  la 
forma  seguente  il  risultato  conseguito  da  Darboux: 

Se  à+*ì,  T,i-{-ii\,  Cx+JC  sono  tre  funzioni  qualunque  della  vatiab ile 
comflessa  u-\-iv  legate  dalla  relazione 

(B)     («,+«)'+ (>l,+i>l)> +(&  +  «)■  =  cosf, 

le  formale  (30)  danno  per  quadrature  la  più  generale  superficie  applicahile 
sul  paraboloide  di  rotazione,  se  la  costante  nel  2°  membro  della  (B)  è  ne- 
gativa, e  le  loro  superficie  complementari  nel  caso  opposto.  Se  poi  la  detta 
costante  è  nulla,  si  ottengono  daUe  (30)  tutte  le  evolute  deUe  superficie  d'area 
minima. 

In  fine  osserviamo  che  l' elemento  lineare  sferico,  riferito  alle  imma- 
gini sferiche  delle  linee  di  curvatura  della  superfìcie  evolvente,  prende  la 
forma  caratteristica  (n.  133,  e.  IX) 

(36)  dn'^  =  - 

senh^ 

Vediamo  dunque  che  si  può  risolvere  per  quadrature  il  problema  di 
ridurre  l' elemento  lineare  sferico  a  questa  forma. 

175.  Consideriamo  ancora  una  seconda  classe  di  congruenze  W,  di  cui 
le  congruenze  pseudosferiche  (n.  151,  e.  S)  sono  un  caso  particolare.  Pro- 
poniamoci per  ciò  la  ricerca  di  quelle  congruenze  W,  le  cui  falde  della 
superficie  focale  hanno  in  punti  corrispondenti  eguale  curvatura,  limitan- 
doci per  altro  al  caso  in  cui  le  linee  assintotìche  sulla  ■ 
sono  reali. 
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Assumendole  a  lince  coordinate  tt,  v,  utilizziamo  per  la  ricerea  le  for- 
molo di  Guichard  al  n.  160.  Essendo  per  ipotesi 

K  =  Ki  , 

si  ha 

(37)  È>  +  V  ^  c  =  a  +  iU  a  =  p 

e  inoltre,  se  t  indica  1'  argolo  dei  piani  focali, 

(381  £  Ei  +  >i  T],  +  C  Ci  =  ,0  oos  o  . 

Ora  prendiamo  le  tre  prime  equazioni  (13)  pag.  298,  moltipliclriamole 
ordinatamente  per  S,  v),  C;  indi  per  Ei,  ■/]i,  Ci  ed  ogni  volta  sommiamo; 
otteniamo  così,  avendo  i-iguardo  alle  (37),  (38)  : 

p(l-co.a)3-=E^2    5-  +  l«g-J 
,  3E       „  r  1    Sp    ,    V  t   *  ] 

da  cui  sommando 

(39,  ^._(l+cos„^f. 

Similmente  operando  colle  tre  ultime  (lii),  troviamo 
/r,f,*,  3  cosa        ,,  .  aiogfi  ,^, 


Da  queste  risulta 

--gpi 


di) 


(1  -{■  cos  o) 


(*)  Espriiiiendi)  --       ,  ^       P^  sÌDiboli  j  ,      ,   j  „  !  dell' ciò  mento  lineare  s 


,  queste  forinole  e 


-d, 2(1+»»')  laj 


a  fra  i  valori  di  ]  .  5  ,   J  „  !  risulta  l'identità 


3    p,'_.?.p,'_j  jl2/(12,' 
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ovvero,  per  le  (39),  (39*)  stesse 

ÓU  ÓB 

quindi 

indicando  con  f  (ìi)  uni  funzione  della  sola  u,  con  tjj  (v)  una  ftinzione  della 
sola  V.  Dunque  &e  m  una  tongìnenza  W  le  due  falde  focali  hanno  in 
punti  corrispondenii  eguale  cuteahtta,  la  cuiiatuia  ^(esstf,  espressa  pei  fo- 
rametri  u,v  delie  ofi^ititottcke,  assumeìa  la  foìma  caratteristica  (40). 

Dimostreremo  nel  prossimo  numero  che  la  condizione  qui  trovata  come 
necessaria  è  pur  sufficiente  e  più  precisamente  che: 

Ogni  superficie  della  classe  (40)  appartiene  come  i."  falda  della  super- 
ficie focale  ad  <x>^  congì-uenze  W  della  specie  richiesta,  la  cui  ricerca  di- 
pende daW  integrazione  di  un' eguaisione  di  Siccaii. 

Qui  osserviamo  ancora  che  le  superficie  caratterizzate  dalla  relazione 
(40)  comprendono  come  caso  particolare  le  su()erficie  pseudosferiche,  che 
corrispondono  al  caso  in  cui  ff>  (m),  ijj  (v)  sono  ambedue  costanti. 

Se  una  sola  delle  funzioni  'f  (u),  -Ji  (v),  p.  e.  4  ('').  e  costante  le  linee  dì 
egual  curvatura  K=cost'°  sono  le  assintofciclie  u,  ciascuna  delle  quali  è 
adunque  (pel  teorema  di  Enneper)  una  curva  a  toi-sione  costante.  Vice- 
versa- tutte  le  superficie  le  cui  assintotiche  ih  un  sistema  sono  curve  a 
torsione  costante  appartengono  a  quesfa  elasse.  I!  più  semplice  esempio 
di  queste  superficie  è  l'elicoide  rigata  ad  area  minima. 

In  fine  osserviamo  che  alla  classe  generale  (40)  appartengono  tutte 
le  superficie  conoidali  rette  (u.  68,  e.  V). 

176.  Per  dimostrare  l'enunciato  teorema,  prendiamo  una  superficie  S 
della  classe  (40)  e  determiniamo  l'angolo  a  dalle  (39),  (39*),  che  integrate 


(41)  tang  - 


ove  k  è  una  costante  arbitraria.  Fissato  in  questa  formola  il  valore  di  k, 
dimostriamo  che  si  possono  costruire  co^  congruenze  W,  di  cui  S  è  una 
falda  della  superfìcie  focale,  tali  che  la  seconda  falda  S'  abbia  la  stessa 
curvatura  di  S  in  ogni  punto  corrispondente. 

In  queste  eongintenze,  per  la  formola  (24)  al  n.   170,  sarà 

5  =  (,  sen  o 

la  distanza  focale.  Consideriamo  ora  in  ogni  punto  di  S  le  direzioni  delle 
linee  di  curvatura,  i  cui  coseni  di   direzione   indichiamo  con  Xi,  Ti,  Zi; 
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Sa,  Y2,  Zs.  Sulla  sfera  rappresentativa  queste  due  direzioni  sono  le  bi- 
settrici delle  linee  coordinate  (m,  v)  e  valgono  qnmili  le  forinole  stabilite 
al  n.  149,  (pag.  265),  cbe  per  maggiore  ohiaie/za  qui  riportiamo;  {*) 

g^-V-^^^aXi+cos-Sj,   j-  =  v/,«.(^-sen--X,+  coS2X,J 

3X,         ,  „         ,-       Q  ^      3X,        „  _         ,  -       Si  ^ 
^-  =  A  Al  —  V  <^  oos  -V-  S  ,    ^r—  =  -  B  Xi  —  V?  cos  -7:-  X 


(43) 


sa 
2  5; 


(   ^-23»+\/!7|l)    "'^~        P.         2 
!  _        1   32    I  1  /y|12)'        n  \/o        1  3 


Per  le  coordinate  x,  y,  z  di  un  punto  F  dì  S  le  forniole  (13)  n.  64, 
pag.  122  danno  quindi: 


\  Zti 


:  p  V  «  j  cos  -^  Al  —  sen  -^  Xa  } 


(g-^-pV^joos-^Si+sen-Xaj. 

Se  indichiamo  con  f  l'angolo  incognito  d'inclinazione  del  segmento 
focale  F  F  sulla  direzione  (Si  Yi  Zi)  uscente  da  F  sopra  S,  per  lo  coor- 
dinate a!,  ì/f  d  di  F'  avremo  evidentemente  : 

,'  x'  ^^  X  +  p  sen  a  (cos  9  Xi  -]-  sen  (p  Xs) 

(45)  \  ^'  =  //  -)-  p  sen  0  (cos  9  Yi  +  sen  9  Ya) 

I,  ^'  =  ^i  -f-  p  sen  a  (cos  ©  Zi  -f-  sen  '^  Za) 

ed  ora  dobbiamo  assoggettaro  tp  alle  condizioni  richieste  dal  nostro  pro- 
blema. Per  ciò  cominciamo  dal  dimostrare  che  si  può  determinare  y  in 


(*)  Le  forinole  scritto  nel  testo  si  riferiBCono  all'  elemento  lineare  sferico  rappte- 
sentativo 

rfys  =  e  àu^  -j-  2  cos  U  ^Tg  èv,  dx-{-g  èo^ 

1       1 
e  eoo  —  ,  -  -  si  indicano  le  ciiiTatui'e  geodetiche  delle  linee  sferiche  m,  v. 
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guisa  che  la  normale  io  F'  ailft  superficie  S'  luogo  dei  punti  {sé,  "^ ,  «') 
dati  dalle  ('15)  abbia  ì  osfni  di  direzione 

;    X'  =  cos  o  X  -f-  sen  a  (cos  'f  Xa  —  sen  cp  Xi) 

(46)  .   Y'  =  cos  T  Y  +  sen  a  {cos  'f  Y2  —  sen  'f  Yi  ) 

\    TI  ^=  cos  a  Z  +  sen  a  (cos  f  7i2  —  sen  tf  Zi) , 

dopo  di  che  la  superficie  S'  sarà  evidentemente  la  2.'  falda  della  super- 
ficie focale  della  congruenza  così  costruita.  Ora,  costruendo  le  due  equa- 
zioni 

che  esprimono  appunto  essere  la  direzione  (X',  Y',  Z')  normale  alla  su- 
perficie S',  troviamo  facendo  uso  delle  formole  precedenti 

/   3'p  .     ,     /-l  +  cosa         /         iì\ 

S"   =  A  -f  V  e  — ' sen    e  -^  — 

\  du  sena  y       2J 

(47) 


L  tien  conto  della  identità 

3A    ,    3B 


-  yeg  sen  ti  , 


che  segue  dalla  formola  di  Lioiiville  per  ìa  curvatura 
nonché  delle  due  formole 

3  /  /—  1  —  cos  a 


d  (  ;-  1  +  eos  t5\       —         1  -j- coso  il2j 


DS  t5\  —  1 

—  I=V  S'cosSJ— 


ra 

(11.  77,  poi 

>.  UT), 

/-l+cosa 

U) 

V^ 

e 

sene 

(121' 

ni- 

che  seguono  facilmente  dalle  (a)  (pag.  314),  si  trova   che  la  condizione 
d'integrabilità  per  le  (47)  è  identicamente  soddisfatta. 

Le  equazioni  (47),  a  cui   si  può   dare  la   forma   di  un'equazione   ai 

differenziali  totali  per  tang  ~  del  tipo  di  Riccati,  ammettono  dunque  un 

integrale  tp  con  una  costante  arbitraria. 

Resta  a  dimostrarsi  che,  per  uno  qualsiasi  dei  valori  di  (p  che  vi  sod- 
io, la  congruenza  costruita   appartiene  alla   classe  W,  dopo  di  che 
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dal  teorema  a,  pagina  304  risulterà  subito  che  la  curvatura  di  S'  eguaglia 
quella  di  S.  Basta  dunque  verilìeare  clie  anche  sulla  S' le  linee  u,  v  sono 
assintotiche,  cioè  sussistono  le  due  equazioni 

■-,  9X'  Sa;' ^i  9^'  Sa;'  _ 

^  3^  917  ~  -^  S7  S^  ~ 

Effettuando  il  calcolo,  si  trova  clie  esse  si  riducono  appunto  alle  due 
equazioni  (a)  n.  175,  clie  determinano  a. 

Osserviamo  in  fine  che,  per  le  note  proprietà  dell'  equazione  di  Riccati, 
basterà  conoscere  una  soluzione  particolare  delle  (i7)  per  trovare  l'in- 
tegrale generale  con  quadrature.  Dopo  di  ciò,  per  le  nuove  superficie  S' 
derivate  della  classe  (40)  ci  troveremo  nelle  medesime  condizioni  che 
per  la  iniziale  e  basteranno  quadrature  per  applicare  illimitamente  il 
processo.  Inoltre,  se  della  superficie  iniziale  S  sappiamo  determinare  tutte 
le  deformazioni  infinitesime,  altrettanto  avverrà,  pel  teorema  di  Moutard, 
per  tutte  le  superficie  derivate.  Questo  è  appunto  il  caso  se  per  super- 
ficie iniziale  S  prendiamo  la  pseudosfera,  o  l'elicoide  rigata  ad  area  minima, 
o  il  paraboloide  iperbolico  equilatero  come  rappresentanti  dei  tre  tipi  di 
superficie   (40)  sopra  considerati  (*). 

177.  Le  superficie  associate  di  quelle  considerate  ai  due  numeri  pre- 
cedenti godono  di  una  notevole  proprietà  caratteristica  scoperta  da  Cos- 
serat  (**).  Per  ritrovarla  proponiamoci  la  questione  seguente  Qmxli  su- 
perficie possono  fiettersi  in  guisa  da  conservare  coniugato  un  sistema 
attualmente  coniugato  (u,  v)?  Prendiamo  sulla  superficie  supposta  &  a 
linee  coordinate  il  sistema  coniugato  {u,  v)  ;  avendosi  D'  =  0,  le  equazioni 
di  Codazzi  diventano 


,  ap     ini 

1    3d  ^     2 


D"~    ,    D=0 


(48) 


ITI' 


Dopo  la  deformazione   è  ancora  D'  =  0  e,  il  prodotto  D  D"  dovendo 
mantenersi  invariato,  potremo  indicare  con 

i  nuovi  valon   di  D,  D     Sostituendoli  nelle  (48),  avendo   riguardo   alle 


(*)  Per  l'ultenore  sviluppo  vcggasi  ]a  mia  memoria  nel  t.  XVIII,  s,  2.*  (1890) 
;gli  Annah  di  inatfmah  hf 
(**)  Comptes  Eeodus  de  lAcadémie  12  et  19  octobre  1891, 
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,  troviamo  per  la  funzione  incognita  X  le  cine  equazioni 


IQ 

t)- 

(221  D 

j  1  1  iJ' 

(1- 

-■)■ 

3), 
di, 

|2S 

Cangiamo 

la  funzione 

incognita  X. 

,  poiiei 
,    1 

ido 

?ex)- 


e  ricordando  le  formole  (25),  pag,  132 

i22ir»  „_(i2['    (ii|  d;;__  1121' 

I  1  1  D"  ~       I  2  i    '  i  2  i  D  hi' 

ove  i  aimboli  dei  secondi  membri  sono   costruiti   per   l'elemento   lineare 
sferico,  tro'i'iamo 


(49) 


du  2  P     '      '  '  9;;  1 


Ogni  soluzione  v  di  queste  equazioni  dà  una  soluzione  del  problema; 
ma,  poiché  queste  sono  lineari  in  v,  non  possono  ammettere  più  di  una 
soluzione  senza  essere  illimitatamente  integrabili  e  quindi  ammetterne 
infinite.  Perchè  quest'  ultimo  caso  si  verifichi,  è  necessario  e  sufficiente 
che  si  abbia 

cioè  la  superficie  S  è  associata  di  una  superficie  della  classe  considerata 
al  numero  precedente.  Abbiamo  dunque  il  risultato: 

Se  una  superficie  S  ammette  jdii  di  una  deformazione  che  conservi  co- 
niugato un  sistema  attualmente  coniugato,  ne  ammette  una  serie  continua. 
Queste  superficie  S  sono  tutte  e  sóle  ìe  superficie  associate  di  quelle  la  cui 
curvatura  ÌL  espressa  pei  parametri  delle  ussintotiche  ha  la  forma  (40) 

[f(«)  +  tW]'- 

Per  quanto  si  è  visto  ai  numeri  precedenti,  siamo  in  grado  di  trovare 
con  sole  quadrature  quante  si  voghano  superficie  suscettibili  delle  defor- 
mazioni qui  considerate. 

178.  Applichiamo  questi  risultati  generali  a  tre  esempi. 

1."  Il  sistema  formato  sulla  sfera  dai  meridiani  e  dai  paralleli  sod- 
disfa alle  condizioni  (50)  ;  quindi  tutte  le  superficie  modanate  a  sviluppa- 
bile direttrice  cilindrica  (n.  74,  e.  Y)  sono  suscettibili  di  una  serie  continua 
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di  deformazioni  nelle  quali  le  loro  linee  di  curvatura  restano  linee  di  cur- 
vatura. Viceversa  è  facile  dimostrare,  servendosi  delle  (50),  che  esse  sono  le 
uiiicte  superfìcie  suscettibili  di  tali  deformazioni.  La  superficie  cui  sono 
associate  è  la  superficie  d'area  minima  di  rotazione,  cioè  il  catenoide. 

2."  Consideriamo  il  paraboloide  iperbolico  eqmlatero,  che  appartiene 
alla  classe  (40), 

Le  immagini  sferiche  delle  sue  generatrici  essendo  circoli  v 
detiche),  si  ha 

quindi  per  le  superficie  associate  al  paraboloide  (n.  69,  e.  V) 
|12i        ^       112) 


Queste  sono  dunque  superficie  di  traslazione,  le  quali,  come  facilmente 
si  vede,  hanno  le  curve  generatrici  piane  in  piani  perpendicolari.  Viceversa 
ogni  superficie  di  traslazione  di  questa  specie  è  superficie  associata  del 
paraboloide  iperbolico  equilatero.  Queste  superficie  di  traslazione  ammet- 
tono quindi  una  serie  co  ^  di  superficie  della  medesima  classe  applicabili 
sopra  di  esse. 

3."  Da  ultimo  consideriamo  una  superficie  pseudosferica  S  qualunque. 
Le  sue  superficie  associate  sono  superfìcie  ài  Voss,  sulle  quali  le  imma- 
gini delle  assintotiche  di  S  formano  un  sistema  coniugato  di  geodetiche. 
Ogni  superficie  di  Voss  può  quindi  flettersi  in  modo  continuo  conser- 
vando coniugato  il  sistema  geodetico  coniugato.  In  questo  caso  la  funzione 
indicata  con  X  al  numero  precedente  è  una  costante,  onde  si  vede  che 
la  prima  e  la  seconda  curvatura  delle  geodetiche  di  un  sistema  si  molti- 
plicano nella  deformazione  per  una  costante  e  quelle  dell'altro  s 
per  la  sua  inversa. 
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I  sisteii  ciclici. 


Condizione  perchè  un  sistema  co^  di  curve  ammetta  una  serie  di  superficie  orto- 
gonali —  Sistemi  co^  normali  di  circoli  —  Teotemi  fondamentali  di  Eibaucoiir  —  Si- 
stema triplo  di  superficie  ortogonali  corrispondente  ad  un  sistema  co'  normale  di  cir- 
coli —  Congruenze  (cicliche)  degli  assi  di  no  sistema  cìclico  —  Condizioni  perchè  una 
congruenza  aia  ciclica  —  Le  cocgruenze  infinite  volte  ciclielie  —  Sistema  ciclico  in 
cui  i  raggi  dei  circoli  sono  tutti  eguali  —  Forma  dell'elemento  liiiBare  dello  spazio 
riferito  ad  nn  sistema  ciclico  —  Determinazione  delle  immagini  sferiche  delle  STÌlup- 
pabili  di  una  congruenza  ciclica. 

179.  Una  teoria  intimamente  legata  con  quella  delie  congruenze  ret- 
tilinee e  delle  deformazioni  infinitesime  delle  superficie  è  la  teoria,  che 
andiamo  a  trattare  nel  presente  capitolo,  relativa  ai  sistemi  <x>^  di  circoli 
che  ammettono  una  serie  di  superficie  ortogonali. 

Un  tale  sistema  di  circoli  si  dirà  breTemente  un  sistema  normale  di 
circoli  od  anche,  secondo  la  denominazione  di  Ribaucour,  al  quale  è  do- 
vuta questa  teoria,  un  sistema  melico. 

Al  nostro  studio  premettiamo  la  ricerca  della  condizione  cui  deve  sod- 
disfare un  sistema  co*  di  curve  nello  spazio  (congruenza),  perchè  esista 
una  serie  di  superficie  ortogonali  a  queste  curve  (*).  Scriviamo  !e  equa- 
zioni delle  curve  della  congruenza  sotto  la  forma 

(1)  e  =  5  (U,  V,t)    ,      Yj  =  7|  (m,  i>,  ()    ,      C  =  C  {u,  V,  t)  , 

essendo  m,  v  due  parametri  arbitrarli,  i  cui  singoli  valori  uo,vo  individuano 

una  curva  Co  del  sistema,  la  variabile  t  definendo  poi  i  punti  della  curva. 

Supponiamo  che  esista  una  superficie  S  ortogonale  alle  curve,  e  sia 

(2)  t  =  t  (u,  v) 

la  funzione  di  u,v,  che  occorre  sostituire  nelle  (1),  per  ottenere  la  S.  Per 

(*)  Cf  Beltrami.  —  Ricerche  di  analisi  applicata  alla  geometria.  —  Giornale  di 
matematiche,  voi.  IL 
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un  punto  (I,  7],  C)  ài  questa  superficie,  corrispondente  ai  valovi  Uo,  vo  di 
M,  ì>,  passa  la  curva 

1  =  1  (mo,  JIO,  0    ,      T(  =  -/j  («0,  vo^t)   ,      C  =  C  (mo,  t-o,  t) 

del  sistema  e  la  sua  tangente  lia  i  coseni  di  direzione  proporzionali  a 

a?    3r,    ac 

9i  '  Si  '  Si  ' 
Dovremo  quindi  avere  per  ipotesi 

calcolando  di,  drj,  d^  dalle  (1)  e  sostituito  per  t  il  valore  (2).  Ora  po- 
niamo 

e  la  (3)  prenderà  la  forma 

(4)  TI  dt-Jr'U  du-\-Y  dv  =  0. 

Il  valore  cercato  i  di  m,  ;>  deve  soddisfare  questa  equazione  a  diffe- 
renziali totali.  Perchè  esista  dunque  una  serie  di  superfìcie  ij  ortogonali 
alle  curve,  è  necessario  e  sufficiente  che  la  (4)  sia  illimitatamenfce  inte- 
grabile, cioè  sia  soddisfatta  per  tutti  i  valori  di  f,  u,  v  la  condizione  d'in- 
tegrabilità 

Se  tale  condizione  non  è  verificata,  potranno  soltanto  esistere  delle 
singole  superficie  ortogonali  alle  curve,  il  che  accadrà  quando  la  (5)  dia 
per  t  uno  o  più  valori  che  verifichino  l' equazione  differenziale  (4). 

180,  Supponiamo  ora  che  la  congruenza  (1)  sia  formata  di  ciruoli. 
Per  definirla  analiticamente,  basterà  dare  in  funzione  di  u,  v  le  coordinato 

Xl  ,    ì/l  ,    Zi 

del  centro  del  circolo,  il  suo  raggio  R  (u,  v)  e  la  giacitura  del  suo  piano, 
cioè  i  coseni  di  direzione,  che  indicheremo  con 

',  p,  •(, 

della  normale  al  piano  del  circolo.  Immaginando  questa  normale  con- 
dotta pel  centro  del  circolo,  la  diremo  l' asse  del  circolo,  e,  come  fra  breve 
si  vedrà,  converrà  associare  alla  considerazione  del  sistema  normale  di  cir- 
coli quella  della  congruenza  rettilinea  formata  dai  loro  assi. 
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Nel  piano  ilei  incoio  («,«)  tracciamo  due  cliametri  ortogonali  del  resto 
arbitraui  e  indichiamo  con  «i,  Pi,  71  ;  a.ì,  pa,  72  i  loro  rispettivi  coseni  di 
direzione  Se  con  t  indichiamo  l'angolo  d'inclinazione  di  un  raggio  del 
circolo  {u,  i)  sulla  dilezione  (ai,  Pi,  71),  le  (1)  diverranno  nel  nostro  caso 

(6)  S  ;=  n  +  K  («i  cos  *  +  aa  sen  i)  t  ^  =  ^1  + 1^  (^i  ''o^  '  +  Ps  ^^^i  0  > 

C  =  ^i  +  R(7icosi-f72seni) 
e,  tenendo  conto  delle  relazioni 

per  l'equazione  (4)  a  differenziali  totali  troveremo 

(7)  E<^/-f  [cosi2aa?^-sen(2«i  1^  +  H  2  «^  l"-]  du  + 


+     cos  i  2  "3   a sen  /  2  "'•^    3"  H"  ^  2  "^^  "j""     «^iJ  ="  0  . 

La  condizione  d'integrabilità  assume  qui  la  forma 
(8)  A  +  B  sen  i  -i-  C  cos  (  =  0  , 

dove  A,  B,  C  sono  funzioni  di  u,  •e  soltanto.  Esìsterà  una  serie  co'  di  su- 
perfìcie ortogonali  ai  circoli,  se  si  ha  identicamente 
A  =  0  ,     B  =  0  ,     C  =  0. 
Queste,  calcolate  effettivamente,  danno  le  tre  equazioni  fondamentali 


2      3^1      V      ^^1        rt 


(II) 


9  VI      Sa^i        9  ' 


(IH)  R  [1»  ^  •  2».  -37  -  2«»  3V  •  2«  fc  + 

,    3  ^1      9iKi        9  VI      9a^il       VI      3a:i  3R   ,   vi      9^i  SR       ^  .j-, 
+  3^  i"  37  -  E  1«-   3.-     ~  i«  5^  3J  +  2,»'  -37  3,;  =  0  (•) 


nipariretibero  soltanto  i 
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Se  non  sono  identicamente  soddisfatte,  la  (8)  fornirìi  al  i 
superficie  ortogonali  ai  circoli,  onde  si  ha  il  teorema  di  Eibaucoui: 

Se  i  circoli  di  un  sistema  co*  sono  nwmali  a  tre  diverse  superficie,lo 
smio  ad  una  intera  serie  a>^  di  superficie. 

E  importante  poi  osservare  che  la  (7),  introducendo  per  incognita 

A  =  tang  -^  , 
assume  la  forma  di  Ri  acati 

rfA  =  («  A*+i  A^-c)  du  +  (<('  A!+6'  K-\-é)  dv , 


')  a,  h,  e;  a',  V,  é  funzioni  note  di  m,  «.  Basterà  dunque  conoscere  una 
delle  superficie  ortogonali  ai  circoli  per  trovarle  tutte  con  quadrature. 

La  proprietà  dell'  equazione  di  Riccati  che  il  rapporto  anarmoiiico  di 
quattro  soluzioni  particolari  Ai,  Ab,  A3,  A4  è  costante  (indipendente  da 
M,  ())  trova  qui  il  significato  geometrico  conispondente  nel  teorema  di 
Ribaucowr : 

Quattro  superficie  deUa  serie  ortogonale  ai  circoli  determinano  su  tutti 
i  circoli  del  sistema  un  gruppo  di  quattro  ^nti,  il  cui  rapporto  anarmo- 
nico  è  costante  {*), 

181,  Consideriamo  un  sistema  normale  di  circoli  e  prendiamo  a  su- 
perfìcie di  partenza  S  una  delle  superficie  ortogonali.  Riferiamo  questa 
superficie  S  alle  sue  hnee  di  curvatura,  mantenendo  le  nostre  solite  no- 
tazioni (n.  49,  e.  IV),  ponendo 

1    dx  1     dx 

Xi  =  —^  —  ,    Xs  =  —zz  —  etc. 

V  E  a«  iGdv 

Avremo  le  formoie 

du         Ti  du  v'&     dv  Ti  Su  V'G-     dv 

sx^v^^    3Xi  ^  _L3)/5x    ?^= L?_y^Xi-^s 

\  dv         n  dv  \/E     du  dv  \/È    du  n 

Da  ogni  punto  P  di  S  esce  un  circolo  {u,  v)  del  sistema  normalmente 
ad  S  ;  per  individuarlo  basterà  dare  il  suo  raggio  Rei'  angolo  <p,  che  la 
traccia  del  suo  piano  sul  piano  tangente  fa  colla  direzione  {Xi,  Yi,  Zt). 

Per  le  coordinate  Xì.,  yi,  zi  del  centro  avremo  allora: 


(9) 


(*)  E  infatti  A  ^  tang  -„-  è  il  parametro  del  fascio,  che  dall' eatremo  del  raggio 
dì  diresione  (."'„  ^1,  71)  proietta  i  punti  del  circolo. 
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I  xi  =  a;  -}-  R  (cos  ®  Xi  -f-  aen  <p  Xa) 

(10)  S  yi  ^^=  ì/  -\- B,  (cos  rp  Ti  -j-"  ^^^  f  ^2) 

(  Si  =  2  +  R  (cos  y  Zi  +  sen  '+■  Zs) . 

Assumiamo   per  direzione  («i,  pi,  71)  quella  della  traccia  anzidetta  e 
quindi  per  direzione  (03,^2, Ya)quella  della  normale  (X,  Y,  Z)  a  S;  avremo: 

(11)  ai  =  cos  tp  Xi  +  sen  y  Xa  ,     aa  =  X  . 

Calcolando   per   mezzo  di   queste   formole  e  delle  (9)  le   somme  che 
figurano  nella  equazione  a  differenziali  totali  (7),  troviamo: 


dm       E  Ve  vi     3»       RVg 

àu  rs 


2  »'  ^T  = 


S9ai  -ti      3aa  VE  cos  »     vi      ^^i  ^-i      '''^a  V Gt  Sen  » 

3m        ^     du  n  dv        ^     óv  n 

onde  r  equazione  a  differenziali  totali  diventa  : 

(12)    («=   seni    -„    3-  +   -^^-5-  +  J— r--{l+cos()    ii«  + 


,     [       ,/l    3K    ,     V^seB■^.^     ,     Vasenif  1 

+  [^'"  '  U  S  +  "-K--V  +  — n-"  (1+"™  '>J  *  ' 

e  condizioni  d' integrabilità  (I),  (II),  (III)  si  riducono  alle  due  seguenti 

/    3    /y/G  sen  y\   _    3    /yEcosyX  _ 
^  S  l,       E     "  J        3»  ^       B      j  ~ 

S/v'Ssen'f    1^,      3/v'Ecosf    1A_,v'E9  /l       U     „ 


182,  Se  la  superficie  S  è  una  sfera,  le  due  equazioni  (IV)  coincidono 
e  i  siatemi  ciclici  corrispondenti  si  ottengono  facilmente,  in  base  al  teo- 
rema del  n.  180,  prendendo  un'altra  superfìcie  arbitraria  S'  e  conducendo 
il  sistema  oo^  di  circoli  normali  contemporaneamente  alla  sfera  S  ed  alla 
superficie  S'.  Siccome  la  sfera  figura  due  volte  come  superficie  normale 
ai  circoli,  questo  sistema,  ammettendo  tre  superfìcie  ortogonali,  sarà  un 
sistema  normale.  La  stessa  considerazione  vale  evidentemente  pel  caso 
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in  cui  alla  sfera  S  si  sostituisca  un  piano,  come  risulta  anche  dall'  ap- 
plicare un'inversione  per  raggi  vettori  reciproci. 

Supponiamo  elle  la  S  non  sia  una  sfera  e   giovandoci  delle  fonnole 
(n.  123,  e.  IX  (1)) 

du\  ri  J         Ti       dit      ^     dv\  n  J         n       dv      ' 
risolviamo  le  (IV)  rapporto  a  ^  ,  ^  .  Otteniamo  così  le  formole 

I  SR         „      ,      /3r  13  v'ha  ;s 

>    —  =  B  cot  (0  Ui ^     —  \/E  cos  » 

V3»        v/e     '«  / 


(IV) 


dR        „  .        /3j    ,      1    3  v'B\         ,-.-, 
&--Ktg?(3-;  +  — -^J-x/asenT. 


V'E 
Per  la  prima  delle  (IV)  deve  essere 

v/E  cos  9  ^     ,    V'^  seti  rp    , 

un  differenziale  esatto  e,  indicando  con  <^  una  funzione  incognita  ausiliaria, 
possiamo  quindi  pon'e 

v'E  cos  y 1    3'{)       \/G  sQurp 1    d'^ 

R        ~  ~  J  du  '  R  4r  9^  ' 

dopo  di  ohe  la  2.'  delle  (IV),  avendo  riguardo  alle  formole  ora  citate  («), 
dà  per  la  i}i  l'equazione  di  Laplace 

J>1^  5Jogj/E  3J       3  log  v'G  Sj,  ^ 

9m  9»;  Su         3m  9m        9ìi  ' 

Viceversa,  se  iji  è  una  soluzione  di  questa  equazione,  sì  avrà  un  sist'ìma 
ciclico  corrispondente  dalle  formole 

/    1  1    /'31og(|-\2    ,    1  fdìog<hy        .    ,       , 


ì  cos     = -    9'og'}'  _        R    3Iog(P 

v'E     9m     '  v'G     9^ 

Oolla  introduzione  della  funzione  ij),  l'equazione  a  differenziali  totali 
(12),  ponendo 

tang  --  =  A  , 
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e  dà  con  una  quadratura 

(VI)  tang-„-  =  ^     C  -  f(^-  f-  du  +  -^^  àA^    (C  cosf"  arbitraria). 
°  2         ^Jj  ^  J  \i-2   du  r\   dì!     J  S 

La  equazione  (V)  di  Laplace  è  altresì  quella  da  cui  dipende  la  i-ieerea 
delle  superficie  clie  hanno  la  stessa  immagine  sferica  delle  linee  di  cur- 
vatura della  superficie  S,  onde  si  vede  che:  Il  problema  di  determinare 
i  sistemi  ciclici  nonncdi  ad  una  determinata  superficie  S  equivale  aUa  ri- 
cerca delle  superficie,  che  hanno  a  comune  con  S  l'immagine  sferica  delle 
linee  di  curvatura  (*). 

Si  osserverà  clie  della  equazione  (V)  sono  soluzioni  particolari 

X,  y,  z  ,     x^  ■\- y^ -\-  z^  ; 

i  corrispondenti  sistemi  ciclici  sono  quelU  aopra  considerati  formati  dai 
circoli  normali  alla  superficie  S  e  ad  un  piano  o  ad  una  sfera  fìssa, 

183.  Essendo  P  un  punto  della  superficie  S,  tiriamo  in  P  le  tangenti 
P  A,  P  B  alle  linee  di  curvatura  y^=cost",  M^^cost"  e  siano  A,  B  i  punti 
ove  esse  incontrano  l'asse  del  circolo  0  uscente  da  P.  Se  con  ^i,  t(i.  Ci  ; 
^2,  Tfi,  Ca  indichiamo  le  coordinate  di  A,  B  rispettivamente,  troveremo  subito 

Si=a.  +  --x,  ,  „=y  +  -— -Y,  ,  i:,=^+^^z, 

C03  y                                          COS  ffi                                           COS  <D 
iì  =X  A '■ —  Xa    ,      7]3  =  «  +  ■ Y3    ,      £2  ^  S  H 7jì  . 

seny  '        ^       seny  '   senrp 

Derivando  le  prime  rapporto  a  »  le  seconde  rapporto  ad  u,  coli'  os- 
servare le  (9)  e  (IV*),  risulta 


(*)  L'equazione,  da  cui  abljiamo  fatto  dipendere  il  problema  di  trovare  le  auporflaie 
con  assegnata  immagioe  sferica  delle  linee  di  curvatara,  è  propriamente  la  seguente 
(v.pag.l38): 

a^w  _  aiogVi'  sw     siogVG'  dw 


essendo  E',  &  i  coefficienti  dell' eie ruento  lineare  sferico;  ma  le  soluzioni  di  questa  equa- 
zione sono  legate  a  quelle  della  equazione  (V)  del  testo  dalle  formolo  semplici 
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3ti       drd       dti        Sia      3^2       9Ca  „  „ 

dv       dv       3v        du       du      du  '  ' 

:  cos  'f  Ya  -  gen  'f  Yi 

:  cos  y  Za  —  sen  f  Zi  . 

I  tre  ultimi  termini  essendo  i  coseni  di  direzione  dell'asse  del  circolo, 
si  vede  che  i  due  punti  A,  B  sono  i  fuochi  di  questo  asse  nella  congvuenKa 
degli  assi  dei  circoli;  le  sviluppabili  della  congruenza  sono  dunque  reali 
e  corrispondono  alle  linee  di  curvatura  della  superficie  S. 

Consideriamo  tutte  le  superficie  ^  ortogonali  ai  circoli  e  le  due  serie 
di  superficie,  che  indicheremo  con  Si,  Sa,  luogo  dei  circoli 

u  =  cost"  ,     V  =  cost'" . 

Possiamo  ori  facilmente  dimostrile  il  teoierai  di  Bibaucour:  Le  tre 
sene   li  suju-fitie  S  in   Sj   foìmano  un    istema  triplo  oì-togonale. 

E  invero  =^0  considenamo  uni  superficie  li  (M=cost''),  essa  taglia  tutte 
le  superficie  S  ortogonalmente  lungo  linee  di  curvatura,  che  sono  per  con- 
seguenza linee  di  curvatuia  anche  per  li  ne  segue  che  sulla  li  le  linee 
di  cuivatun  sono  i  e  i coli  L  e  le  loio  iniettane  ortogonali.  La  normale 
m  P  alla  superhue  li  e  dunque  la  tingente  P  A  alla  linea  di  curvatura  («) 
di  1  e  similmente  \\  normale  a  Sa  la  tangente  PB  alla  m  sopra  S,  onde 
iisulta  evidente  il  teaiemi 

Ossemimo  p  i  che  se  ton  2  indichiamo  la  distanza  AB  dei  fuochi, 
fra  la  distanza  3  del  centro  del  circolo  dal  punto  medio  dell'  asse  e  Ìl 
raggio  R  del  circolo  passa  la  relazione 

onde  potremo  porre,  indicando  con  a  un  angolo  reale 
S  =  p  cos  a  ,     E,  =  p  sen  a  . 


184.  Per  quanto  precede,  la  congi-uenza  formata  dagli  assi  di  un  s: 
ciclico  è  sempre  a  sviluppabili  reali  e  queste  corrispondono  alle  linee  di 
curvatura  delle  superficie  ortogonali  ai  circoli.  Diremo  che  una  congruenza 
rettilinea  è  cìclica,  quando  esiste  un  sistema  ciclico  di  cui  i  raggi  della 
congruenza  sono  assi.  Ci  proponiamo  ora  di  troTare  ia  condizione  affinchè 
una  congruenza  rettilinea  assegnata  sia  ciclica.  Come  si  vedrà,  questa  con- 
dizione dipende  unicamente  dalla  immagine  sferica  delle  sviluppabili  della 
congruenza  e  noi  qui,  restando  nel  caso  generale,  supporremo  che  le  im- 
magini sferiche  delle  sviluppabili  formino  due  sistemi  distinti  di  linee  u,  v. 

Riprendendo  le  relative   formole  di    Guichard  (n.  148  ss.,  e.  X),  che 
danno  le  congruenze  con  assegnata  immagine  sferica  delle  sviluppabih 

(14)  ds'^  ==  E  rfii^  -[-  2  F  du  dv  +  G  dv^ , 


yGoosle 


IMMAGINI  8FEEICHE  DELLE  SVILUPPABILI  DI  TJHA  CONGEDENZA  CICLICA  329 

ricorderemo  che  la  semidistaiiza  focale  p  soddisfa  ì'  equazione  di  Laplace 

„,,       3«P     ,    112)  3p    ,    (121  3p    ,    [S    |12|    ,    3   (12)    ,    J 

^1^'     3vk  +  |ll3«  +  Ì2Ìr.+  [9.|l|  +  3-.|2l  +  ^JP  =  ^ 

e  vieeTCrsa  ad  ogni  soluzione  p  di  questa  equazione  corrisponde  una  con- 
gruenza della  specie  richiesta,  le  coordinate  del  punto  medio  x,  y,  z  essendo 
date  per  quadrature  dalle  formole  (32)  pag.  266: 


(16) 


Indicando,  come  sopra,  con 

S  =  p  cos  a  ,     R  ^  p  sen  a 

la  distanza  del  centro  (a^i,  ì/i,  Z\)  del  circolo  da!  punto  medio  {x,  y,  z)  e 
il  raggio  R,  dovremo  porre  nelle  nostre  formole  generali  (n.  190) 

xt  ^x  -\-  ^j  cos  a  X  ,    «/i  =  J/  -f  p  cos  a  Y  ,    zi  =s  -\-  p  cos  a  Z  , 
indi  potremo  fare  senz'altro: 

ffi  =  Xi   ,     Pi  =  Yi   ,     -fi  =  Zi 
as  =  Xs  ,     Ps  =  Ya   ,     72  =  Za  . 
Calcolando  ora   l'equazione  a  differenziali  totali  (7),  servendosi  delle 
(30)  pag.  265,  troviamo  dapprima 


jp  (l+cos  a)j+2  j^^^j  plx-  Ve  sen  §  p  (S  -  cos  a)  Xi- 


(17) 


3a:i r  9 

'si  ^  [di 

-VEcos|h1-cosc>)X, 


indi  per  l'equazione  a  differenziali  totali 

(18)       dt=m  taiig  I  cos  (^(  +  I)  +  A     *  - 


—     V'5  col  -J  COB  (t  —  1^  +  B     dv, 
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(n.  149) 

[-^ 

32 
Su 

+  Vaili 

Ì-i 

31! 

3i) 

+  Ve  Ì2Ì" 

_  VE  _  J^   elfi 

77     "2  Sk" 
Vg      1  Sii 

sen  iì  =  ~  -'^ 17  ^  ■ 

Questa  equazione  ai  differenziali  totali  offre  la  notevole  particolarità 
di  dipendere  unicamente  dalla  immagine  sferica  delle  sviluppabili  della 
congruenza;  onde  segue:  TuUe  le  congruenze,  che  hanno  a  comune  con  una 
congruenza,  ciclica  le  immagini  sferiche  delle  smlwppabili,  sono  aliresì  cicliche. 

Ora,  se  scriviamo  le  condizioni  d' integrabilità  per  la  (18),  osservando  che 

?;^  +  '-  =  -  VEB  sen  a  (Ct.  n.  176) , 
àv  Su 

troviamo  per  le  condizioni  richieste 

J3l(VSc„l|)  =  VEÌ>fjco.|c„s«-V5f|j%| 

(  L  (^^  '*5  J)  =  ^^  fa^l  '"5  -2  ««  "  -  Ve  |\^j  cot  I , 

che,  esprimendo  le  derivate  dei  coefficienti  pei  simboli   di  Christoffel,  si 


^2(C0S5— 1) 


(19) 


/  3cos3  (121 

[  -3-=2(o„s.+l)|j). 


Segue  da  queste 

1          Hil 

(11121' 

onde  (a  meno  che  queliti  non  iia  un  identità)  ne  deduiremo  per  cos  o  un 
valore  unico  e  deteiniinito  e  la  congruenza  sira  ciclica  (leale)  se  questo 
valore  di  cos  a  risulterà  m  valore  assoluto  minoie  uell  unita  e  soddisfeia 
le  (19).  Dunque  Ad  una  congruenza  ridica  ii  può  m  geneiaìe  aòt>ociaie 
uno  ed  vn  solo  sistema  ciclico  dt  cut  t  laggt  della  conqrìienza  sono  qli  absi 

185.  Il  risultato  ultimamente  ottenuto  soffre  un  eccezione  molto  no- 
tevole, quando  la  (20)  sia  un  identiti    cioè  si  ahhia 

du\l\~  dv  (2)  i  1       2  i  ■ 


yGoosle 


COSGBUENZE   INFINITE    VOLTS    CICI.rCHB  ÓàL 

Queste  relazioni  caratterizzano  le  linee  sferiche  (m,  v)  come  immagini 
delle  superficie,  studiate  ai  numeri  175  ss.,  e.  XII,  per  le  quali  la  curva- 
tura K  ha  l'espressione 

Vediamo  dunque  che:  Le  uniche  cmigrueme  che  siano  piti  d'una  volta 
e  quindi  infinite  ■Bolte  cicliche,  sono  le  congruenze  di  Bihaueour,  che  hanno 
per  superficie  generatrice  una  superficie  della  classe  (A). 

Dalla  (20)  risulta  d'altronde  che  esse  sono  le  uniche  congruenze  di 
EJbaucour  cicliche.  Fra  queste  congruenze  cicliche  le  più  notevoli  sono 
quelle  di  Guichard,  che  hanno  per  superficie  generatrice  una  superfìcie 
pseudosferica  e  le  cui  sviluppabili  tagliano  in  conseguenza  le  due  super- 
fìcie focali  secondo  le  linee  di  curvatura  (n.  152,  e.  X).  Per  queste  con- 
gruenze, essendo  !  j  =  0  ,  j  |  =^  0,  l'angolo  o  può  avere  un  valore  co- 
stante qualsiasi  (*).  In  particolare  se  si  fa  a  =^  -^ ,  ogni  circolo  del  sistema 

ha  il  centro  nel  punto  medio  dell'  asse  ed  il  suo  raggio  eguaglia  la  semi- 
distanza focale. 

Un'  ulteriore  proprietà  di  queste  congruenze  segue  dal  teorema  gene- 
rale di  Hibaucour: 

Sìdla  superficie  inviluppo  dei  piani  dei  circoli  di  vn  sistema  ddico  alle  ^ 
sviluppabili  della  congruenza  corrisponde  un  sistema  coniugato. 

E  facile  verificare  questo  teorema  mediante  le  formole  generali  dei 
numeri  precedenti.  Se  indichiamo  infatti  con  W  la  distanza  del  piano  del 
circolo  (m,  v)  dall'origine,  abbiamo 

W  =  2;Xai  +  pcoso 

e,  tenendo  conto  delle  formole  indicate,  si  verifica  appunto  che  W  soddisfa 
alla  equazione  di  Laplace 

3w  3d  ~  i  1  !    3m    +  1  2  i    3);  ' 

onde  risulta  la  proprietà  enunciata. 

In  particolare  negli  infiniti  sistemi  ciclici  derivati  da  una  congruenza 
di  Ribaucour,  la  cui  superficie  generatrice  S  appartiene  alla  classe  (A),  le 
superficie  inviluppi  dei  piani  dei  circoli  saranno  le  superfìcie  associate  deUe  S 


(*)  Per  le  proprietà  delle  superficie  ortogonali  ai  circoli  veggaai  la  n 
loria  nel  t.  XVIII,  a.  Z.'-  degli  Annali  di  matematica. 


i  citata  n 
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considerate  al  n.  177.  Più  in  particolare,  se  la  S  è  pseudosf erica,  le  su- 
perficie inviluppi  corrispondenti  saranno  altrettante  superficie  ài  Voss. 

186.  Un'  altra  classe  molto  notevole  di  sistemi  ciclici  è  quella,  scoperta 
da,  Ribaueour,  in  cui  i  raggi  dei  circoli  sono  tutti  eguali  fra  loro.  Per 
costruirli  prendiamo  una  superficie  pseudosferica  S  di  raggio  R  e  in  ogni 
piano  tangente  dì  essa  col  centro  nel  punto  di  contatto  descriviamo  un 
cercliio  di  raggio  R,  Dalle  proprietà  delle  evolute  risulta  che  le  co^  su- 
perficie pseudosferiche  luogo  dei  eentri  di  curvatura  geodetica  dei  sistemi 
di  oricicli  paralleli  sopra  S  (Of.  n.  135,  e,  IX)  sono  appunto  traiettorie 
ortogonali  di  questi  circoli,  i  quali  costituiscono  adunque  un  sistema  ciclico. 

Volendo  inversamente  ricercare  se  questi  sono  i  più  generali  sistemi 
ciclici  di  raggio  costante  basta  ricorrere  allo  formole  (IV*)  (pag.  326), 
supponendovi  R^^cost".  Lasciando  da  parte  il  caso  in  cui  f  sia  eguale 

a  0  (  '' 

^  ^  —  ^  l^iL?  4.  J^  5v^^ 
\  du  R  V'^    3« 

Sy  ^      VG  cos  f 1    9V& 

i   3^  R  v'E     3m 

e,  formando  la  condizione  d'integrabilità,  troviamo 

_j__ 1  _  (  i_  (A.  ^\  I  A  (a.  h/^\  ) 

R2  v'EÌ5  (  du  yVE    9«  /        ^   \Ì^     ^^  I  Y 

onde  si  conclude  che  le  superficie  normali  ai  circoli  sono  superficie  pseu- 
dosferiche di  raggio  R.  È  facile  ora  completare  la  ricerca  dimostrando 
che  la  superfìcie  inviluppo  dei  piani  dei  cìrcoli  è  una  nuova  superficie  pseu- 
dosferica e  i  centri  ne  sono  i  punti  di  contatto.  E  invero  da  queste 
equazioni   e  dalle   (9),  (10)    (pag.  324-325)   seguono   subito   le   formole 

2  (cos  9  Xa  —  sen  9  Xi)   ^  =  0  ,    2  i^^^  fp  Xa  —  sen  (f>  Xi)    ,-  =  0 . 

Dunque  la  superficie  luogo  dei  centri  dei  cìrcoli  ha  per  normale  l'asse 
del  circolo  e  perciò  con  ogni  superficie  pseudosferica  del  sistema  orto- 
gonale  forma  l'evoluta   completa   di   una   congruenza   normale,  che  ha 


(*)  I  sistemi  ciclici  di  raggio  costauto  corrifipoudenti  a  questo  caso,  la  cui  diseus- 
sione  viene  qui  omessa,  sì  otteagono  nel  modo  seguente.  Sopra  un  piano  si  tracci  una 
serie  oo*  di  circoli  eguali,  indi  si  faccia  rotolare  il  piaao  sopra  una  sviluppabile  qua- 
lunque, n  sistema  co''  di  circoli  ottenuto  è  quello  ricbiesto.  (Of.  le  mie  due  note  sui 
sistemi  ciclici  nei  volumi  XXI,  SXII  del  Giornale  di  tnaiematiche). 
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costante  ^=  E  la  distanza  dei  fuochi,  onde  essa  stessa  è  una  superàcie 
pseudosferiea  di  raggio  R  (Cf.  pag.  234).  Da  quanto  si  è  detto  ora  risulta 
che  le  normali  ad  una  superficie  pseudosferica  costituiscono  una  congruenza 
ciclica;  ne  segue  pel  teorema  generale  del  n.  184  che  per  qualunque 
superficie,  avente  la  stessa  rappresentazione  sferica  delle  linee  di  curvatura 
di  una  superficie  pseudosferica,  la  congruenza  delle  normali  sarà  ciclica. 
È  facile  vedere  che  sono  queste  le  uniche  congruenze  normali  cicliche. 
E  infatti  se  nelle  formolo  generali  supponiamo 


a  = 

IT  ' 

risulta 

Pl- 

3  log  Ve 

jiaj        3IogVS 

llh 

""3;,"      ' 

1  2  1  -        3» 

onde  le 

(19) 

diventano 

3.0g»,| 
Su 

3  log  oos  |- 

3  log  V'G 
3  log  VE 

3d 

35 

e,  cangiando  i  parametri  m,  v,  si  può  fare  senz'  altro 
VÈ=cos|  ,    VG=sen|. 
Ora  le  linee  H,  v,  che  danno  all'  elemento  lineare  sferico  la  forma 


■©" 


sono  appunto  le  immagini  delle  Unee  di  curvatura  di  una  superficie  pseudo- 
sferica, come  risulta  dal  teorema  C)  n.  133,  pag.  239.  Dunque  :  Le  superficie, 
le  cui  normali  formano  una  congruenza  cìclica,  senio  tutte  e  sole  quelle  che 
hanno  a  comune  colle  superficie  pseadosferiche  le  immagini  ddle  Unee  di 
curvatura. 

Si  osserverà  poi  che  tanto  le  supeì-ficie  ortogonali  ai  circoli,  come  l'in- 
viluppo dei  piani  di  questi  circoh,  appartengono  nuovamente  alla  classe 
stessa. 

187.  Ritorniamo  ora  ai  sistemi  ciclici  generali  (n.  184).  Essendo  t  una 
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soluzione  qualunque  dell'equazione  (18),  le  forinole 

/  ^  =  i;  -|-  P  <^os  a  X  +  f'  sen  a  (Xi  cos  (  +  ^a  aen  t) 
(21)  I  vj  =  2/  +  p  cos  a  Y  ^-  p  sen  a  (Yi  cos  (  +  Ya  sen  () 

\  j;  =  s  -f-  [>  cos  3  Z  +  p  sen  a  (Zi  cos  i  -j-  ^a  sen  t) 

danno  le  superficie  ortogonali  ai  circoli. 

Ora  indichiamo  con  w  la  costante  arbitraria,  che  entva  in  i,  e  riguar- 
diamo le  coordinate  e,  vj,  C  di  un  punto  dello  spazio  comu  funzioni  delle 
tre  variabili  u,  v,  io.  Derivando  le  (21),  coli' osservare  le  formole  già  sopra 
usate  (pag.  265),  troviamo: 


(21») 


dOTO  ponendo 

'   ,         3f  Wi         "  f.   I    2\       ,     Scosti    112) 

L  =  3;-vEtang-sen(^<+2J.p  +  iq:^^„J2|? 

(22) 

,.       3?    I     /a      1    '  A       B^  2  coso     12 

(  "=s  +  ^''  »'  2  ™  (,'- 2J  p-ri^is^ìi!''' 

si  ha 

/  A  =  (cos  o  -f-  1)  L  ,     B  =  cos  (  sen  3  L  ,     C  =  sen  f  sen  a  L 

\  A'  =  (cos  (3  —  1}  M  ,     B'  =  cos  (  sen  0  M  ,     C  =  sen  (  sen  a  M 

/  Si        „  Si 

I  a  =  -  p  sen  r  sen  o  i—  ,      B  =  p  cos  i  sen  a  ^~  . 

'  dw  dw 

Da  queste  formole  risultano  le  altre 


3S 
3» 

=  AX  +  BX, 

+  CX, 

34 
3»^ 

=  A'X  +  B'Xi 

+  C'X> 

35  ^ 

=  aX,  +pX 

2©-=4cos.fL..2(|) 

v^ScY       ,       ,     /3(Y 

-i  3.,  3b  •    ^  3i.  a»  '    ^dii: 
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DETEBUINAZIOHE  TELLB  IMMASIKI  SFBEICHE  DI  UNA  CONOEUENZA  CICLICA        ÓÓb 

Ne  segue  nuovamente  il  teorema  di  Ribaucour: 

Le  superficie  u=CQst*',  v=cosi^%  w^cosff'  formano  un  sistema  triplo 


Inoltre  per  la  forma   dell'elemento  lineare  ds  =  y  di^  -\-  dif  -\-  W^^ 
dello  spazio  otteniamo: 

(23)    ds^  =  4  cos^  -^  L*  dti^  +  4  sen^  -^  W^  dv^  +  [.^  sen^  "^  (  a  "-  )  '^^^  " 

188.  La  ricerca  dei  sistemi  ciclici  si  può  decomporre  in  due  problemi 


1.°  Trovare  tutti  i  sistemi  di  linee  sferiche  u,  v,  che  sono  immagini 
delle  sviluppabili  di  una  congruenza  ciclica. 

2.°  Costruire  le  congruenze  con  assegnata  immagine  sferica  delle 
sviluppabili. 

Il  secondo  problema  è  già  stato  trattato  al  n.  148,  e.  X;  esso  si  riduce, 
come  si  è  visto,  alla  integrazione  della  equazione  (15)  di  Laplace. 
Quanto  al  primo  possiamo  risolverlo  completamente,  facendo  uso  del 


i  le  congruenze  dcUche,  che  hanno  a  comune  l'immagine  sferica  delle 
ibili,  se  ne  possono  sempre  scegliere  infinite,  i  cui  cìrcoli  corrispou' 
denti  passino  per  un  punto  fisso  dello  spazio. 

Essendo  infatti  fissate  le  linee  sferiche  u,  i;  indichiamo  con  ìq  una 
soluzione  particolare  qualunque  della  (18),  corrispondente  al  valore  w»  di  tv. 
Determiniamo  p  dalle  due  equazioni  simultanee 


L  =  0  ,     M  ^  0  , 


'=45SÌ  =  VE%- 


2j        coso+l 


le  quali,  per  le  formole  ai  n.  184,  soddisfano  alla  condizione  d'integrabilità 
e  danno  per  p  una  soluzione  della  (15).  Nel  corrispondente  sistema  ciclico 
avremo,  a  causa  delle  (21*)  i 

y  =  o   ,      =3  =  0   ,       ^i  =  o  ) 

ÓU  àil  ali  I 

3£  A      s-i^n      3:_A  r"" 


onde  la   superficie  w  =  iva  si  riduce   ad  un  punto  (So,  rjo,  Co),  pd   quale 
vengono  a  passare  tutti  i  circoli  del  sistema  ciclico. 
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Per  determinare  le  immagini  sferiche  delle  sviluppabili  (ìi  tutte  le 
congruenze  cicliche  otteniamo  dunque  la  costruzione  seguente  : 

Prendasi  una  superficie  S  arbitraria  e  per  un  punto  fisso  0  dello 
spazio  si  conducano  i  circ(M  normcdi  ad  S.  Questi  costituiscono  un  sistema 
ciclico  (*)  e  le  immagini  sferiche  delle  sviluppabili  della  congruenza  dei  loro 
assi  danno  le  linee  plii  gmeraìi  richieste. 


{*)  Con  un'  inversione  per  raggi  vettori  reciproci  rispetto  al  punto  fisso  0  questo 
BÌBt«ma  di  circoli  si  cangia  uel  sistema  deile  normali  alla  superficie  trasformata. 
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Capitolo  XIV. 


Le  superficie  d'area  minila. 


tenno  storico  —  Forinole  di  \\cicr^tn'ìs  ^  Supeificie  minime  algebriclie  —  Super- 
ficie doppie  —  Dcformaaiom  dallo  buperfloio  minime  per  le  c[ua]i  si  conservano  ad  area 
minima  —  Superficie  mmiiiiB  asoociate  —  Snporfic  e  coniugate  in  applicali ilità  —  Super- 
ficie minima  a  linee  di  l'urvatui  i  piane  —  S  :perlicie  minime  applicabili  sopra  superficie 
di  rotazione  —  Elicoidi  ad  irea  minima  —  Pormole  di  Schwarz  —  Risoluzione  del 
problema  di  costruirò  una  superficie  minima  assegnata  olie  ne  sia  una  striscia  —  Casi 
particola!!  —  Criterio  per  neonosceie  se  una  supeiftcia  può  deformarsi  per  flessione 
in  uni  superficie  minimi 

1S9  Li  ttìoiia  delle  supeiheie  d'area  inmima  forma  oggidì  uno  dei 
cipitoli  più  completi  ed  estesi  della  geometiia  differenziale.  Le  sue  niol- 
teplioi  relazioni  colli  teoiia  delle  funzioni  di  variabile  compleasa  e  col 
calcolo  delle  vanaziom  danno  a  questo  studio  un  grande  interesse.  I  li- 
miti imposti  a!  pi  esente  trattato  non  li  consentono  che  di  far  conoscere 
i  risultati  principali  della  teoria;  il  lettore,  che  desidera  approfondire 
l'argomento,  ne  troverà  nelle  belle  lezioni  di  Davboux  un'  esposizione 
completa.  Ivi  pure  e  nella  memoria  di  Beltrami  (*)  troverà  le  notizie 
storiche  relative  allo  sviluppo  di  questa  teoria.  Pel  nostro  scopo  ci  at- 
terremo specialmente  alla  breve  esposizione  data  da  Schwarz  nelle  Mi- 
scellen  aus  dem  Geòiete  der  Minimalfiàchen. 

I  principi!  della  teoria  delle  superficie  minime  rimontano  alla  celebre 
memoria  di  Lagrange,  ove  sono  posti  i  fondamenti  del  caicolo  delle  va- 
riazioni (**).  Consideriamo  un  contorno  chiuso  C  ed  una  superficie  S  ter- 
minata a  questo  contomo  ;  la  S  dicesi  ad  area  minima,  se  essa  ha  la 
più  piccola  area  rispetto  a  tutte  le  superficie  infinitamente  vicine  termi- 
nate al  medesimo   contorno  C. 

Se  l'equazione  ordinaria  della  S  è 

z  =  s{x,y)  , 


(*)  Sulla  proprietà  generali  delle  sti^ei'Jieie  ad  area  mmirna  (Memorie  dell'Acca- 
demia di  Bologna,  t.  VII,  1868). 

(**)  MiBeellanea  Taurinenaia,  t.  Il,  1760-61. 
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l'area  di  S  è  ditta  dall'integrale  doppio 

e  basta  applicare   i   priBcipii   del   calcolo   delle   variazioni   per  ottenere 
l'equazione  a  derivate  parziali  per  z: 


Wi+y'  +  s''      ^Wi+jJ^+s 


(1)  (li-s')r-2j,}5+(l+rtf  =  0. 

L'interpretazione  geometrica  della  (1)  è  stata  data  da  Meusmer  (1776), 
il  quale  osservò  clie  essa  esprime  la  proprietà  della  S  di  avere  in  ogni 
punto  i  raggi  principali  di  curvatura  eguali  e  di  segno  contrario.  A  tutte 
le  superficie,  che  soddisfano  a  quest'ultima  condizione,  si  dà  il  nome  di 
superficie  d' area  minima  o  superficie  minime.  La  denominazione  è  in 
effetto  giustificata  da  ciò  che  a  ciascuna  di  esse,  per  un  contomo  con- 
venientemente scelto,  compete  la  proprietà  di  minimo  da  cui  siamo  partiti. 

A  Meusmer  è  pure  dovuta  la  scoperta  delle  due  prime  superficie 
d'area  minima  che  si  conobbero  e  cioè  del  catenoide  e  dell'elicoide  rigata; 
esse  si  ottengono  immediatamente,  cercando  le  soluzioni  della  (1)  della 
forma 


=  f(»'  +  y")    o    ^  =  /'(f)- 


190.  Monge  fu  il  primo  a  dare  l'integrale  completo  della  (1)  (1784); 
ma  la  forma  poco  appropriata  alle  applicazioni,  sotto  cui  le  equazioni 
integrali  eran  date,  per  lungo  tempo  non  permise  di  conoscere  altre  su- 
perficie minime  reali  oltre  le  due  citate  di  Meusnier.  Nel  1834  Scherk 
trovò  le  superficie  minime  elicoidali  e  la  superficie  di  traslazione  (*) 

£  =  —  { log  cos  {a  x)  —  log  cos  {ay)\  . 

I  progressi  più  importanti  delia  nostra  teoria  datano  di  poi  dalla 
pubblicazione  dei  lavori  di  0.  Bonnet  (1853-60),  il  quale  riconobbe  la 
proprietà  fondamentale  delle  superficie  minime  che  la  loro  rappresenta- 
zione sferica  è  una  rappresentazione  conforme,  e  diede  le  equazioni  in- 


(*)  Questa  notevole  tìuperficie  minima  si  trova  subito,  coi'cando  le  soluzioni  della 
(1)  della  forma 
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PORHOLÉ   Di   WBIEHaTEiSa  àÒ\} 

tegrali  sotto  una  forma,  cLe  permetteva  di  ottenere  tutte  le  superficie 
mìnime  reali  e  infinite  superficie  minime  algebriche. 

Nel  1866  comparvero  le  importanti  memorie  di  Weierstrass,  ove  le 
formole  di  Moiige  vengono  poste  sotto  una  forma  semplice  ed  elegante, 
che  permette  di  risolvere  varie  questioni  fondamentali.  In  queste  memorie 
vengono  pure  enunciati  importanti  risultati  relativi  al  così  detto  problema 
di  Plateau  (vedi  capitolo  seguente).  Questo  celebre  problema  è  pure  trat- 
tato in  una  memoria  postuma  di  Riemann  e  in  una  serie  dì  importan- 
tissimi lavori  di  Schwarz,  ora  raccolti  nel  primo  volume  delle  opere  di 
questo  geometra. 

In  un  altro  ordine  di  ricerche  ci  restano  da  menzionare  fra  le  più 
importanti  pubblicazioni  sull'  argomento  quelle  di  Lie  {*)  (1877-78),  il 
quale  si  è  occupato  specialmente  delle  superficie  minime  algebricbe. 

191.  Cominciamo  dallo  stabibre  le  formole  di  Weierstrass  fondandoci 
sul  risultato  del  n.  134,  e.  IX,  secondo  il  quale  ad  ogni  forma  isoterma 
dell'  elemento  lineare  sferico  corrisponde  una  superficie  minima,  che  si 
ottiene  per  quadrature. 

Sia  (m,  v)  un  sistema  ortogonale  isotermo  sulla  sfera  e  indichiamo  con 

(2)  ds'==--  idu^-\-dv'') 

la  forma  dell'  elemento  lineare.  Note  le  coordinate  S,  Y,  Z  di  un  punto 
della  sfera  in  funzione  di  u,  v,  si  avranno  per  quadrature  le  coordinate  a;,  y,  z 
del  punto  corrispondente  della  superficie  minima  S  dalle  formole 

iix  ^n  [^  du  —  T"  '*"  ) 

/3Y    ,  3Y  ,\ 

(3)  H^  =  '■^  i^si^  '^^  "   9^  '^V 

[   ,  /3Z   ,       az  ,  \ 

■i    «2  =  ra   (  X—  ctM  —  -IT-  dv\  , 

indi  per  l' elemento  lineare  di  S  si  avrà 

(4)  ds^  =  n  {du^  +  dv") 
e  i  raggi  principali  di  ciu-vatura  di  S  saranno 

Riferiamo  ora  la  sfera  nel  solito  modo  ai  meridiani  ed  ai  paralleli, 
ponendo 

X  ^^  sen  9  cos  w  ,     Y  =  sen  0  sen  m  ,     Z  =  cos  9 

(*)  Archiv  for  Mathematik  og  Natuividenskab  t.  II  e  III.  Mathematische  Annalen, 
t,  XIV. 
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e  introduciamo  la  variabile  complessa  r  sulla  sfera  (o  sul  piano  dell'e- 
quatore) : 

insieme  colla  coniugata 

To  =  cot  |-  e  ^  *  "'  (Cf.  n.  43,  e.  Ili) . 
Esprimendo  X,  Y,  Z  per  t,  to,  abbiamo 
(5)  X  =  -iÌI"-  ,  Y  =  i  ^"-  ,    Z  =  '-^J 

e  per  l'elemento  lineare  sferico  ds' : 

,„^  ,  ,„        i  d%  (ifto 

(")  ''«'  =  ;;;;+]).■ 

Ora  la  variabile  complessa 


è  una  funzione  di  t  ovvero  della  coniugata  io,  ma  l'un  caso  non  diffe- 
risce essenzialmente  dall'  altro  e  potremo  per  ciò  supporre  ^  funzione  di  t, 
indi  Co  di  To.  La  (2) 

,           1    da   dao 
ds^  = -—   dx  d^o , 


confrontata  colla  (6),  dà  quindi 


(t  to  -|~  1)^   (?o  da^^ 
4  dx  dxo 


e  la  (4)  diventa 


Ora  esprimiamo  le  (8)  per  t,  to,  osservando  che  per  una  funzione  qua- 
lunque <ì>  (if,  v),  considerata  come  funzione  di  t,  to,  si  hanno  le  formole 

/  rfa    (^do    M    3*         i    3*\  _  (fo   9* 
\   dz    c^to   V2    9w         2    dvj         dz   3to 

I  ^  rfoo    /J^  3*  _  ^  3^\  _  ^  3* 
\   dt    dio   \2    du         2    dv J        d^o    dv   ' 
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FOBHOLE    DI    WBIBRSTKASS  341 

e  otterremo  : 

(6.)    lii,=i(i+,.)(j)'*-|(i+«(gy*. 

Ora  ponendo 

e  introducendo  il  simbolo  E,  ip  per  indicare  la  parte  reale  di  una  quantità 
complessa  t}i,  avremo  le  formole 

(7)  ^=K/(l-r»)F(.)A,  !,=K/!(l+.>)F(t)*,  2=K/2tF(t)*, 

nelle  quali  gii  integrali  dei   secondi  membri   s'intendono  presi  lungo  lo 
stesso  cammino  curvilineo  sul  piano  complesso  t. 

Sono  queste  le  formolo  di  Weierstrass.  Viceversa  si  vede  subito  che, 
presa  per  F  (t)  una  funzione  della  variabile  complessa  r,  le  (7)  danno 
per  quadrature  una  corrispondente  superficie  minima  S.  L'elemento  lineare 
della  S  ed  il  raggio  principale  di  curvatura  (positivo)  )'a  sono  dati  dalle 
formole 

(8)  rfs>  =  (tTo  +  1)»  F  (t)  Fo  (to)  di  dx» 

(9)  n  =  ^+-^-'-'  v'FlTyf7(.o)  . 

Le  linee  di  curvatura  u,  v  si  ottengono  poi,  eguagliando  a  costanti 
la  parte  reale  ed  il  coefficiente  dell'immaginario  dell'integrale 

esse  hanno  cioè  per  equazioni 

(10)  R  /"vPW  dt  =  cost"  ,     R   fi  v'FT^)  dt  =  cost'" . 

192.  Alle  formole  (7)  di  Weierstrass  si  può  dare  un'altra  forma  molto 
utile  specialmente  per  la  ricerca  delle  superficie  minime  algebriche.  Con- 
sideriamo per  ciò  la  F  (i)  come  la  derivata  terza  'f'"  (t)  di  una  funzione 
'f  (t),  che  resterà  essa  stessa  arbitraria,  e  le  (7),  liberate  da  ogni  segno 
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di  quadratura,  diventeraiiDO  : 

1  X  =  E  [d  -  T>)  f  (r)  +  2   t  9'  (t)  -  2  f  Wj 

(11)  s  =  E  [i(l+t>)  f  W  -2«>p'  (.)-2i?(r)j 

I  «  =  E  [^2  .  f"  W  -  2  f'  h]  . 

Ora,  se  si  suppone  che  <p  (t)  sia  una  funzione  algeh'ica  di  t,  è  chiaro 
che  queste  formole  ci  definiscono  una  superficie  minima,  algebrica.  Ma  è 
importante  osservare  che  inversamente  ogni  superficie  minima  algebrica 
si  ottiene  in  questo  modo.  Weierstrass  dimostra  la  proprietà  enunciata 
come  segue.  Sia 

w  =  u-\-i  v  =  f  {x-^-i  y) 

una  funzione  della  variabile  complessa  ■x-\-i  y;  allora  se  in  un  determinato 
campo  sussiste  una  reiasione  algebrica  fra  x,y  e  la  parte  reale  u  di  w 
sarà  w  funzione  algebrica  di  x-j-i  y. 

Nell'intorno  di  un  punto,  che  per  semplicità  situiamo  in  a:^0,  y^O, 
sia  w  sviluppato  in  serie  di  Taylor 

w  =  ao  -\-ih  +  {ax-\-ibi)  {x-\-iy)-{^  {ffls+«6s)  {x^-iy)^-^ .... , 
essendo  le  «  e  le  &  costanti  reali,  e  sia  r  il  raggio  del  cerchio  di  conver- 
genza ;  avremo  «  sviluppata  per  potenze  di  x,  y  colla  formola 

(12)  M  =  «0  +  ^  («i+i  h)  {x^i y)  +  I  («3+i h)  {x^i yY  +  .... 

+  i  («i-i  6i)  [x- iy)^^  (a2-i h)  (x-i y^-r .... 
Per  ipotosi  si  ha 
(19)  9(«I„)  =  0 

essend]  Ij  funzione  jazionale  interi  Ai  a    ì   y 

Sviluppa  ido  quest  ultimi  relazione  pei  jotenze  di  e  y  i  coefficienti 
di  ogni  bing  lo  teimme  saranno  identtcìmente  nulli  e  i  morranno  nulli 
&e  m  luogo  di  j  y  poniamo  quantità  tomple^se  r  /  purché  dopo  la  sosti- 
tuzione lo  sviluppo  iimanga  conveigente  Ola  fei  il  mo  lo  di  convergenza 
delie  sene  di  potenze  ciò  avv  ene  certamente  delli  sene  (12)  per  m  se  i 
modih  il  X    y  rimangono  inlenon  a—     Poniamo  alunque 

-—    +  "/      r_i±li 

■^-        2  ^-      2i 

dopo  di  che  la  (12)  diventa 

M  =:  «0  +  ■^-  (w — m;o)  ,     Wd  =^  a<, -\- i  ho 

e  la  (13)  si  cangia  in  una  relazione  algebrica  fra  tv  e  x-\-iy  e.  d.  d. 
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ì  premesso,  se  si  suppone  che  la  superfìcie  minimii  deiìnita  dalle  (11) 
ffebrica,  fra  le  quantità 

X  t--|-  To  Y  l^  To 

,  -i  delle  quantità  ic,  y,  z  sussisteranno  relazioni  algebriche  e  pel 

teorema  dimostrato  ciascuna  delle  tre  funzioni 

A(T)  =  (l-f)./(,)  +  2r.f'(r)-2.,  (,) 

/i  W  =  i  (l+t")  f-  (t)  -  2it  9'  (t)  -  2i5  (,) 

A(i)=2t/(,)^2f'(T) 

sarà  quindi  funzione  algebrica  di  t  e  però  anche 

-j-  (t'-i)  A  w  -  i  (t'+i)  A  W  -  I  =  /■.  W  =  ?  W 

sarà  funzione  algebrica  di  t. 

Abbiamo  dunque  il  risultato  t 

Tutte  le  superficie  minime  algebriche  si  ottengono  dalle  (li),  poìiendovi 
per  9  (t)  una  funzione  algebrica  di  x. 

193.  Le  formolo  (7)  o  (11)  di  Weierstraas  stabiliscono  nel  modo  più 
semplice  il  legame  fra  le  funzioni  di  variabile  complessa  e  le  superficie 
minime,  dimostrando  che  ad  ogni  funzione  F  (x)  di  variabile  complessa 
corrisponde  una  superficie  minima  determinata,  a  meno  di  una  traslazione 
nello  spazio.  Però,  conte  ora  si  vedrà,  ad  una  medesima  superfìcie  minima 
corrispondono  in  generale  due  diverse  forme  della  funzione  P  (i). 

Osserviamo  prima  un  semplice  teorema,  che  risulta  subito  dalla  forma 
lineare  delle  (7)  rapporto  a  F  (t).  Sostituiamo  nelle  (7)  per  F  (t)  succes- 
sivamente due  funzioni  ^i  (t),  vì  (i)  indi  la  funzione 

i  costanti)  . 

Avremo  il  risultato  osservato  da  Woierstrass  ; 

Se  fra  i  punti  di  due  mperficìe  minime  S,  S'  si  stabilisce  una  corri- 
spondenza al  modo  di  Gauss,  colla  legge  di  parallelismo  delle  normali  in 
due  punti  P,  P'  corrispondenti,  e  su  eiascun  segmento  PV  si  sceglie  un 

punto  M  che  lo  divida  nel  ra^orto  costante  —  ,  U  luogo  del  punto  ÌS.  sarà 

uìia  nuova  superficie  minima,  che  corrisponderà  alle  S,  S'  per  farallelismo 
delle  normali. 

Esaminiamo  ora  la  questione  sopra  indicata,  se  ad  una  medesima  su- 
perficie minima  corrispondono  una  o  piti  forme  per  la  F  (t).  Siano  F  fx),  /  (t) 
due  funzioni  di  t  die  danno  luogo  a  due  superficie  minime  coincidenti  e 
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siano  T,  i'  ì  valori  degli  argomenti  per  F,  f  che  corrispondono  al  mecle- 
simo  punto  della  superficie.  La  direzione  della  normale  coiTÌspon dente  a  t 
0  coincide  con  quella  della  normale  corrispondente  a  t!  o  coli'  opposta  e 
in  conseguenza  si  ha 


1 


nel   secondo,  come  risulta  subito   dall' osservare  che,  per  le  (b),  X,  Y,  Z 

cangiano  di  segno  mutando  t  in .  Nella  prima  ipotesi  le  formolo 

(7)  di  Weiersfcrass  danno 

f(v)  =  ¥  (t) 
e  nella  2.' 

ovvero 

Si  vede  adunque  che  le  due  funzioni  in  generale  diverse 

danno,  sostituite  nelle  fomiole  di  Weierstrass,  la  medesima  superficie  mi- 
nima, giacche  i  differenziali  delle  coordinate  risultano  nei  due  casi  gii  stessi. 
Particolarmente  interessante  è  il  caso  in  cui  le  due  funzioni 


FW,    -ÌF.(-i) 


coincidano;  allora,  per  quanto  precede,  la  regione  della  superfìcie  nel- 
l'intorno del  punto o  è  congruente  per  traslazione  con  quella  del- 
l'intorno di  t:  o  coincide  assolutamente  con  questa.  Nel  1."  caso  la  superficie, 
ammettendo  una  traslazione  in  sé  medesima,  è  di  necessità  periodica,  quindi 


(*)  Essendo  f(-!)  una  funzione  analitica  dì  t,  definita  ininialtoente  da  una  serie 
di  potenze,  convergente  entro  un  eerto  cerchio,  denotiamo  eoa  fo  (t)  la  funzione  ana- 
lìtìea  definita  dalla  serie  che  si  ottiene,  cangiando  nella  primitiva  i  eoeffldenti  nei 
loro  coniugati,  serie  che  ha  il  medesimo  cerchio  di  convergenza.  I.a  relasione  fra  /^(t), 
/Ì,(t)  è  indipendente  dalla  serie  iniziale  scelta. 
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trascendente  ;  ciò  sarà  p.  e.  aenz'  altro  escluso  se  la  superficie  è  algebrica. 
Nel  2."  caso,  segnando  sulla  sfera   rappresentativa  un  cammino  cLe  dal 

punto  T  conduca  ai  punto  diametralmente  opposto  ^  —  ,  il  cammino  corri- 
spondente sulla  superficie  parte  da  un  punto  P  di  questa  e  vi  ritorna,  ma 
al  ritorno  il  senso  della  normale  si  è  cambiato  con  continuità  nell'  op- 
posto. Si  può  dunque  passare  con  continuità  sulla  superficie  da  una  faccia 
di  essa  sii'  opposta  ;  la  superfìcie  è  cioè  ad  una  sola  faccia  o,  secondo  la 
denominazione  di  Lie,  una  superficie  minima  doppia. 

Come  esempio  citeremo  la  superficie  minima  di  Henneberg,  che  cor- 
risponde al  valore  F  (t) 

■^  W  =  1  -  :ir 

ed  è  evidentemente  algebrica  e  doppia. 

È  questa  la  più  semplite  superficie  minima  doppia;  casa  è  della  5." 
classe  e  del  15."  ordine. 

194.  Ogni  superfìcie  ad  area  minima  è  suscettibile  di  una  deforma- 
zione continua,  nella  quale  si  conserva  ad  area  minima.  Per  ricercare  queste 
interessanti  deformazioni,  facciamo  uso  delle  considerazioni  seguenti.  Siano 
S,  S'  due  superficie  d'area  minima  applicabili  l'una  sull'altra;  nei  punti 
corrispondenti  la  curvatura  AeìV  una  eguaglia  la  curvatura  dell'  altra  e  però 
i  valori  assoluti  dei  corrispondenti  raggi  principali  di  curvatura  sono 
eguali.  Ne  risulta  che  le  due  immagini  sferiche  di  S,  S'  saranno  eguali 
direttamente  o  icversamente.  Ma  il  secondo  caso  si  riduce  al  primo,  can- 
giando il  senso  positivo  della  normale  ad  una  delle  due  superfìcie,  e  resta 
d'altronde  escluso,  se  dalla  configurazione  S  si  passa  alia  configurazione  S' 
per  deformazione  continua.  Possiamo  quindi  muovere  una  delle  due  super- 
ficie p.  e.  S'  nello  spazio  in  guisa  che  le  due  immagini  sferiche  si  sovrap- 
pongano e  però  i  punti  corrispondenti  di  S,  S'  siano  dati  da  uà  medesimo 
valore  di  t.  Ciò  premesso,  siano  F  (t),  f  (t)  i  corrispondenti  valori  della 
fiinzione  F  nelle  formole  di  Weierstrass.  Gli  elementi  lineari  delle  due 
superfìcie  dovendo  essere  eguah,  si  avrà  dalla  (8) 


f  (t) 


.  ftì 


e  quindi  -n~T\   sarà  una  costante  col  modulo  eguale  a  1,  Avremo  dunque 
con  a  costante   reale;  siccome   poi    la  {^)  ci  dimostra  inversamente  che 
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l'elemento  lineare  non  varia  se  si  cangia  P  (i)  in  é'^-  F  (t),  qualunque 
valore  si  attribuisca  alla  costante  reale  a.,  abbiamo  il  risultato: 

ha  deformazione  più  generale  di  una  superficie  ad  area  minima,  per 
cui  si  conserva  ad  area  minima,  si  ottiene  cangiando  nelle  formale  (7)  di 
Weierstrass  F  (t)  in  n'  "  F  (i),  con  a  costante  arbitraria  reale. 

Cosi  da  una  superficie  minima  si  ottiene  per  deformazione  continua 
una  serie  oo^  di  superficie  minime;  queste  prendono  il  nome  di  superficie 
minime  associate. 

195.  Esaminiamo  ora  più  da  vicino  le  propriefeà  di  queste  deforma- 
Kioni.  Le  equazioni  delle  lìnee  di  curvatura  per  la  S  sono 

u  =  cost'°     ,      V  ^  cost'" , 


^  =  u-{-iv=J'\/2¥(t)  di(n.ì 


91). 

Per  la  superficie  minima  associata  Sj  corrispondente  al  valore  a  del 
parametro,  le  linee  di  curvatura  hanno  quindi  le  equazioni 


ìife'K 


a-^  -\-  V  cos  -^  =  cost" 


dunque:  Alle  linee  di  curvatura  della  superficie  minima  8^  associata  aUa 
S  corrispondono  su  questa  le  traiettorie  isogonali  sotto  l'angolo  —  delle 
antiche  linee  di  curvatura. 

Particolarmente  interessante  è  il  caso  «=-5- ;  allora  le  linee  di  cur- 
vatura della  S  si  cangiano  sulla  Se  in  linee  assintotiche  e  inversamente 
le  assintotiche  di  S  nelle  linee  di  curvatura  di  Sìt_.  Due   tali   superficie 

minime  associate  si  dicono,  secondo  Bonnet,  che  per  primo  studiò  queste 
deformazioni,  superficie  coniugate  in  applicabilità. 

Indicando  con  xn,  ya,  «o  le  coordinate  dei  punti  della  superficie  coniu- 
gata in  applicabilità   colla  S,  avremo  dalie  (7),  cangiando  F  (t)  in  i  F  (t)  : 

(14)  aio=B/i(l-TOF(T}.ir,  j/o=  -R/(l+T«)F(T)rfr,  ea  =  ìij2iiF{z)d^. 

Facendo  variare  a.  con  continuità,  la  superficie  si  deformerà  con  conti- 
nuità e  indicando  con  Xg,,  y^,  £„  le  coordinate  del  punto  {x,  y,  z),  dopo  la 
deformazione,  avremo  evidentemente 

(15)  Xa  =  a;  cos  a -|- :co  sen  a  ,  i/a  =^cosa-]- i/o  sena,  3i=^coso', -^-^usena. 
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Se  SÌ  prendono  gli  integrali  nelle  (7),  (14)  fra  gli  stessi  limiti  0  e  i, 
rimarrà  fioso  durante  la  deformazione  il  punto  (0,  0,  0)  della  superficie 
e  il  piano  tangente  in  esso:  ciascun  punto  {x,  y,  z)  descriverà  durante 
la  deformazione  una  ellisse  col  centro  nel  punto  fisso. 

Se  esprimiamo,  per  mezzo  delle  (15),  che  V  elemento  lineare  della  &„ 
eguaglia  quello  della  S,  otteniamo  la  relazione 

(16)  dx  dxo  -\-  dy  di/o  +  *fe  dino  ^  0  , 

che  è  facile  verificare  direttamente.  Essa  esprime  che:  Due  supeì-ficle 
minime  conitigate  in  applicabilità  si  conH3po?idono  altresì  per  (n-togonalità 
d' elementi. 

Nello  stesso  tempo  le  due  superficie  sono  associate  nel  senso  del 
cap.  XI.  Si  osserverà  che,  corrispondentemente  a  questa  doppia  relazione 
della  superficie  minima  S  colla  coniugata  in  applicabilità,  si  avranno 
della  8  due  deformazioni  infinitesime,  nella  prima  delle  quali  S  conserva 
invariati  i  suoi  raggi  principali  di  curvatura  e  nella  seconda  le  sue  linee 
dì  curvatura  (cap.  XI). 

Si  osservi  in  fine  che  l'angolo  formato  da  due  elementi  lineari  cor- 
rispondenti della  superficie  minima  S  e  della  associata  S^  è  costante 
eguale  ad  a. 

196,  Due  superficie  minime  associate  sono  applicabili  e  godono  inoltre 
delle  due  proprietà  seguenti:  1.*  nei  punti  corrispondenti  hanno  normali 
parallele:  2.°  due  elementi  lineari  corrispondenti  formano  fia  loro  un 
angolo  costante.  Dimostriamo  inversamente  che,  se  per  due  superficie  ap- 
plicabili si  presenta  Tura  o  l'altra  delle  descritte  proprietà,  esse  sono 
necessariamente  superficie  minime  associate  (*). 

Per  dimostrare  la  prima  cosa  ricorriamo  alle  forraole  generali  di  rap- 
presentazione sferica  (cap.  V)  e  indicando  con  S,  So  le  due  superficie 
applicabili,  osserviamo  che  S,  So  hanno  per  ipotesi  la  medesima  imma- 
gine sferica,  quindi   per  la  formola  (2)  pag.  116,  si  ha 

H  (DrfM»+  2  B'du  dv+jy'dv^  =  Ea{l>o  t?M«+  2D'o  du  £?*  +  D"o  dv^), 

indicando   coli' indice  0   le  quantità  relative  a  So.  Ne  segue   subito  che 


I  superficie  minime  associate, 
Do=-).D   ,    D'o=XD'   ,    D"o  =  XD" 


(*)  Darboux  t.  I,  pag.  32(ì,  s 


y  Google 


Ha  la  condizione  K  =  Ko  dà  immediamente  { escluso  il  caso  delle 
superficie  sviluppabili  ciio  è  facile  trattare  direttamente) 

>•=  +  !; 

quindi  S,  So  sono  eguali  o  simmetriche. 

Per  dimostrare  anche  la  seconda  parte  del  teorema  enunciato,  comin- 
ciamo dal  provare  che:  Se  due  superfio'e  a^Ucafnli  si  corrispondono  al- 
tresì per  ortogonalità  d'elementi,  esse  sono  superficie  minime  coniugate  in  ap- 
plicabilità.  Ricorriamo  per  ciò  alle  fonnole  del  cap.  XI  e  precisamente 
a  quelle  del  n.  157.  Se  S,  So  sono  a  curvature  opposte,  riferiamole  alle 
loro  linee  assintotiche  ed  osserviamo  le  (13)  pag.  281.  Avendo  S,  So  eguale 
elemento  lineare,  ne  segue 


\3tiJ 


<'~^''«'si=(>-^')f'(iiy=('-^'>'' 


indi  y  =  +  1  e  però,  per  la  (12)  pag.  280,  S  è  una  superficie  minima, 
quindi  Sn  la  coniugata  in  applicabilità.  Quanto  al  caso  che  le  8,  So  siano  a 
curvatura  positiva,  resta  subito  escluso  dalle  formolo  del  n,  157,  giacché 
ne  seguirebbe 

?  =  ±1     ,       e  +  g=(). 

Dimostrato  il  teorema  in  questo  caso  particolare,  risulta  altresì  di- 
mostrato nel  caso  generale  e  invero,  se  si  suppone 

dxo ^ -{•  dì/o^  -\- dzo^  ^  dx^  +  %^ -|- dz^ 

dxn  dx-\-dtfo  dy-\-dsi)  dz  ^  coam  {dx^ -{- di/^  •{- ds') 

con  a  costante,  ponendo 

—  __^Xo^x  cos  a      — 1/D  —  y  cos  a      — zo  —  s  cos  a 

^  "~        sena  '  y-~         ggjj  r/         '    ^—        gpjj  ^         » 

ne  risultano  le  formole 

dx^  -j-  dy^  4-  d2^  ^=  dx^  -{-  dy^  -\-  dz^ 

dx  dx  -\-  dy  dij  -{•  dz  dz  =  0 . 

197.  Studiamo  ora  alcune  classi  speciali  di  superficie  minime,  comin- 
ciando da  quelle  a  linee  di  curvatura  piane.  Partiamo  dall'osservazione 
che  ogni  linea  di  curvatura  piana  di  ima  superficie  ha  per  immagine  sferica 
un  circolo  ed  inversament-i.  Per  trovare  le  superficie  con  un  sistema  di 
linee  di  curvatura  piane,  basta  dunque  scegliere  sulla  sfera  un  sistema  co^ 
di  circoli  e  trovare  le  superficie,  che  hanno  per  immagini   sferiche  delie 
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loro  linee  di  curvatura  questi  circoli  e  le  loro  traiettorie  ortogoiia.lì.  La 
corrispondente  equazione  di  Laplace  (38)  n.  73  ha  allora  nullo  uuo  degli 
invarianti  e  s'integra  completamente.  Ma  nel  caso  particolaie  delle  super- 
ficie minime  il  sistema  sferico  rappresentativo  dovendo  easeie  isotermo, 
anche  il  2.°  sistema  è  composto  di  circoli  (n.  91). 

Ne  risulta  che  anche  le  linee  di  curvatura  del  2."  sistema  sono  neces- 
sariamente piane.  Secondo  il  risultato  del  n.  44,  pag  81,  i  «isteni]  doppi 
ortogonali  ài  circoli  sulla  sfera  si  ottengono  intersecando  la  sfeia  con 
due  fasci  di  piani,  aventi  per  assi  due  rette  polari  reciproche  rispetto  alla 
sfera.  Cominciamo  dallo  studiare  il  caso  limite,  in  cui  queste  due  rette  sono 
tangenti  coniugate  (ortogonali)  della  sfera.  Se  riprendiamo  le  nostre  for- 
molo (5)  pag.  340,  e  poniamo 


«=-|-p^+l   '  a^-f  p^+1   '  a^+p^+1  ' 

vediamo  che  le  linee  a,  p  sono  appunto  i  circoli  di  intersezione  della  sfera 
coi  piani  dei  due  fasci 

X  +  a  (,-1)  =  0 

,J  +  f  (2-1)  =  0  , 

i  cui  assi  sono  le  tangenti  alla  sfera  condotte  pel  punto  (0,  0,  1)  paral- 
lelamente agii  assi  Oy,  Ox,  Volendo  la  superficie  minima  corrispondente, 
dovremo  dunque  porre  nelle  formole  (7)  di  Weierstrass  F  {t)  eguale  a 
una  costante  reale.  Il  valore  di  questa  costante  influisce  solo  sulla  gran- 
dezza della  superficie  e  ponendo 

F  (t)  =  3  , 

avremo  per  la  superficie  corrispondente 

j,  =  p3„3p_3„..p 

z  =  S  (a^-p^). 

Questa  singolare  superficie  minima  è  stata  trovata  da  Enneper.  Essa 
è  del  9,"  ordine;  le  sue  linee  di  curvatura  sono  cubiche  piane  di  genere 
zero  0  le  sue  linee  assintotiche 

a— p^^cost'"  ,     a-]-p  =;coat"' 
cubiche  gobbe. 
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198.  L'elemento  lineare  della  superficie  d'Enneper  è  dato  da 

e  si  riscontra  subito  che  le  linee  di  eguaJ  curvatura 

a»  -f  ps  =  C0St'° 

sono  geodeticamente  parallele  e  a  curvatura  geodetica  eostante,  onde  la 
superficie  è  applicabile  sopra  una  superficie  di  rotazione.  Si  verificherà 
inoltre  che  tutte  le  superficie  associate  delia  superficie  d'Enneper  coin- 
cidono di  forma  con  questa  e  se  ne  ottengono,  facendo  rotare  la  superficie 
d' Enneper  attorno  all'asse  s.  Queste  proprietà  risulteranno  del  resto,  nel 
numero  seguente,  come  casi  particolari  di  proprietà  più  generali. 

Darboux  (*)  ha  fatto  conoscere  una  singolare  generazione  della  su- 
perficie d'Enneper,  come  inviluppo  di  piani,  che  andiamo  brevemente  a 
indicare.  La  distanza  del  piano  tangente  alla  superficie  d'Enneper  (17) 
dail' origine  è  data  da 

a»  -f-  [1*  i-  i 

e  però  l'equazione  di  questo  piano  si  scrive 

(18)       2  .  a;  +  2  p  y  +  («HP'-!)  «  +  3  if'-a')  +  p>-«'  =  0 . 

Consideriamo  ora  le  due  parabole  focali  l'uiia  dell'altra,  definite 
dalle  formole 


x  =  0    ,     ;/=-4p,    2=  -2^p2+l; 

se  si  congiunge  un  punto  arbitrario  dell'una  con  un  punto  arbitrario  del- 
l'altra  e  pel  punto  medio  della  congiungente  si  conduce  il  piano  normale 
a  questa  congiungente  si  ottiene  appunto  il  piano  (18).  Ne  segue: 

La  superfìcie  d' Enn^er  è  VinvUu^o  dei  piani  normaii  nel  punto  di 
mezzo  delle  corde,  che  nniseono  i  punti  di  una  parabola  coi  punti  deUa 
parabola  focale. 

199.  Eesta  ora  che  diamo  le  equazioni  di  quelle  superficie  minime  a 
linee  di  curvatura  piane,  che  hanno  per  immagini  di  queste  linee  due  fasci 
di  circoli  sulla  sfera,  i  cui  assi  sono  rette  reciproche  r,  r'  non  tangenti 
alla  sfera. 

Prendiamo  per  semplicità  per  asse  delle  z  la  normale  comune  a  r,r' 
e  gli  assi  Ox,  Oy  paralleli  rispettivamente  a  *-,  r'.  Supponiamo  per  fissare 
le  idee  che  la  r  sìa  estema  alla  sfera,  quindi  r"  interna;  allora  le  coordinate 

(*)  IiEgoNS,  t.  I,  pag.  3J8. 
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dei  punti  ove  r,  r",  incontrano  l'asse  z  saranno 

(0,0,  -1-)  ,  (0,0,»), 

essendo  «  una  costante  <'  1.  Le  equazioni  dei  due  fasci  di  circoli  sì  scri- 
vono allora 

essendo  X,  [j.  i  parametri  dei  due  fasci.  Ora  introduciamo  due  nuovi   pa- 
rametri n,  V  ponendo 

e  per  le  espressioni  di  5,  T,  Z  in  funzione  di  u,  v  troveremo 


(19)  X  = 


cosli  w-j-»  cosm'  coshi;-|-«  cosj(  '  cosli  i)-|-(r.  cosm 

L'elemento  lineare  sferico 

ds'^  =  dX^  -f  dY'  +  dZ^ , 
espresso  pei  parametri  u,  v,  prende  la  forma 


d^*  = 


(coshu-j-fflcos  w)* 


e  calcolando  per  quadrature  la  corrispondente  superficie  minima  dalle  (3) 
n.  19J,  troviamo  le  formole 

('  a;  =  «  M  4"  sen  u  cosh  v 

J21)  \  if  =  V  -\-  a  cos  u  senh  v 

\  z  ^  \/l — <^*  cosM  cosh  V  . 

Per  a=0  si  !ia  il  catenoide  ;  per  a  diverso  da  zero  !a  sezione  della 
superficie  col  piano  xy  consta  d'infinite  catenarie  eguaii  colle  direttrici 
parallele  all'asse  Oif. 

200.  Risolviamo  ora  il  problema  di  trovare  tutte  le  superfìcie  minime 
applicabili  sopra  superficie  di  rotazione.  Facciamo  percib  uso  delle  con- 
siderazioni seguenti  dovute  a  Schwarz.  Sia  S  una  superficie  minima  ap- 
plicabile sopra  una  superficie  di  rotazione;  essa  ammette  una  defonnazione 
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continua  in  se  stessa,  in  particolare  una  deformazione  infinitesima,  nella 
quale  le  linee  L  deformate  dei  paralleli  scorrono  sopra  se  atesse.  L'im- 
magine sferica  di  8  resta  congruente  a  sé  medesima  (n.  194)  e,  durante 
la  detta  deformazione,  subisce  una  rotazione  infinitesima  attorno  a  un  dia- 
metro della  sfera.  Se  ne  deduce  che  le  immagini  sferiche  delle  L  sono 
circoli  in  piani  perpendicolari  all'  asse  di  rotazione  ed  anche  per  una  de- 
formazione finita  di  S  in  sé  medesima  la  sua  immagine  sferica  ruoterà 
attorno  allo  stesso  asse  (*).  Prendiamo  questo  aase  per  asse  z;  una  ro- 
tazione attorno  ad  esso  equivale  a  cangiare  r  in  e'"  t,  essendo  a  l' ampiezza 
della  rotazione  e  poiché 

ds^  =  (t  To  +  1)^  F  (i)  Fo  (to)  d-^  (ivo 

non  deve  variare  per  questo  cangiamento,  risulterà 

mod  F  (t)  =  mod  f  (t  e'«) , 
cioè 

(t.)      F(r.»)=,<?P(,), 

con  p  costante  reale.  Derivando  logaritmicamente,  si  ottiene 

^'^^  Ff-c.'")        'F(r)' 

F'  (i) 
la  funzione  i:  -^jt  essendo  quindi  costante  lungo  ogni  circolo  nel  piano 

complesso  z  col  centro  in  t=0   è  necessariamente  una  costante. 

Si  ha  dunque 

F'  (t)         k 

^  =  -,     FW  =  (!,., 

dove  C,  k  sono  due  costanti,  delle  quali  la  seconda  reale  a  causa  della  (a). 
Ne  concludiamo: 

Le  superficie  minime  applicabili  sopra  superficie  di  rotazione  si  otten- 
gono  dalle  formale  (7)  di  Weierstrass,  ponendo 

p  (t)  =  C  T* , 

dove  k  è  una  costante  reale  e  0  una  costante  gualunque. 


(*)  Se  restasse  qualche  dnbbio  riguardo  alla  esatteaaa  di  questa  conci  isione  bì 
consideii  invece  una  defonnaaioTie  fin  ta  di  "^  in  ^e  n  edesima  esani  ampiezza  della 
rotazione  sfenta  coir  spondente  a  var  en  con  cont  nuita  al  variare  oont  nuo  della  de- 
foimazionp  e  potremo  qu  nd  scoKlicro  ona  tale  delormaz  one  elio  san  r'ippoito  m- 
\i  ùlik  co-i  ^f    Si  pio  eda  allora  come  nel  testo  e  m  otterrà  la  tormola  (6) 

noo  foi^e  coitìnte  a  ì,  ripreiid(,rcÌ)bQ  ju  udì  nell  infoino  di  cgm  punto  del  piano  infi- 
nite volte  lo  '5tes  j  viloie   il  clie  e  isfuido 


Bfessa   ove  o.  ivia  un  viloie  tasso  inco  nmeosmil)  le  con  27r    &e  la  t  n 
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201,  Se  sì  osserva  che  per  le  superficie  ora  trovate  si  ha 

ì  ne  deduce  che,  escluso  il  caso  A:  ^^  —  2,  risulta 
'^+1 

ì 
quindi  per  l'elemento  lineare  si  ha 

{h)     ds^=f  (m2+?>3)  (du^-\-dv^)  . 
Considerando  ora  che  per  le  superficie  associate  le  linee  di  curvatura 


1  —  —  V  sen  -^  ^^  cosi'' 


I  M  sen  -^  +  v  cos  -p-  =^  cost'^ , 
mentre  colle  sostituzioni 

Ì  a  CI. 

V  =  u  sen  -^  +  1*  eoa  — 

l'elemento  lineare  (h)  non  muta,  vediamo  che  le  superfìcie  in  considera^ 
zione  sono  identiche  di  forma  alle  loro  associate.  Queste  se  ne  ottengono, 
come  facilmente  si  vede,  facendo  rotare  la  superficie  primitiva  attorno 
all'  asse. 

Nel  caso  escluso  fc  =  —  2,  si  ottiene 

i^eWì  +  .V,    !,  =  B    iC(^i-,)    ,    2=-K|2CIogt 

e  siccome,  mutando  t  in  t  e'",  z  aumenta  di  una  costante  e  x,  y  si  can- 
giano in 

X  cos  a  —  y  sen  a  ,     x  sen  «  +  2/  <^03  a  , 
ai  vede  che  queste  superficie  sono  elicoidi,  aventi  l' asse  s  per  asse.  Ri- 
sulta altresì  dalle  nostre  considerazioni  che  esse  sono   le   uniche  super- 
ficie  minime   elicoidali,  giacche   una  tale  superficie  è   applicahile   sopra 
una  superficie  di  rotazione  e  non  coincide  di  forma  colle  sue  associate  (*). 


caagierebbe  di  linee  di   curvatura  dcfor- 
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Dunque:  he  superficie  minime  elicoidali  si  ottengono, ponendo  nelle  forinole 
di   Wderstrass  F  (t)  ^  -^  , 

Per  scrivere  esplicitamente  le   fopmole   relative  alle  elicoidi  minime, 


2 
i  moduli 


con  P,  (0  gli  argomenti  di  C  e  t,  tro- 


/  x  =  m  (cos  p  cosh  v  cos  <a  -J-  sen  ^  senh  v  sen  w) 
(22)  (  9/  =  m  (cos  p  cosh  ti  sen  w  —  sen  3  senh  v  cos  (o) 

^  ^  =  m  (w  cos  p  -j-  (u  sen  p) . 


La  superficie  corrispondente  a  p=0  è  il  catenoide  e  la 
in  applicabilità,  corrispondente  a  P  =  -^  ,  l' elicoide  rigats 
nima  (Cf.  n.  105,  e.  VH): 


i  coniugata 


i  arctg 


y 


fine  che:  L'unica  superfìcie  rigata  ad  area  minima 
è  questa  elicoide  (teorema  di  Catalan).  Infatti  in  una  tale  superficie  rigata 
le  traiettorie  ortogonali  delle  generatrici  sono  assintotiche  e  le  loro  nor- 
mali principali  coincidono  quindi  colle  generatrici  stesse.  Tale  proprietà, 
come  si  è  visto  al  n.  19,  e.  I,  è  caratteristica  appunto  della  superficie 
delle  normali  principali  dell'elica  circolare. 

202.  Alle  formolo  (7)  di  Weierstrass  si  può  dare  un'altra  forma,  che 
importa  notare.  Ponendo 

»=/(l-<>)rW,  .  =  i/(l+t>)F(t)*,  .o=/2.F(T)A, 

e  cangiando  la  variabile  complessa  r  col  porre  z  =  f  {t), 
funzioni  di  t  legate  dalla  relazione 


(23) 


(s/+(ST+(w)"=«- 


e  le  formole  di  Weierstrass  diventano 
(24)  »:  =  K(.)   ,     J/  =  K(.) 


2  =  B(«.). 
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luversamerte  :  Se  u,  v,  w  sono  funzioni  della  vaHaUle  complessa  t  legate 
daUa  relazione  (23),  U  (24)  daranno  una  sJiperfìcie  minima  ("). 

E  invero,  cangiando  convenientemente  la  variabile  t,  si  toma  alle  for- 
inole di  Weierstrass. 

Ciò  del  reato  si  verifica  anche  subito  colle  osservazioni  seguenti,  che 
possono  inversamente  servire  a  stabilire  in  modo  diretto  le  formolo  attuali. 

Scindendo  /,  u,  i\  "'  nelle  loro  parti  reali  ed  immaginarie  col  porre 


U=X-\-  i  Xl    ,      V  =^  t/  -\-  i  1/1    ,      w^=  z  -{-  i  Zi   , 
ed  osservando  le  formote 

che  per  le  (23)  danno 


/Sa^V ^  /3a:V       vi  Sa'  ^^  __  a 


"èxy 


ls^^dx^-^df-^ds^  =  k(<h^-^d^^)  ,    y.  =  ^ 


,9«V 


La  formola  di  Beltrami  (A)  n.  60,  pag.  114  dimostra  allora  che  la 
superficie  (24)  è  ad  area  minima. 

Eieordiamo  che  la  proprietà,  caratteristica  per  le  superficie  minime, 
data  dalla  formola  citata  si  enuncia;  In  ogni  superficie  minima  le  sezioni 
fatte  con  una  serie  di  piani  paralleli  appartengono  ad  un  sistema  isotermo; 
la  distanza  di  un  piano  uariahile  della  serie  da  un  piano  fisso  è  para- 
metro d' isometria. 

Sopra  ciascuno  dei  piani  complessi  u,  v,  w  abbiamo  una  rappresenta- 
zione conforme  della  superficie  (24)  ad  area  minima  e  poiché 


OQ    l 

f       1        1             oriveie 

-4-(  +    )      S--^i'+'',ì, 

'  - 1-  ("+".) 

1      I  1, 

j  ò  q    nd    rigiiardarfii  come 

una  suporficio  di  fraslaaione,  die 

x  =  ^u{t),     y  =  ^v(t),     «  =  -^-«;(i) 
e  la  sua  coniugata,  1^  questa  la  proprietà  che  serve  di  base  ai  citati  lavori  di  Lia. 
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dove  ì  ì  »ro  "^ono  1p  comugitf  di  m  e  z  51  vele  che  il  quidiit  del 
1  elemento  Imein,  itili  ■supeihc  e  eguaglia  li  &  miiomma  lei  qipdiiti 
degli  elementi  imeiii  cointpondenti  sm  piani  n  i  u  Rieminn  ne  ha 
dedotto  un  interessante  ccnieguenza  osservando  che  m  una  raj  presenta 
zione  conforme  le  aree  elementari  stanno  fra  loro  appunto  come  1  qua 
drati  degli  elementi  hneaii    Ne  risulta  il  teorema 

I  i  eì  d    uni  poi  "ione  di  superficie  mmtma  (24)  è  eguale   dì  1  0  > 
somma  ddle  aìee  cor / i&pmdenti  sm  piani  comiUssi  u  i   u 

203   Dalle  foimole  del  numero  precedente  Schwaiz  ha  deiott)  altie 
fom    le  imp  rtanti  nel  mndo  chp  incoiano  al  mirare  P  sto    ome  sopia 

u  =  x-]-Ì  xi    ,     v  =  y  -\-  iyi    ,     iv  =  S -\-  i  zi  , 
si  ha 

dx  dxi  -\-  dy  dyi  +  dz  dz\  =  0 
e  inoltre 

X  ^1  +  Y  dyi  +  Z  rf7/i  =  0 , 
onde 

dxì  :  d,yi  :  dz\=7i  dy  —  Y  dz-.^  dz  —  ZdxiYdx  —  X  dy . 

Essendo  poi 

d3?i-\-  dyì-\-  dz\  =  dx^  -]-  dy^  -\-  d^  , 
ne  segue 
cfei  =  ±  (Z  dy—Y  dz)  ,  dyi=±  (X  ds—Z  dx)  ,  dzi^±  (Y  dx—T  dy) . 

L' incertezza  del  segno  si  toglie,  ricorrendo  alle  espressioni  di  u,  v,  w 
per  X  e  alle  formole  (5)  n.  191  ;  invero  si  ha 

du=(l  — ■c^)  F  {x)  dt ,  dv=i  (1+t^)  F  (t)  dz  ,     dw=2  x  F  (r)  dx 

1  1  1 

rfs=^  -^  (diva-^-dii)) 

dx\.^-^  [dua — du)  ,    dyi^=-^  {dvu—dv)  ,    dzi^-^  {dtco^dw) 

e  se  si  forma  p,  e.  l'espressione 

Y  dx  —  X  dy  , 
si  trova  che  coincide  con  dzi.  Abbiamo  dunque  le  formole 
dxi  ^:7,dy  —  Y  dz  ,    dyi  ^^X  ds  —  Z  dx  ,    dzi  =Y  dx^X  dy  (*} , 


(*)  Esprimendo  che  Y  dx — 'Kdy  è  un  differenziale  esatto,  si  trova  nuovamente  l'è 
quszione  a  derivate  parziali  (1)  delle  superfìcie  minime  (a.  189). 
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(25)  \  V  =-^  y  -y  i  J  (;L  dz  —  Z  dx) 

(  w=^z-\-  ij (Y dx  —  X%). 

Sono  queste  le  forinole  di  Sctwarz,  che  si  applicano  nel  modo  più  ele- 
gante alla  risoluzione  del  problema  seguente:  Costruire  la  superficie  mi- 
nima,  che  passa  per  una  curva  C  data  ed  ha  lungo  di  essa  normali  as- 
segnate. 

Osserviamo  che  gli  elementi  dei  piani  tangenti  lungo  la  curva  data  C 
costituiscono  una  striscia  della  superficie  e  possiamo  enunciare  il  problema 
proposto  così:  Costruire  una  superficie  minima,  conoscendone  una  striscia. 
Questo  non  è  che  un  caso  particolare  del  problema  di  Cauchy  per  le  equa- 
zioni a  derivate  parziali  del  2.°  ordine;  nel  caso  attuale,  sotto  le  condi- 
zioni che  ora  diremo,  esso  si  risolve  per  quadrature. 

204.  Supponiamo  che  la  striscia  assegnata  sia  analitica,  cioè  lungo 
di  essa 

X,  y,  z  ;     X,  Y,  Z 

siano  funzioni  analitiche  della  variabile  reale  t,  cioè  estendibih  anche  ai 
valori  complessi  di  t.  Eseguiamo  le  quadrature  nelle  (25)  ed  estendiamo 
le  funzioni  u,  v,  w  nel  piano  complesso;  esse  saranno  costantemente  legate 
dalla  relazione 


(IT+(I)"+(^T=»' 


che  ha  luogo  lungo  l' isso  reale.  Le  (24)  ci  definiscono  quindi  una  su- 
perficie minima  la  quale,  come  subito  si  vede,  passa  per  la  curva  asse- 
gnata ed  ha  iM  1  piani  tangenti  prescritti  (*). 

Ora  è  importante  osservare  ciie  la  superficie  ad  area  minima,  definita 
da  una  sua  stiiscia,  e  unica  e  determinata.  Se  infatti  introduciamo  nuo- 
vamente la  vanabile  complessa  (n.  191) 

^   G       .         X  +  »Y 
.=.cot-..-  =  -^^-, 

mentre  il  punto  mobile  percorre  la  curva  C  assegnata,  la  sua  immagine 
sferica  ~  percorrerà  sulla  sfera  complessa  una  curva  C  perfettamente  de- 


(*)  E  infatti  per  t  reale  le  parti  reali  di  u,  v,  io  si  ridunoco  alle  e 
punti  di  0  e  i  coefficienti  degli  immaginariì  a 

/(Z  dy—Y  dz)  ,     J{X  di— 7.  dx)  ,     j"(y  dx—X  dy) . 
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teiminita  dalla  diie/Kine  pieacntta  della  normale  Lungo  C  le  (25)  danno 
u  v.  Il  3,  meno  di  oo'ìtanti  addilive  e  queste  funzioni  non  possono  quindi 
contmiAarsi  sulla  sfera  complessa  che  in  un  sol  modo  Dunque:  Una  su- 
petficte  mimma  è  vndimdimta  <ì(i  una  ma  shjscta 

Due  casi  paiticolari  di  questo  teorema  mentano  speciale  attenzione 
e  cio^ 

1  °  0(/«ì  ietta  giacente  Wjna  una  siipetfiae  mimma  è  asse  di  sim- 
metria pei   la  superficie 

E  infatti  se  si  fa  girare  di  it  intorno  a  questa  retta  la  superficie,  nella 
nuova  posizione  avrà  lungo  questa  retta  le  medesime  normali  e  coinciderà 
quindi  colla  superficie  primitiva. 

Questa  interessante  proposizione  risulta  direttamente  dalle  formole  (25), 
prendendo  la  retta  supposta  per  asse  delle  z  e  ponendo  quindi 

x=^0,       y  ^0     ,       z  =  t 
X  =  cos  a  ,    Y  =  sen  a  ,    Z  =  0 , 
ove  a  è  funzione  (analitica)  di  (.  Avremo  allora  per  le  (25) 
u^  —  ij  sen  a  dt  ,     v=^ij'  cos  a  dt  ,     10  =  1 

e  poiché  le  funzioni  w,  v  sono  puramente  immaginarie  per  t  reale,  per 
valori  coniugati  di  t  avranno  eguali  le  parti  immaginarie  ed  eguali  ma 
di  segno  contrario  le  parti  reali  ;  ne  segue  che  ad  ogni  punto  (x,  y,  z) 
situato  sulla  superficie  ne  corrisponde  uno  simmetrico  (■ — x,  —y,  z)  rispetto 
all'asse  z. 

La  seconda  conseguenza  importante  del  teorema  generale,  che  volevamo 
notare,  è  la  seguente: 

2.°  Se  un  piano  taglia  ortogonaìmmte  una  superficie  minima,  esso  è 
piano  di  simmetria  per  la  superfide. 

205,  Applichiamo  le  formole  generali  di  Schwarz  ad  alcuni  casi  par- 
ticolari. 

a)  Supponiamo  che  di  una  superficie  minima  sia  assegnata  una  linea 
geodetica  C,  Ritenendo  per  questa  curva  le  solite  notazioni  del  capitolo  I, 
porremo 

t=s  ,     X  =  cose,     Y  =  cosv5,     Z^cosC 

e  le  formole  di  Schwarz  (25)  ci  daranno 

(26)     u  =  x~{-  iJ^coB  X  ds  ,  v=:y  -]-  ij'coa  \i.ds  ,  w  =  z-}-  ij'cos  v  ds . 

Se  consideriamo  la  curva  C  cor riypond ente  della  superficie  minima 
coniugata  in  applicabilità,  avremo 

^  ^J"  cos  X  ds  ,     1/  =  ^f  coM  [i.  ds  I     ^  =^  S  '^'^^  '•'  '■'^  ■ 
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(Queste  ioiniole,  secondo  i  risultati  del  n.  20,  ci,  dimostrano  che  la  C 
ha  m  ogni  punto  la  1.'  e  2,'  curvatura  eguali  rispettivamente  alla  2,'  e  1." 
curvatura  della  C,  cioè:  Se  si  considerano  due  linee  yeodetiàie  cornspon~ 
denti  sopra  due  superficie  minime  coniugate  in  a-pplicabilità,  la  i."  curvai 
tura  di  una  dì  esse  in  ogni  punto  è  eguale  alla  2."  curvatura  dell'altra 
nel  jntnto  co) }  ispondente  {*). 

Più  m  generale,  se  si  osserva  che 

j-  ^J"c08  ads  ,    y  =J'coa  ^  ds  ,    z  ^J'cos  ^  ds  , 

si  vedrà  che  in  ogni  deformazione  della  superficie  minima,  che  la  lascia 
ad  area  mmima,  le  due  curvature  rimangono  funzioni  lineari  omogenee 
delle  curvature  iniziali  (n.  20). 

Se  la  curva  C  è  piana  e  si  prende  i!  suo  piano  per  piano  xt/,  do- 
vremo fare 

.e  =^0    ,       COS  /.  =  0    ,       COS  [J.  =^  0    ,       OOS  V  ;;^  1 

e  le  (26)  diventano  sempìicem.ente 

u  =  x  ,     v^y  ,     w^is. 
Per  valori  coniugati  di  s  le  parti  reali  di 


conservano  il  medesimo  valore  e  però  la  superfìcie  è  simmetrica  rispetto 

al  piano  xy,  come  è  stato  osservato  anche  alla  fine  del  numero  precedente. 
b)  Se  la  curva  assegnata  C  in  luogo  che  geodetica  dovesse  essere 
assintotica,  avremmo 

X  =  COS  ).  ,     Y  =  COS  [j.  ,     Z  =  COS  V 

e  però  le  formole  di  Schwarz  diventerebbero 

u'=x  —  ij'cos  i  ds  ,    v=^y  ■ —  ij'cos  r^  ds  ,    w  =  z  —  ifcos  C  ds . 

206.  Terminiamo  questo  primo  capitolo  sulle  superficie  minime,  col 
dare  la  soluzione  del  problema  seguente  :  Biconoscere  se  una  superficie  data 
'può  per  flessione  ridursi  ad  area  minima. 

La  risposta  risulta  molto  semplicemente  dall' osservare  che  l'elemento 
lineare  di  una  superficie  minima,  riferita  alle  sue  linee  di  curvatura,  è 
dato  da 

ds^  =  X  {du'  +  dv^) , 

(*)  È  facile  dimostrare  che  Jo  superflcie  minime  sono  le  uniche,  che  ammettono  una 
defoimazione,  per  la  quale  rÌBultano  invertite  le  due  curvature  di  ogni  lincii  geodetica. 
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mentre  per  la  curvatiira  K  si  ha 

e  però  la  forma  differenziale 

\/™K  ds^  =  du^  -j-  dv^ 

è  a  curvatura  nulla.  Viceversa  supponiamo  che  per  una  superficie  (a  cur- 
vature opposte)  il  cui  elemento  lineare  sia 

&=  =  'E,du^-\-2F  dudv^G  dv^ , 

la  forma  differenziale 

v'— K  (E  du^-]-2'Fdudv-\-G  dv^) 

risulti  a  curvatura  nulla,  talché  si  abbia  per  convenienti  vai-iabili  a,  p  {che 
si  troveranno  con  quadrature) 

\/^-E  (E  rfw^  +  2  F  du  dv  +  G  dv^)  =  da^  +  d§^ . 

Ponendo  K  ^  —  -g  i  risulterà 

(27)  E  du^  +  2  F  <;«  tfe  +  G  dv^  =  l  {da^-^-di^^) 

e  però  (n.  35) 

_l   _  _  J^  fd^  log  \        dnQg\\ 


K=-^ 


L'elemento  lineare 


appaitiene  m  conseguenza  alla  sleia  e  quindi  l'elemento  lineare  (27}  ad 
una  supeiflcie  d'area  minima  che,  note  le  coordinate  X,  Y,  %  di  un  punto 
della  sfera  m  funzione  di  a,  p,  si  avi  a.  con  quadrature.  Dunque:  La 
condizione  tiecesbatta  e  sufficiente,  affinchè  una  superficie  sia  applicabile 
sopra  una  supetfme  mtnima,  è  che  la  forma  differenziale,  che  ne  ra^re- 
senta  il  quadìato  dell'  elemento  lineare,  molti^icata  per  \' — X,  ove  'K  èia 
curvatma  delia  superflue,  dia  una  foitna  a  curvatura  nuUa. 

In  altro  modo  possiamo  espiimeie  la  stessa  condizione  colla  formola 


ia  log  (— K)  ^  4  K . 
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Sotto  questa  forma  venne  data  dal  Ricci,  che  primo  osservò  il  risultato 
ora  indicato. 

Come  esempio,  cerchiamo  se  vi  sono  superficie  rigate  applicabili  sopra 
superficie  d'area  minima.  Ponendo  l' elemento  lineare  della  superficie  rigata 
sotto  la  forma  (n.  116,  e.  Vili) 


e  la  condizione  superiore  si  verifica  solo  per  a,  p  costanti,  onde  si  vede 
che  le  uniche  superficie  rigate  della  classe  richiesta  sono  quelle  applicabili 
sull'elicoide  rigata  d'area  minima,  cioè  le  superficie  luogo  delle  binormali 
delle  curve  a  torsione  costante. 
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Capitolo  XV. 


Il  problema  di  Plateau  e  la  superficie  minima  di  Schwarz. 


Enunciato  dol  problema  di  Plateau  —  Considerazioni  tondamcntali  rclatiye  alle  due 
rapprcaentazioni  conformi  della  superficie  minima  sulla  sfera  di  Gauas  e  sul  piano  della 
variabile  complessa  a  —  Caso  di  un  contorno  a  tratti  rettilinei  o  più  in  generale  di 
un  contorno  di  Schwarz  —  Caso  del  quadrilatero  sghemlio  formato  da  dna  coppie  di 
spigoli  opposti  di  un  tetraedro  regolare  (superficie  di  Schwarz)  —  Eete  ettaedrica  Bulla 
sfera  —  Eappresentazione  analitica  del  gruppo  di  24  rotazioni  della  reto  ettaedrica  — 

Determinazione  di  F  (t)  per  la  superficie  di  Schwarz  :  F  (t)  =  -^^^^^r^::—~  —  ^^' 

\/l— 14t*+t3 
rifiche  relative  al  contorno  —  Studio  del  gruppo  di  movimenti  dello  spazio  che  lascia 
invariata  la  superficie  di  Schwarz  —  Proprietà  della  continuazione  analitica  —  Superficie 
coniugata  in  applicabilità  e  gruppo  corrispondente  di  movimenti  —  Teoremi  di  Schwarz 
sulla  variazione  seconda  dell'area  di  una  porzione  di  superficie  minima. 


207.  Formuliamo  la  questione  fondamentale,  che  ba  dato  origine  alla 
teoria  delle  superfìcie  minime,  nel  modo  preciso  s^uente: 

Dato  un  contorno  chiuso,  costruire  una  porzione  continua  di  superfìcie 
minima  terminata  a  questo  contomo  e  priva  neU'intemo  di  pìmti  singolari. 

Sono  celebri  le  esperienze  di  Plateau,  colle  quali  questo  fisico  lia  ri- 
soluto sperimentalmente  il  problema  immergendo  il  contomo,  realizzato 
fisicamente,  nel  liquido  cbe  porta  il  suo  nome.  La  lamina  fluida,  che  resta 
sospesa  al  contorno,  si  conforma  appunto  a  superficie  d'area  minima. 

L'analisi  è  ben  lungi  dal  saper  risolvere  in  generale  il  problema  di 
Plateau;  però,  nel  caso  in  cui  il  contorno  è  formato  da  tratti  rettilinei, 
e  in  un  altro  caso  piìi  generale,  cìie  verrà  fra  breve  indicato,  si  conosce 
una  serie  di  importanti  risultati  dovuti  a  Riemann,  Weierstrass  e  Schwarz. 

Noi  ci  limiteremo  qui  ad  esporre  un  primo  metodo,  che  si  offre  spon- 
taneamente in  questa  ricerca  ed  è  fondato  sulla  teoria  delle  rappresen- 
ta/Joni  conformi;  questo  metodo  è  sufficiente  nei  casi  più  semplici,  in 
particolare  nel  c^o  della  superficie  minima  di  Schwarz  limitata  al  qua- 
drilatero sghembo  formato  da  quattro  costole,  due  a  due  opposte,  di  un 
tetraedro  regolare.  Allo  studio  di  questo  caso  particolare,  tanto  interessante 
sotto  molti  'rapporti,  è  principalmente  dedicitto  il  pro«ente  capitolo. 
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lì  metodo  delle  rappresentazioni  conformi  basta  del  resto,  come  sopra 
è  avvertito,  solo  in  alcuni  casi  più  semplici.  Il  lettore  potrà  vedere  nel 
libro  di  Darboux  (t.  I,  p.  453  ss.)  l' esposizione  di  un  secondo  metodo  più 
generale  e  di  molto  maggiore  efficacia,  che  qui  siamo  costretti  a  men- 
zionare soltanto. 

208.  Consideriamo  una  porzione  A.  di  superfìcie  minima  limitata  ad 
un  contorno  chiuso  C  e  la  sua  immagine  sferica  B  che,  per  la  proprietà 
fondamentale  delle  superfìcie  minime,  dà  una  rappresentazione  conforme 
dell'  area  A.  Ammettiamo  inoltre  che  quest'  area  sferica  E  sia  ad  un  solo 
strato.  Riprendendo  poi  per  la  superficie  minima  S  le  notazioni  del  ca- 
pitolo precedente,  introduciamo  nuovamente  la  variabile  complessa 

o  =  /v''"2Tw  *, 

la  cui  parte  reale  m  e  il  coefficiente  v  dell'immaginario  danno,  eguagliate 
a  costanti,  le  linee  di  curvatura  di  S  (n.  191). 

Se,  come  supporremo,  la  funzione  a  è  finita  continua  e  monodroma 
sull'area  A,  distendendo  i  valori  di  e  nel  suo  piano  complesso,  avremo 
dell'area  A  una  nuova  immagine  conforme  B'.  Così  l'area  sferica  B  e 
l'area  piana  B'  saranno  rappresentate  in  modo  conforme  l'una  sull'altra 
e  nota  la  legge  di  corrispondenza  dei  loro  punti  si  conoscerà  completa- 
mente la  superfìcie  S  in  quanto,  essendo  allora  nota  ;5  in  funzione  di  t, 
conosceremo  la  funzione  di  Weierstrass 

che  individua  la  superficie. 

Ove  dunque  il  contorno  assegnato  C  sia  tale  che  ne  risulti  determi- 
nata tanto  l'area  sferica  B  quanto  l'area  piana  B',  il  problema  di  Plateau 
si  ridurrà,  per  quel  contorno,  al  ben  noto  problema  di  analisi  di  lappre- 
sentare  in  modo  conforme  un'area  data  sopra  un'altra. 

La  circostanza  ora  accennata  si  presenta  appunto,  almeno  con  un  certo 
grado  di  indeterminazione,  quando  il  contorno  0  sì  compone  di  tratti  ret- 
tilinei. Riguardo  all'immagine  sferica  B,  avremo  infatti  che  ad  ogni  tratto 
rettilineo  r  del  contorno  C  corrisponderà  nel  contomo  di  B  un  arco  di 
cerchio  massimo  in  un  piano  normale  ad  r,  quindi  l' area  sferica  B  sarà 
un  poligono  stenco,  il  cui  contorno  verrà  costituito  da  archi  di  circolo 
massimo  perfettamente  individuati  di  posizione.  In  secondo  luogo  se  con- 
sideriamo l'area  piana  B',  siccome  ogni  tratto  rettihneo  dei  contomo  C 
è  un' assintotica  per  la  superficie,  il  corrispondente  tratto  del  contorno 
di  B'  sarà  pure  rettilineo  e  parallelo  all'una  o  all'altra  delle  bisettrici 
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degli  assi  coordinati  sul  piano  B,  Il  problema  di  Plateau  si  convertirà 
quindi  nel  caso  considerato  nell'altro:  Mappresentare  in  modo  conforme 
il  poligono  sferico  B  sul  poligono  piano  rettilineo  B'. 

209,  Le  considerazioni  stesse  valgono  ancora  in  un  caso  più  generale, 
formulato  da  Schwarz  nelle  Fmigesetzte  Untersuchut^en  uòer  Minimalfià- 
chen  (*),  nel  modo  seguente; 

Sia  data  una  catena  continua  chiusa  formata  di  tratti  rettilinei  e  di 
piani;  si  vuole  determinare  una  porzione  semplicemente  connessa  di  super- 
ficie minima  limitata  dai  tratti  rettilinei  e  dai  piani  della  catena,  in  guisa 
che  la  superficie  tagli  ad  angolo  retto  questi  ultimi. 

I  tratti  rettilinei  del  contorno  C  sono  assintotiche  e  i  tratti  curvilinei 
linee  di  curvatura  in  piani  normali  alla  superficie.  Le  immagini  sferiche  di 
questi  ultimi  tratti  sono  quindi  ancora  archi  di  circolo  massimo  in  piani 
paralleli  ai  piani  della  catena.  Sul  piano  a  la  loro  immagine  è  quindi  un 
tratto  rettilineo  parallelo  all'uno  o  all'altro  degli  assi  coordinati.' Anche 
in  questo  caso  generale  la  soluzione  del  problema  di  Plateau  dipende  adunque 
dalle  formole,  che  danno  la  rappresentazione  contoimt  di  un  pjligono 
sferico  sopra  un  poligono  piano  rettilineo 

Consideriamo  p.  e,  il  caso  più  semplice  m  cui  la  catena  sia  costituita 
da  due  tratti  rettilinei  AB,  AC  terminati  m  B  L  ^d  un  piano  che  la 
superficie  debba  tagliare  ortogonalmente  I!  '^ettjre  ABC  di  supLifioie 
minima,  come  viene  realizzato  dall'esperienza  h-ì  pei  immagine  sulla  sten 
un  triangolo  sferico  perfettamente  determinato  Li  sui  immigme  pima 
B'  è  un  triangolo  rettangolo  isoscele  coli  ipotenusa  paiallela  ad  uuo  degli 
assi  coordinati. 

II  corrispondente  problema  di  rappre^ìentiiZirue  confLime  si  iis(hL 
come  è  ben  noto,  per  mezzo  delle  serie  ipergeometiicht 

Supponiamo  ora  di  easere  riusciti  a  iisolveie  pei  un  assegnato  con 
torno  di  Scliwarz  il  problema  di  Plateau  La  porzione  L  di  superficie 
minima  richiesta  ai  otterrà  dalle  fonnole  di  Weieistiass  fitendo  muoveie 
la  variabile  complessa  x  entro  il  poligono  sfeiico  B  ma  esaminiami  sei 
vendoci  dei  teoremi  di  simmetria  dimostrati  alla  fine  del  n  204  eio  che 
accade  quando  si  consideri  la  continuazione  analitica  di  questa  poizione 
di  supei'ficie,  continuando  analiticamente  la  funzione  F  (r)  Se  r  traveisa 
un  iato  l  del  poligono  B,  cui  corrisponda  un  tiatto  rettihneo  t  del  con- 
tomo di  Schwarz,  sulla  superficie  pasaeiemo  dalla  porzione  1j  alli  sui 
simmetrica  rispetto  al  tratto  rettilineo  rem  questa  iimariemo  tinche  t 
resta  entro  il  poligono  sferico  simmetrico  di  B  nppoito  al  lat)  /  &e  al 
lato  l  di  B  corrisponde  un  tratto  curvilineo  del  contorno  di  Schwarz,  in 
un  piano  della  catena  normale  a  S,  la  conclusione  è  del  tutto  simile;  si 
passa  allora  da  S  a  una  nuova  porzione  S'  simmetrica  rapporto   a  que- 


(*)  Monatsberkhte  df.}-  Berliner  Akademk,  1872  —  Werko  lìaiid.  I,  p.  i26  s 
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sto  pnno  r  SI  nella  continua/ione  analitica  Clelia  sipeifÌLP  ii  nm  i 
alla  porzione  S  di  superflue  tio^  amo  aìeieiili  per  ciascun  lito  altrettante 
nuove  poiziODi  simmetiiche  di  _ 

Su  ciasciina  di  queste  luò  ripfteisi  il  ragiommento  stesso  e  la  con- 
tinuazione dnilitica  di-lla  nastra  supeiflcie  consteii  di  infinite  porzioni 
altoruitamt-nte  simmetriche  e  congiuenti  In  geoeiale  avveii'k  che  una 
regione  finita  di  spaao  tonteira  infinite  di  quelle  porzioni  Per  convm- 
cei'*ene  btsta  consideiare  il  caso  m  cui  due  tiatti  rettilinei  del  contomo 
SI  taglino  9  tto  un  angolo  incommensurabile  con  t  Li  que  bone  qui  toc 
cata  SI  collegi  coli  iltii  dei  givppi  di  mmtmenh  e  può  tiittarsi  &enza 
la  effettiva  eono'scenzi  della  poiziine  di  superficie  mmima  limitati  al  con- 
tomo assegiat]  ìi  Schyai?  Basta  infatti  osseivare  se  i  iibiìtamenti  at- 
torno ai  Iati  rettilinei  lei  contomo  e  le  simmetne  lapporto  ai  jiani  gè 
nerano  un  gmppo  continuo  o  discontinuo  (*) 

Il  più  semplice  caso  in  cui  la  supeificie  mmuna  coriispondente  pie'^enta 
una  regolaip  diffusione  per  lo  spazio  e  quello  appuntc  che  pa&  lamo  oimai 
a  trattale  ove  il  contorno  di  Schwarz  e  un  quidiilateio  sghembo  foimato 
da  quattio  sj  goli   Ite  i  due     j posti  di  un  tetiaedro  legolaie 

210.  Dei  sei  spigoli  di  un  tetiaedio  legoUre  ABCD  sopprimiamone 
due  opposti  AD,  B C  e  consideriamo  la  porzione  2  di  superficie  minima, 
limitata  al  quadrilatero  sghembo  A  B  D  C. 

Questa  superficie,  come  viene  realizzata  nella  corrispondente  esperienza 
di  Plateau,  è  simmetrica  rispetto  ai  piani  CMDndotti  per  gli  spigoli  soppressi 
AD,  BC  normalm.ente  allo  spigolo  opposto  BC  o  AD;  essa  giace  tutta 
nell'interno  del  tetraedro  fondamentale  ABCD.  I  piani  tangenti  nei 
quattro  vertici  sono  appunto  le  faccie  del  tetraedro  e  le  loro  pagine  po- 
sitive sono  quelle  inteme  per  due  vertici  opposti  e  quelle  esterne  per  gli 
altri  due. 

Ne  risulta  che  l'immagine  sferica  di  S  è  un  quadrilatero  sferico 
A'B'C'D'  cogli  angoli  di  120*.  Per  ottenere  un  tale  quadrilatero  sulla 
sfera,  basta  inscrivere  in  questa  il  cubo  e  i  quattro  vertici  di  una  faccia 
del  cubo  danno  appunto  i  vertici  del  detto  quadrilatero.  Ora  osserviamo 
che  il  piano  bisettore  del  triedro  B  C,  tagliando  normalmente  il,  la  scinde 
in  due  settori  simmetrici  ABC,  DBC,  che  hanno  per  immagine  sferica 
i  due  triangoli  sferici  A'  B'C  ,  D"  B'C,  in  cui  la  diagonale  B'C  scinde  il 
quadrilatero  sopra  considerato. 

Possiamo  dunque  sostituire  al  nostro  problema  l'altro  più  semplice 
della  determinazione  del  settore  minimo  ABC,  limitato  da  due  tratti  ret- 
tilinei AB,  AC  e  dalla  curva  BC  in  un  piano  normale  alla  superfìcie. 
L' immagine  sferica  di  questo   settore  è  il  triangolo  sferico  A'  B'  0'  con 


(*)  Veggansi  gli  sviluppi  del  testo  ai  numeri  ^21-222  relativi  alla  superfteio  di 
Soliwarz, 
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angoli  di  120",  60",  60°  in  A',  B',  C  rispettivamente.  Ora  l'immagine  piana 
sul  piano  complesso  o  (n.  308}  del  medesimo  settore  è  un  triangolo  ret- 
tangolo isoscele  ah  e  coli'  ipotenusa  h  e  parallela  ad  uno  degli  assi  sul 
piano  o. 


Per  trovare  la  funzione  F  (i:)  di  Weieratrass,  conveniente  alla  nostra 
superficie,  bisogna  adunque  esprimere  o  in  funzione  di  t,  in  guisa  clie  il 
triangolo  sferico  A'  B'  C  venga  rappresentato  in  modo  conforme  sul  trian- 
golo piano  ab  e.  Ora  caliamo  da  A'  l'altezza  A'  H',  dividendo  così  il 
triangolo  A'  B'  C  in  due  triangoli  simmetrici  A'  B'  H' ,  A'  C  H'  e  decom- 
poniamo nuovamente  ciascuno  di  questi  due  mediante  le  rispettive  altezze 
H'  F' ,  H'  G'  calate  da  H  in  due  triangoli  simmetrici  minori. 

Se  una  decomposizione  del  tutto  analoga  effettuiamo  sul  triangolo 
piano  abcjh  cìiiaro  che  basterà  rappresentare  in  modo  conforme  il  trian- 
golo sferico  B'  H'  F  coi  rispettivi  angoli  di  60°,  45,  90°  sul  triangolo  piano 
bhf  cogli  angoli  di  45°,  45°,  90°  rispettivamente,  in  guisa  che  i  vertici 
si  coiTÌspondano  nell'  ordine  indicato.  La  funzione  a  (i)  che  dà  questa  rap- 
presentazione, rappresenta  altresì,  estesa  a  tutto  il  triangolo  A'  B'  C, 
questo  triangolo  sopra  ab  e. 

Per  effettuare  questa  rappresentazione,  noi  rappresenteremo  l'uno  e 
l' altro  triangolo  B'  F'  H' ,  bfh  in  modo  conforme  sul  semipiano  di  una 
variabile  complessa  ausiliaria  z,  in  guisa  ci»  al  contomo  di  ciascuno  cor- 
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risponda  l'asse  reale.  In  ciò  potremo  ancora  fissare  ad  arbiti-io  i  tro  punti 
dell'asse  reale  sul  piano  s,  clie  coirispoiidcino  ai  vertici,  e  noi  converremo 
(li  fissare  che  si  abbia 

3  =  0  in  B' ,  ?; 

,  =  l   mF,r 

«  =  o3Ìn  H',  A. 

211.  La  ftinzione  s(t),  che  dà  la  rappresentazione  del  triangolo  sferico 
B'  P'  H  sul  semipiano  s,  è  semplicemente  una  funzione  razionale  t  di  24° 
grado;  la  sua  inversa  t  (z)  è  la  così  detta  iirazianalità  dell'ottaedro.  Noi 
andiamo  rapidamente  a  stabilire  quelle  formole  fondamentali  relative  alla 
irrazionalità  dell'ottaedro  che  servono  al  nostro  scopo,  rimandando  per 
uno  studio  più  dettagliato  al  libro  di  Klein   Ueher  das  Ikosaeder. 

Inscriviamo  nella  sfera  complessa  l'ottaedro  regolare  e  proiettiamo 
le  faccie  di  questo  sulla  sfera  dal  centro  ;  avremo  così  la  sfera  decomposta 
in  8  triangoli  sferici  trirettangoli.  Decomponiamo  poi  ciascuno  di  questi 
triangoli  colle  tre  mediane  in  6  triangoli  parziali,  ciascuno  dei  quali  si 
dirà  un  triangolo  elementare. 

La  sfera  è  così  decomposta  in  una  rete  di  48  triangoli  elementari  alter- 
nativamente simmetrici  e  congruenti;  ciascuno  di  essi,  come  il  triangolo 
B'  H'  F'  del  numero  precedente,  ha  gli  angoli  di  60°,  46°,  90°. 

Diremo  questa  rete  la  rete  ottaedrica  e,  per  distinguere  la  congruenza 
diretta  dall'inversa,  immagineremo  tratteggiati  i  24  triangoli  della  rete,  che 
sono  inversamente  congruenti  a  quello  da  cui  partiamo. 

Conviene  ora  che  diamo  alla  rete  ottaedrica  un'  orientazione  fissa 
sulla  sfera 

f  +  r,'+C.'  =  l. 

Poniamo  due  vertici  dell'  ottaedro  ai  poli  (0,  0,  ±  1)  e  situiamo  il  qua- 
drato, formato  sul  piano  dell'  equatore  !^=0  dagli  altri  quattro  vertici,  coi 
lati  paralleli  agli  assi  04,  Otj.  Proiettiamo  stereograficamente  dal  polo 
T^  a>  la  rete  ottaedrica  sul  piano  dell'equatore  e  tratteggiando  i  triangoli 
piatii  che  sono  immagini  dei  triangoli  tratteggiati  della  rete,  otterremo 
la  figura  qui  appresso: 
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Fra.  9.'  —  {Bete  ettaedrica). 

I  triangoli  (tratteggiati)  della  rete  ettaedrica  si  riuniscono  quattro  a 
quattro  attorno  ai  vertici  dell'ottaedro,  tre  a  tre  attorno  ai  punti  medii 
delle  faccie  (proiettati  sulla  sfera)  e  due  a  due  attorno  ai  punti  medii 
delle  costole.  La  considerazione  diretta,  o  una  semplice  ispezione  della 
figura,  dimostra  subito  che  i  valori  della  variabile  complessa  i  in  questi 
punti  sono: 

V  ^  l±i        ±l+i 

a)  T  =  co     ,     u    ,     ——■   ,    ■ — — —  ...  nei  vertici  dell'  ottaedro 

\/2  v^2 

J)  T  =  L±:v(|      -  1  +  V^  3      l  +  \/3  .     -  1  ±  y/ 3  .        nei  punti  medii 
v/ 2      '  2  '       V  2        '        v' 2  "     '^^^^^  ^^'^'^i^ 

e)  T=±l ,  ±i ,  (I±v'2)  ^  ,  (l±v/2)  ^  ,  -  (1+^/2)  ^Tl  ^ 
V2  \/2  \^2      -^  I 

-(l+\/2}^M   a.| 

v''2  y  1  ^ 

Costruiamo  ora  tre  polinomìi  in  t  dei  rispettivi  gradi  5,  8,  12,  dei 
quali  il  primo  w  si  annulli  del  1.°  ordine  nei  punti  a)  eccetto  in  r=03, 
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i!  secondo  w  nei  punti  b)  e  il  terzo  7  nei  punti  e).  Troviamo  subito,  col 
calcolo  effettivo: 

(1}      (0  =  t  (1+t*)  ,  w  =  1  -  U  T*4-t8  ,  X  =  1  +  33  i*-33  t^-ti^. 

212.  Ciò  premesso,  supponiamo  che  la  funzione  s  (t)  dia  [a  rappre- 
sentazione conforme  del  triangolo  elementare  T  della  nostra  rete,  che  ha 
i  vertici  nei  punti  (v.  figura)  : 

.  =  (V2-1)1±-*, 

va 


1  =  0 

,      T 

v/2 

coi 

tispettm 

angoli 

a 

45"     , 

60«     ,      90"  , 

sul  semipiano  (positivo)  s  in  guisa  che,  mentre  t  percorre  il  perimetro 
del  detto  triangolo,  z  percorra  l'asse  reale,  ai  valori  scritti  di  t  nei  ver- 
tici corrispondendo  ordinatamente 

Estei  i  aro  i.  titto  il  pianr  conple'iso  t  0  mt'j,lio  1  tutti  li,  ',teii 
complessa  t  &et,ou  lo  le  n  te  leggi  della  contmuaz  one  analitica  fissai  do 
quanto  segie  Ogni  punto  t  della  sfera  complessi  ifpartiene  id  uno  lei 
48  tria  geli  della  reto  1  x  comsponle  ne!  triangolo  fondamentale  un 
pnto  omologo  T  e  jer  viloie  li  t.  m  t  ìobb  am>  a&sumeie  il  v^ore  stesso 
clie  ha  m  1:  o  il  vai  re  e  niugato  secondo  che  il  tiiingolo  in  cui  trovasi  i: 
e  dilettamente  0  inyeisamente  con,^ente  col  fondamentale  La  funzione 
z  (z)  e  COSI  estesa  a  tutta  l'i  sfera  complessa  sulla  quale  e  un  foime 
ed  ha  unicamente  per  punti  smgolaii  1  punti  /)  (veitici  dell  otfcaelio) 
che  sono  per  z  (t)  poh  del  4  oidme  La  z  (x)  e  quindi  razionile  m  v 
e  poiché  1  suoi  infinitesimi  sono  negli  8  punti  h)  ove  si  annulla  u  e  sono 
del  3  "  oidine    si  deduce  subito 

ove  C  è  un  fattore  costante.  Il  valore  di  C  si  ottiene  immediatamente, 
osservando  che  per  t  =  1  si  ha 

w=  -12     ,      (0  =  2     ,      z=\  , 
onde 

P,_J L 

2» 3"        108 
e  però  la  forinola  richiesta  sarà 

^      (l-14t'+t-)»_ 
>'  108t»(l+i»)'  108  «)'  ■ 
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Conviene  inoltre  osservare  le  formole  seguenti.  La  funzione  z- —  1  di- 
venta infinita  come  z  e  s'annulla  del  2."  ordine  nei  punti  e)  ove  y_  =  ^\ 
si  ha  per  conseguenza 

ove  C  è  una  costaiite.  Confrontando  colla  (2),  si  ha  l'identità 

108o)^  +  i(>3^  108C'x'  =  0, 
dalla  quale,  facendo  p.  e.  tt^^^O,  risulta 

e  però  fra  i  polinoinii  (1)  ui,  w,  x  ha  luogo  I'  identità 

(3)  108w*+w3_.^2  =  o, 

che  si  verifica  anche   suliito   direttamente.  Abbiamo   dunque   la  formola 

a^  ,       ,_       (l  +  33T^-33t^-.^^)^^ XL 

^*'  Si—  I08i*(l  +  ^*)*  '08  oj*  • 

Le  formole  (2),  (4)  dimostrano  che  la  derivata  di  z 

dz 

dv 

diventa  infinitesima  del  2.°  ordine  ove  w=0  e  del  1."  ove  X;=0  e,  poiché 
essa  è  infinita  del  5."  ordine  ove  (o=0  e  del  3."  per  ■c=a),non  ha  altri 
infinitesimi  che  quelli  indicati.  Ne  risulta,  a  meno  di  un  fattore  costante  A: 

?■  =  A  i^'  . 

Per  determinare  A,  si  osservi  che  dalla  (2)  segue 


-.(^ 

^•S)  = 

1 

'  3' 

e  però  A  =  ^-= .  Si  ha  adunque 

s- 

1    X»' 
27     Bì' 

» 

la  quale  formola  si  constata  subito  direttamente,  osservando  l'identità 
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213.  Ottenuta  la  formola  (2)  per  la  nostra  rappresentazione,  potremo 
facilmetite  yerifieare  che  essa  dà  la  rappresentazione  conformo  voluta. 

È  utile  per  ciò  premettere  le  considerazioni  seguenti.  La  rete  ottae- 
drica  può  portarsi  a  coincidere  con  sé  medesima,  sovrapponendo  un  trian- 
golo elementare  della  rete  ad  uno  qualunque  dei  23  triangoli  ad  esso 
congruenti.  Ciascuna  di  queste  rotazioni  della  afera  complessa  in  aè  me- 
desima è  analiticamente  rappresentata,  per  la  formola  di  Cayley  (cap.  IH, 
n.  45),  da  una  sostituzione  lineare  sulla  variabile  complessa  r.  Le  24  sosti- 
tuzioni lineari,  compresa  l'identità,  corrispondenti  alle  rotazioni  che  ri- 
portano in  sé  medesima  la  rete  ettaedrica,  formano  evidentemente  un 
gruppo;  questo  dicesi  il  gruppo  dell'ottaedro  (o  cubo).  Determiniamo 
in  primo  luogo  le  eifettive  espressioni  delle  aoatltuzioni  del  gruppo.  Os- 
serviamo anzi  tutto  la  rotazione  di  -^  attorno  al  diametro  dell'  ottaedro  che 
congiunge  i  punti  t  =  0,  t=:co  (asse  polare);  essa  ha  l'espressione 

-e'  ^ì  t 
e  ripetuta  dà  luogo  alle  4  sostituzioni  (compresa  l'identità): 
•^  =  1-  X     ,     {r  =  0,  1,2,3). 

II  ribaltamento  dell'ottaedro  attorno  all'asse  0^  permuta  fra  loro  i 
punti  1  =  0,  t  =  co  e  lascia  fissi  Ì  due  punti  t  =  +1,t==  — 1;  esso  è  rap- 
presentato per  ciò  dalla  sostituzione 

la  quale,  combinata  colle  quattro  precedenti,  dà  luogo  alle  8  sostituzioni 

t'  =  i'-  T     ,     t;'  =  -  (r  =  0,  1,2,3), 

che  nel  gruppo  dell'ottaedro  formano  un  sottogruppo  (del  diedro).  Conside- 
riamo poi  ima  rotazione  d' ampiezza  -—  attorno  alla  congiungente  i  punti 

medii  di  due  faceie  (parallele)  opposte  dell'ottaedro,  rotazione  che  appartiene 
evidentemente  al  gruppo.  Scegliamo  ad  esempio  quella  rotazione  di  questa 
specie,  che  scambia  fra  loro  ciclicamente  i  tre  vertici  dell'ottaedro 

V2   '  V2 

nell'ordine  indicato,  e  quindi  i  diametralmente  opposti 
V2  V2 
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IV. 

Scrivendo  la  sua  espreasione  analitica,  secondo  la  fc 

«t  +  p 

a  M  +  P  P.  =  1  , 

-Pox  +  «o    ' 

irovianio  subito 

2 

^^é' 

onde 

,    (i-fi)i 

.+  V2 

V2i- 

-  (1-i) 

Combinando  questa  colle  8  precedenti,  si  hanno  le  24  sostituzioni  del 
gruppo  dell'ottaedro  sotto  la  forma  normale: 

'  '^  '  V2t_(1-»)'  V^^-(1+») 

(6)  ^^..V2^-(i-o    ,^^^, v^^-g+'O 

(l-|-i)T+V2''  (l-i)t+V2 

\  r  =  0  ,  1  ,  2  ,  3  . 

214.  Verificiliamo  ora  direttamente  che  la  forinola  (2)  ci  dà  la  rap- 
presentazione conforme  domandata.  Per  ciò  osserviamo  in  primo  luogo 
che  questa  funzione  s  (t)  rimane  invariata,  effettuando  sull'  argomento  t 
una  qualunque  delle  24  sostituzioni  (6)  del  gruppo  dell'  ottaedro  (*).  Ad 
ogni  valore  di  s  corrispondono  quindi  24  valori  di  x  legati  ad  uno  di  essi 
dalle  sostituzioni  (6)  del  gruppo;  la  funzione  algebrica  z  {2),  i  cui  24  rami 
sì  deducono  da  uno  fisso  colle  sostituzioni  lineari  {6),  prende,  secondo  Klein, 
il  nome  di  in'osionaiità  dell'ottaedro. 

Sul  contorno  di  ogni  triangolo  elementare  la  funzione  z  (t)  è  reale, 
il  che  basterà  verificare  per  un  determinato  triangolo,  sul  contomo  di  ogni 


(*)  Ciò  lisTilta  dal  caluolo  diretto,  la  proprietà  enunciata  essendo  evidente  per  le 
prime  8  sostituzioni  (6)  e  per  l'altra 

verificandosi  Éicìliiiente  ;  ma  risulta  anche  semplicemeute  dall' osservare  che  le  dette 
sostituzioni  pormntano  fra  loro  i  vertici  dell'  ottaedro,  come  pure  i  punti  medìi  delle 
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altro  riprendendo  z  (t)  gli  stessi  valori.  Ora  sid  due  lati  rettilinei  del  trian- 
golo fondamentale  T  coi  vertici  in 

(n,  212)  s  (t)  è  evidentemente  reale,  essendo  già  t*  reale.  Sul  terzo  lato  cur- 
vilineo, 3  (t)  prende  gli  stessi  valori  che  sul  lato  rettilineo  da  t  =  ■  '  _ — 
a  T  =  1  del  triangolo  omologo,  coi  vertici  in 

\/2        '  '  \/2 

e  però  è  ancora  reale.  Percorrendo  t  il  contorno  del  triangolo  T,  nel  senso 
positivo,  s  percorre  1'  ^se  reale  da  --  co  a  -]-  co  sempre  nello  stesso  senso, 
poiché  altrimenti  ad  un  valore  reale  di  z  corrisponderebbero  più  di  24 
valori  per  x.  Facciamo  ora  muovere  i  neìV intemo  di  T;  «  si  muoverà 
iiell'  interno  di  uno  dei  due  semipiani  e  poiché  inversamente  ad  ogni  valore 
di  s  corrisponde,  o  nel  triangolo  T,  o  nel  suo  simmetrico  rapporto  all'asse 
reale,  un  valore  di  t  (*),  si  vede  che  ad  ogni  punto  »  in  quel  semipiano  E 

corrisponde  un  punto  t  nel  triangolo  T.  Poiché  inoltre,  per  la  (5),  -r  non 

s'annulla  mai  ne  diventa  infinita  in  T,  salvo  nei  vertici,  si  vede  che  la 
rappresentazione  di  T  sopra  E  è  appunto  conforme  (**). 

215.  Per  determinare  la  superficie  minima  di  S eh warz,  rimane  ora  da 
rappresentare  in  modo  conforme  il  triangolo  rettangolo  isoscele  bfh 
(n.  210)  nel  piano  o  coli' ipotenusa  bh  parallela  ad  uno  degli  assi,  sup- 
poniamo all'asse  reale,  sul  semipiano  positivo  s^  in  guisa  che  si  abbia 

3  =  0in&,     s=:l  in  f    ,     s=  'X)  in  k. 

La  nota  formola  di  Schwarz-Christoffel  per  la  rappresentazione  con- 
forme di  un  poligono  rettilineo  sopra  un  mezzo  piano  dà 
C 


fdpY  ^  C_ 


e  poiché,  per  z  reale  negativo,  deve  essere  f  -j-  |    reale  positivo,  risulta 
C  =  i  A^ 


(*)  Invero  dei  S4  indici  di  t,  che  corrispondono  a  un  valore  di  s,  se  ne  trova  uno 
in  ciascuno  dei  24  triangoli  congruenti  della  roto  ottaodrioa, 

(**)  li  semipiano  E  è  quello  in  cui  il  coefficiente  dell'  immaginario  in  a  è  positivo, 
giacché,  peieortendo  l'asse  reale  da  — -  co  a  + '^j  i^^ve  restare  alla  sinistra. 
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essendo  A  reale;  dunque  {*) 


V^^^  Aiz^l)  J  {Z- 


La  funzione  F  {y)  di  Weiersìrass  per  la  superficie  minima  di  Schwa,rz 
i  otterrà  dalla  formola 


^  ^  /* Y ^  ìa-  __i /&^ 

2    UV  2     z-iiz^l)  V*^ 


nella  quale,  sostituendo  a 


i  loro  valori  in  funzione  di  t  dati  dalle  formole  (2),  (4),  (5)  n.  212,  otte- 
niamo, a  meno  di  mi  fattore  costante  reale  (**),  che  influisce  solo  sulla 
grandezza  assoluta  della  superficie: 


Vi— Ut'  +  i" 
Jja  superflue  minima  di  Schivare  è  dunque  definita  dalie  formole 

)      x  =  B,  f~  j:}^__       &    ,     !/  =  K  f iili!!! —  *  , 

J   y']_14,«4-,.  J   /l„14.«  +  t" 


(*)  Ponendo  z^i^,  si  ha 


V: 


La  quaijratura  porta  alle  funzioni  ellìttiplie  Icmniscatinhe  e  preeisamente,  nelle  n 
tazioni  di  Weierfitrass,  si  ha 

con  a  costante  reale,  gli  invarianti  g^,  ff„  di  p  avendo  i  valori 

(**)  Si  osservi,  clie  se  ;  percorre  il  tratto  rettilineo  da  i  =  Oa 
reali  tanto  j-=-|    quanto  Vl~i4  ^'' -j-t*  . 
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Ed  ora  andremo  appunto  a  verificare  che,  se  manteniamo  l'indice  di  i: 
sulla  sfera  complessa  entro  uno  dei  6  quadrilateri  sferici  con  angoli  di 
120°,  che  corrispondono  alle  faccie  del  cubo  inscritto,  avremo  una  porzione 
di  superficie  minima,  limitata  a  quattro  spigoli  due  a  due  opposti  di  un 
tetraedro  regolare. 

216,  E  terzo  integrale,  che  figura  nelle  formole  (7),  si  riduce  subito 
ad  un  integrale  ellittico  (di  1.'  specie)  colla  sostituzione 


gli  altri  due  sono  apparentemente  iperelhttici,  ma  si  riducono  nuovamente 
a  integrali  ellittici  con  convenienti  sostituzioni,  come  ora  vedremo. 

Conviene  anzi  tutto  per  ciò  girare  gli  assi  coordinati  attorno  all'asse  s 
di  45°  e  ciò  faremo,  sostituendo  a 

^2    '     \/2 
nuovamente  x,  y  ;  avremo  per  tal  modo 


^  r\-i      i-iT«      ,         ^  n  +  i 

J    V'2    V'i-Ui^  +  t»  J    \/2    \ 


1  *^^  I 


J  Vl-14^*  +  ^» 

Inoltre  fisseremo  che  t  si  muova  entro  il  quadrilatero  sferico  con  an- 
goli di  120°,  che  ha  i  vertici  nei  punti  corrispondenti  ai  valori  di  x 

_/3__i  .\A3  — i       ^  ^^-zl      o!=  -■  ^(Izri 

\/2       '  \/2      '  V"2      '  \J2 

altresì  il  limite  inferiore  comune  dei  tre  integrali  nel  punto 
__     _      v/3  — 1 


fciilchè  le  formole  che  definiscono  la  porzione  di  superficie  minima,  sulla 
quale  dovremo  fare  le  indicate  verifiche,  sono  le  seguenti: 

r'^i i       i—i-c^  r'^i-ì-i       i-i-«  ti* 

(8)  a;==B  /    -^^ dz ,  y=R  /     J^TJ  _..irJJl_.^  ^^. 

J_^V2    il^Ux^i-T^  J^aÌ2    Vi— 14i*  +  r8 

2,-cdz 


-/: 
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Converrà  nello  stesso  tempo  tener  presente  che,  avendo  rotato  attorno 
all'asse  s  ài  45°,  le  formole  (5)  pag.  340  danno  pei  coseni  di  direzione 
della  normale  alla  superficie 

(8*)       X  =  ^+^o+^(^— ^a)       Y  =  ^+^<'-  '(^— ^o)       2  =  ^^"  ~^  . 
V2(rTo+l)     '  V2(^To+l)     '  TTo+l" 

Da  queste  formole,  limitando  nel  modo  anzidetto  il  corso  di  r,  ogni  ambi- 
guità è  spanta,  se  fissiamo  il  valore  del  radicale  in  un  punto  e  noi,  ponendo 

P  w  =  -      ' 


fisseremo  senz'altro  che  sia 

F(0)=+1. 
Notiamo  poi  che  gli  8  punti  di  diramazione  del  radicale  e 
vertici  del  cubo 

1  .  i 


basterà  eseguire  nel   piano  complesso  'c  quattro  tagli  da  a  fino  ad    --  , 

(fa  —  a  fino  a ,  eia  ia  fino  a  —  e  in  fine  da  ^  ia  fino  a e 

nel  piano  così  tagliato  la  F  (t)  diventerà  una  funzione  continua  e  mono- 
droma,  dappertutto  finita  salvo  che  agli  8  punti  indicati. 
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217.  Cominciamo  le  nostre  venfiche  dal  ricercare  le  linee,  che  corri- 
spondono sulla  porzione  di  superficie  minima  considerata  all'  asse  reale  ed 
immaginario  del  piano  t  ed  alle  loro  bisettrici. 

1."  Indicliiamo  con  p  una  variabile  reale;  avremo  lungo  Tasse  reale 

T  =  p    ,     —  M  <:  p  <  a , 
indi 

z=  f  2pF(p)<;p 

e  però 

X  —  if  ^=  0  . 

D' altronde,  lungo  questa  linea,  si  ha  per  le  {8*} 

X-Y==0; 

dunque  :  Ìl  piano  x=^y  taglia  normalmente  S,  cioè  è  un  piano  di  simme- 
tria per  ^. 

2°  Lungo  Tasse  immaginario  è 

1  =  «  p    ,     di^i  dp 

e  indicando  con  irò,  i/o,  so  i  valori  di  x,  y,  z  in  t  =  0,  mentre  r  percorre 
l'asse  immaginario,  avremo 


-y,=  --\[\\^p')-eip)dp 
^2Jq 

-zo  =-    r2p.F(p),^p 


X  -{-  y  =  xo  -\-  yo- 

Lungo   questa  linea  di  £,  è,  per  le  (8*),  X  +  Y  =  0,  cioè  il  piano 
x-\-y  =  X(,-\-yo   è  piano  di  simmetria  per  X. 

3,°  Lungo  la  bisettrice  dell'  angolo  formato  dalle  direzioni  positive 
degli  assi,  si  ha 

T  =  v*p    ,     di  =  \/ i  dp, 
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intendendo  per  \/  i  Ìl  v 

alore 

e  risulta  quindi 

V'2 

Jis 

'  _(14_p5  *  _ 
v'I+Mp»-|-f' 

per  p  compreso  fra  —a  e  -\-a.  Il  punto  corrispondente  sulla  superficie 
i  un  tratto  rettilineo  parallelo  all'asse  Ox. 
4.°  Lungo  la  seconda  bisettrice  ai  ha 

,  p  ,  \,  .  -  ^_  , 


X  \/l+14p'  +  p"* 


e  il  punto  {x,  y,  z)  descrive  un  tratto  rettilineo  parallelo  all'  asse  Qy.  La 
porzione  S  di  superfìcie  niinima  possiede  adunque  intanto  i  due  piani  di 
simmetria 

x~y  =  >l     ,     x  +  y  =  x,+ya 
e  due  assi  di  simmetria,  che  sono  le  parallele   condotte  per  (irn,  ya,  zn) 
agli  assi  Ox,  Oy. 
Poniamo 

,,0  ,        r" 

A=— /  (t-,,')F(»)<ip  =  -- I  (i-f')r(p)iip, 
v/2..-„  vaio 

2  r.  F  (rì  rf;.  =  -     /    2  f.  P  (r,)  <?p  , 
a  Jìì 


B 
ed  avremo 


Eisulterà  poi  dal  seguente  numero  B  =  -  A  ;  per  ora  osserviamo  che 
le  (9),  (9*)  permettono  dì  calcolare  Ì  valori  di  x,y,z  ai  quattro  vertici 
a,  b,  e,  d  in  funzione  di  A,  B.  Designando  questi  valori  coli'  a 
degli  indici  «,  h,  e,  d,  troviamo  infatti 


(10) 


x.  =  ìk  , 

!,.  =  2A  , 

2.  =  0 

»  =  2  A  , 

7/6  =  0 

2.  =  2B 

x,=  0      , 

*/c  =  0       , 

2.=  0 

x,  =  (>      , 

1/j  =  2  A  , 

2J  =  2B. 
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218.  Come  abbiamo  avvertito,  i  due  prinii  integrali  nelle  forinole  (3) 
si  possono  ridurre  essi  pure  ellittici  e  precisamente,  comi^  ora  vedremo, 
alla  forma  stessa  del  terzo.  Osserviamo  per  ciò  dapprima  in  generale  che 
il  differenziale 


«  +  6r  +  cT' 


di, 


essendo  a,  b,  e  costanti,  ove  si  operi  una  delle  24  sostituzioni 

del  gruppo  dell'ottaedro  (n.  213),  si  trasforma  nel  differenziale  omologo 
a'-f-&'i'  +  c't'^ 


Vi_14t'^+' 


_  di!. 


dove  il  polinomio  «'  +  è'  i'  -f  (^  i'^,  eguagliato  a  zero,  ha  per  radici  i  valori 
di  t'  che  corrispondono,  secondo  la  sostituzione  eseguita,  alle  radici  di 

Ora  nei  due  differenziali 


^~i 


V'l-14t'+t 


r     1 +"'..._. 


le  radici  dei  numeratori,  eguagliati  a  zero,  sono  in  ciascuno  gli  indici  di 
due  vertici  opposti  dell'ottaedro  che,  con  convenienti  sostituzioni  del  gruppo 
dell'  ottaedro,  possiamo  trasportare  in  0,  oo,  onde  il  primo  e  secondo  inte- 
grale nelle  (8)  si  ridurranno  (salvo  un  fattore)  al  terzo.  Scegliamo  per 
prima  sostituzione  quella  che  produco  sui  vertici  dell'  ottaedro  le  permu- 
tazioni circolari 

(0, -V^,-V^i)   ,   («,Vi",V=i)  (•) 

e  per  la  seconda  l'inversa  di  questa.  Avremo  per  la  1.^  sostituzione 


(11) 


(*)  S'iatcudc  sonipro  choVi  i  V—*  abbiamo  i  significati 


V2 


n 
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e  quindi  per  la  seconda 

Per  queste  risfieiitive  sostituzioni  risulta,  eseguendo  il  calcolo: 


ove  soltaato  rimarrà  ben  da  fissare  quale  è  il  ramo  del  radicale  da  sce- 
gliersi nel  secondo  membro. 

Se  l'indice  di  t  resta,  come  sopra,  nel  quadrilatero  abed,  gli  indici 
di  t',  t"  si  muoveranno  rispettivamente  nei  quadrilateri  adiacenti  cdd'c' , 
chV é  (fig,  10"),  Avendo  ora  F  (t'),  F  (i")  il  significato  preciso  del  n,  16, 
importa  decidere  quale  è  il  segno  da  scegliersi  nelle  formole 


(«) 


I  V->  (1  —  •  '')  F  tì  *  =  +  2 1' F  M  *' 
!  VT  (1  +  •  T')  F  (t)  *  =  +  2  t"  F  M  *' . 


Basta  per  ciò  osservare  quello  che  accade  iielP  intorno  del  punto  t^^O, 
oscurando  le  potenze  superiori  di  t.  Abbiamo 

F(0)=+i   ,    r(-VT)  =  +  |-C) 


V-i  (1— i  t')  F  (i)  *  =  V-i  di 

le 

■'  =  —^-i    ,    Fti")=-|-i-    ,     <(t"=2i* 

VT{i+it>)F(.)*  =  V7* 

2  t"  F  (.')  *  =  —  VI  A 
0  sul  tratto  rettilineo  da  0  a  — Vi  ,F(t)  è  sempre  reale  e 
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e  però  in  ambedue  le  formole  vale  il  segno  inferiore.  Le  formole  (8),  che 
definiscono  il,  possono  quindi  scriversi  nel  modo  seguente: 

(12)    x=~-R  f  2^''E{x)d^  ,   y^  —  R  j    2^'F{-c")d-  , 

3  =  B  /    2  r  F  (t)  dt , 

ove  s'intende  che  t  si  muova  entro  il  quadrilatero  ahcd,  partendo  dal 
punto  e,  G  t',  t"  seguano  i  cammini  corrispondenti  nei  quadrilateri  adia- 
centi ccf  dd,  ce'  Uh. 

219.  Indicando  con  t'o,  t"o  le  coniugate  di  t',  t",  scriviamo  le  (12}  così: 

I    x^-    r  t'  F  (^')  d^  -  f  A  Fo  iy'o)  di, 

(12*)  ]  y=-   f\"  F  (x")  di"  ~  Ck  Fo  (x-o)  d^\ 

pi  rio 

I    »  =     I     ^  F  (i:)  A  +   i    ro  Fo  (ro)  dxo  . 

Possiamo  ora  vedere  facilmente  quale  è  il  contorno  di  £,  corrispon- 
dente al  contorno  abcd  de!  quadrilatero,  in  cui  si  muove  t.  E  infatti,  se  t 
descrive  Ìl  tratto  eh,  vediamo  che 

To    descrive  e  d 

t' od 

t'o Jb 


Ora  F  (i)  è  puramente  immaginario  lungo  ed  e  però  dalle  (12*)  risulta 

ì/  =  0    ,    x-\-  B=^0     lungo  e  h . 
Similmente  si  vede  che  si  ha 

X  ^  0    ,    y  -\-  z  =  0     lungo  e  d . 

I  due  tratti  corrispondenti  del  contorno  di  S  sono  dunque  due  segmenti 
rettilinei  d'uguale  lunghezza,  inclinati  l'uno  sull'altro  di  60°. 
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Biista  ora  riferirsi  alle  proprietà  di  simmetria  osservate  al  n.  217,  per 
concluderne  che  il  contorno  di  S  è  formato  da  (Quattro  segmenti  rettilinei 
d'eguale  lunghezza,  inclinati  ciascuno  sui  due  adiacenti  di  60°.  Inoltre  segue 
dal  numero  citato  che  2  contiene  altre  due  rette,  cioè  le  congiungenti 
i  punti  medii  dei  lati  opposti;  queste  sono  normali  fra  loro  e  si  tagliano 
nel  centro  del  tetraedro  regolare.  Poiché  inoltre,  per  quanto  precede,  si  ha: 

Xi-\-  Si  =  0     ,       J/ii  -j-  «(i  =  0 , 

dalle  (10)  risulta,  come  si  era  affermato  : 
B  =  — A; 
la  lunghezza  l  degli  spigoli  del  tetraedro  è  quindi  data  da 
^  =  2  AV^  . 
220.  L'integrale 

/    2  t  F  (t)  dz  , 
dal  quale  dipende  la  nostra  superficie,  colia  sostituzione 

si  riduce  air  integrale  ellittico 


'£ 


2-V3^^^"' 


_^,3V[(2-v'3)'-f']  [(a+v'S)'-»'] 
che  definisce  t  come  funzione  ellittica  di  w  col  modulo 

A  =  (2— V"3)2; 
invero  risulta 

t  =  (2— \/"3)  sn  [{2+^/3")  w  +  K]  . 

Introducendo  così  nelle  (12)  le  funzioni  ellittiche,  possono  studiarsi 
varie  interessanti  questioni  relative  alla  superficie  minima  di  Schwarz,  in 
particolare  quelle  che  ne  riguardano  la  continuazione  analitica.  Noi  riman- 
diamo per  questo  studio  alia  raeraoria  di  Schwarz,  dalla  quale  abbiamo 
tolto  gli  sviluppi  precedenti  (*),  e  qui  ci  limitiamo  soltanto  a  constatare 


(*)  Bestimmutìy  einer  spedellen  Mmimal/iliche  WerJte,  Band.  I,  pag.  Oj  ss. 
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come  i  teoremi  di  simmetria  relativi  alle  superficie  minime,  insieme  a  con- 
siderazioni elementari  sui  grupfi  di  movimenti,  permettano  di  seguire  la 
continuazione  analitica,  in  pai-ticolare  di  osservare  la  tripla  periodicità 
della  superficie  di  Schwarz  nelle  direzioni  dei  tre  assi  coordinati. 

La  continuazione  analitica  di  S  si  ottiene  ribaltando  successivamente 
S  attorno  a  ciascuno  dei  suoi  lati  e  medesimamente  operando  sulle  por- 
zioni contigue  ottenute. 

Ora,  proponendoci  di  studiare  la  costituzione  (ìel  gruppo  G  di  movi- 
menti dello  spazio,  clie  lascia  invariata,  nella  su»  totalità,  la  superficie  di 
Schwarz,  osserviamo  che  per  ogni  tale  movimento  la  porzione  fondamen- 
tale S  andrà  in  una  congruente  1^',  alla  quale  possiamo  pure  arrivare  per 
successivi  ribaltamenti  attorno  ai  lati  di  porzioni  congruenti  a  S,  via  a  via 
contigue.  Per  ciò  il  movimento  più  generale  del  grappo  G,  che  porta  2 
in  £',  si  ottiene  combinando  il  movimento  ottenuto  per  gli  indicati  ribal- 
tamenti con  un  movimento  che  trasforma  S  in  sé  medesima.  Questi  ultimi 
movimenti  sono  evidentemente  (oltre  l'identità)  tre  soltanto  e  cioè  i  ribal- 
tamenti attorno  alle  tre  congiungenti  i  punti  medii  delle  costole  opposte 
del  tetraedro  regolare  da  cui  siamo  partiti. 

Ricordiamo  ora  che  due  movimenti  dello  spazio  A,  B  si  compongono 
in  un  terzo  movimento,  che  indichiamo  con 

BA, 

ponendo  a  destra  quello  eseguito  prima.  Se  con  A~'  indichiamo  11  movi- 
mento inverso  di  A,  il  movimento 

B'  =  A  B  A-' 

dicesi  il  trasformato  di  B  pei'  mezzo  di  A  e,  secondo  un  teorema  di  Jordan, 
esso  non  è  altro  che  il  movimento  stesso  B,  eseguito  attorno  all'  asse,  in 
cui  si  trasporta  l'asse  centrale  di  B  pel  movimento  A. 


(*)  loBDAN   —  "^t  1-  h'!  giotpes    h  e       U  (K      1'  d'  matemat'ca        'e  II 

t  n  pag  167) 

Edmb  tldmt  dqttm  Iplt 

p—  1  tldA»'4lìdI.dlp  li  it 

di        eg        AEdP        itqlidllp  PI  p 

dPdi         gtA      Qlpt  P  ptilmmtoP  yim 

I    fftt    d    ABA         p      P     h  d    t  ni    t  p     t        bf  dC     p 

PlmmtBAlptP         tpt         Q  IraditaPQ 

1  dmhAtptPP  Q  ptQhg 

rapi  rt        P  m    Q      pp    t        P        J  p  1    P     Q      1  ti 

d  1    B    tt  m      U  ti  p        I      t         m     m    t         g    t      tt 

t     p    t    P        Q 
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Il  giupiofT  SI  geneia  adunque,  combm  indo  i  iibiltamenti  elementari 
attorno  di  liti  del  quahilitero  che  limita  S  roi  tre  ribaltamenti  sopra 
indicati.  Una  piopneta  essenziale  di  questo  giuppo  che  ora  andremo  a 
riscontrare  e  quella  di  esseie  discontinuo,  cioè  di  non  contenere  moyi- 
menti  infinitesimi  (*)  "hhbo  contiene  come  sottogruppo  eccezionale  d'indice 
24,  un  gruppo  di  traslazione,  generato  da  tre  traslazioni  elementari  dì 
eguale  ampiezza  secondo  tre  direzioni  ortogonali. 

221.  Prendiamo  il  quadrilatero  fondamentale  ah  ed,  appunto  orientato 
come  risultava  nei  numeri  217,  218,  talché  ponendo 

)t  =  2  A=  — 2B  , 

per  le  coordinate  dei  vertici  avremo 

a={k,k,0)  ,    b  =  (k,0,  —  k)  ,   c=(0,0,0),    cl~{0,k,-k). 


Numerando  poi  i  lati  ab,  bc,  ed,  da  successivamente  con  1,  2,  3,  4, 
indichiamo  con  Si,  Sa,  Sa,  Si  i  movimenti  dello  spazio  che  consistono  in 
un  ribaltamento  attorno  ai  lati  1,  2,  3,  4.  Di  più  indichiamo  con  Ss,  Sa 
i  rispettivi  ribaltamenti  attorno  alle  congiungenti  i  punti  medii  dei  lati 
opposti  ah,  ed,  e  ad,  he  del  quadrilatero,  infine  con  Sj  il  ribaltamento  che 
risulta  dal  combinare  Ss,  Se,  ribaltamento  che  avviene  attorno  alla  con- 
giungente  i  punti  medii  dei  due  spigoli  soppressi  ae,  bd  del  tetraedro. 


Le  sostituzioni  elementari  del  gruppo  G-  saranno  appunto 
Si  ,  S3 ,  Sa  ,  Si  ,  Ss ,  Sg  ,  S7 


(*)  I  gruppi  discontinui  di  movimenti  sono  stati  studiati  da  SchiinfliCBB  (Math. 
AnnalBìi  Bd.  28,  29). 
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sosTmrziom  elementabi  bel  gruppo  oab 

e,  pet-  le  loro  espressioni  analitiche,  troveremo 

Si)  a!=2k—x,    tj  =  h-^z,    z'^  —  ìc-\~y 
Sa)   a/ =  —2      ,     y'^  —  y      ,    ^=^x 
Sa)  3/  =  —  X    ,    y  =  —  z     ,    2'=  —  y 
Si)a/  =  S:  +  2,    ij=%h  —  y,    ié^  —  h-\-x 
Ss)  a:;' =  3!  ,    i/  =  fc  —  y  ,    s!  =■  ^k  —  z 

S%)  a!  ^k  —  X  ,    ìj  =  y  ,    d  =  —  k~  z 

St)  a^'  =^ 7c  —  a;  ^    ■^ ^=^  —  y  ,    d  ^z    , 

dove  ogni  volta,  x,  y,  z  indicando  le  coordinate  di  un  punto  P  qualunque 
dello  spazio,  con  a/,  ?/',  d  si  denotano  quelle  del  punto  F,  in  cui  va  P  dopo 
il  corrispondente  movimento. 

Ciò  premesso,  consideriamo  i  due  movimenti  del  gruppo  G: 

T  =  Sb  Si  Sa    ,    T'=Sg  Si  S2  ; 
per  le  loro  espressioni  analitiche  troviamo 

T  =  Ss  Si  S3)    :d  =  x-\-1k  ,     y'  =  y  ,     d  =  z 

r^SeSiSa)    t;  =  x  ,     t/  =  y-{-2k  ,     d  =  z, 

onde  si  vede  che  T,  T  sono  due  traslazioni  d'ampiezza  2  k  parallele  ri- 
spettivamente agli  assi  Ox ,  Oi^.  Formiamo  inoltre  la  sostituzione  (a  pe- 
riodo 3) 

U  =  S2Si)   x'^k—y,    y'=--k  —  z,    d  =  x  —  2k 
e  la  sua  inversa 

TJ'=SiSs)   a/=2fc  +  s  ,  y'=k~x  ,    d=~k  —  y, 
e  trasformiamo  T  per  mezzo  di  U,  cioè  consideriamo  il  movimento 
T"  =  U  T  U-' . 
Vediamo  che  T"  ha  l'espressione 

T")  ai  =  x    ,    ^  =  y    ,    z'  =  z-\-2k, 

cioè  T'  è  una  traslazione  della  medesima  ampiezza  2  k  parallela  all'  asse 
delle  z.  Le  tre  traslazioni  T,  T',  T"  generano  il  gruppo  di  traslazione^  che 
indicheremo  con  F,  le  cui  operazioni  hanno  la  forma  generale 
x'  =x-\-2mh   ,    y'  =^y-\-2nk   ,    d  =  z-\-2pk , 
dove  m,  n,  p  sono  numeri  interi  qualunque  positivi  0  negativi. 
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Il  gruppo  r  è  eviiìentemeiite  un  sottogruppo  di  G  ;  di  più  esso  è  ecce- 
zionale  in  &,  cioè  permutabile  con  tutte  le  operazioni  di  G,  il  che  si  con- 
stata Bubìto  osservando  che  ciascuna  delle  operazioni  elementari 


Si  ,  Sa , 


di  G  trasforma  una  traslazione  di  T  in  un'altra  traslazione  di  Y. 

222.  Vogliamo  ora  dimostrare  che  l'indice  di  V  rapporto  a  G  è  finito 
e  precisamente  eguale  a  24,  dopo  di  che  la  discontinuità  di  G  sarà  accertata. 

Per  ciò  introduciamo,  per  brevità  di  linguaggio,  alcune  denominazioni; 
diciamo  che  due  operazioni  A,  B  di  G  sono  equivalenti  rapporto  a  I',  se  si  ha 

A=iB, 
indi 

B  =  r'  A  , 

essendo  t  una  traslazione  in  F,  e  per  significare  questa  equivalenza  scriviamo 

A  =  B. 

Ora  osserviamo  che,  se  fra  quattro  movimenti  di  G  hanno  luogo  le 
relazioni  d'equivalenza 

A  =  B     ,    A'  =  B', 


per  la  permutabilità 

di  r 

con  ogni  operazione 
AA'  =  BB'. 

i  di 

a, 

risulterà 

Ciò  premesso,  e 

posto 

come  sopra 

u  = 

^SjS,    ,    D-'  =  Si 

Ss  , 

consideriamo  le  12 

operazioni  di  G 

(  1 

, 

S,     ,           S.     , 

Si 

»)  N 

, 

DSs   ,     rs,   , 

US, 

lu- 

', u 

-'Ss     ,    TJ-S.     , 

u- 

-'S, 

due  qualunque  delle   quali  non  sono  equivalenti  rapporto  a  F,  come  ci 
accettiamo  costruendo  le  loro  espressioni  effettive,  che  sono  le  s 


r)^  =  x 

,  il  =  y      ■ 

i  =  t 

Si)  i!  =  x 

,    ì/  =  lc-ll, 

s'=  -k- 

St)  i!  =  h-x 

,    !/  =  'J        . 

i-  -i-; 

S,)  a!  =  k-x 

,     >l  =  k~y. 

3^    =    « 
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/      D)  »;  =  *-;, 

y'--i-2 

^  =  -  2  i+i 

|uS5)a;  =  !/ 

!/'  =  2 

J.  -2k+x 

j  US.)  x'  =  t-j 

S'  =  ^ 

J=  -k-x 

(  US,)  i!  =  y 

,J=-k-. 

d=  -k-x 

1       U-')  a/  =  2i+s 

-y  =  t^i 

d=^k-y 

\  U-'Ss)  a/  =  t-2 

y'-i-a, 

£=-2k+y 

U-'S,)  l!  =  k-z 

y  =  « 

z=-k-y 

[  U-'  S,)  x'  =  Zk+i 

</'  =  "' 

s!=  -2h+) 

Al  contrario,  se  componiamo  due  qualunque  delle  12  operazioni  di 
qxiesta  tabella,  il  loro  prodotto  risulta  equivalente  ad  una  delle  12  ope- 
razioni stesse,  ciò  clie  si  vede  semplicemente  osservando  le  equivalenze 
elementari  : 

Ss  TJ  =  U  Se       ,     Sb  U  =  U  St       ,     87  U  ~-  U  Se 
SsTJ-'  =  U-'S7  ,    SeU-'^U-'Sfl  ,    S7U-'  =  U-'Sb. 

Ora  l' operazione  82  di  G  non  ha  la  sua  equivalente  nel  quadro  supe- 
riore e  però,  costruendo  le  12  operazioni  di  G 

(Ss         ,     Ss  Ss         ,     Sa  Se         ,     S3  S7 
p)     I  Sa  U     ,     Sa  U  Ss      ,     Sa  U  Ss      ,     Sa  U  St 

(  Sa  U-' ,     Ss  U-'  S5  ,     Sa  U-'  Se  ,     Sa  U^'  St  , 
esse  non  saranno  equivalenti  fra  loro  né  con  le  12  a),  mentre  il  prodotto 
di  una  a)  per  una  p)  è  equivalente  ad  una  p)  e  il  prodotto  di  due  p)  ad 
una  a),  come  risulta  dalle  equivalenze  elementari 


Ss  £ 


-SaS, 


a  =  Sa  S 


USs 


=  Sa  U-' . 


Ogni  operazione  di  G  è  equivalente  ad  una  (ed  una  sola)  delle  24  ope- 
razioni a.),  p).  Per  dimostrarlo,  basta  provare  la  cosa  per  le  sostituzioni 
elementari  di  G;  ora  si  ha 


-Sa  U 


iUSs 


=  SaSe 


ciò  che  prova  la  proprietà  enunciata. 

Ogni  sostituzione  di  G  si  ottiene  quindi  prendendo  una  delle  24  sosti- 
tuzioni a),  p}  e  aggiungendo  ai  secondi  membri  della  sua  espressione  ana- 
litica multipli  arbitrarli  di  2k.  Così  adunque  è  dimostrato  il  teorema 
enunciato  : 

Il  ^uppo  di  ^novimenti  G  è  discontinuo  e  contiene  come  soUogru^o 
eccezionale  d'indice  24  il  gruppo  di  traslazioni  V. 


y  Google 


223.  Conosciuta  per  tal  modo  la  costituzione  del  gruppo  Gt  di  movi- 
menti, che  lasciano  invariata  la  superficie  di  Scliwarz,  è  facile  formarsi 
un'idea  del  modo  come  la  primitiva  poraione  £  si  continua  analiticamente, 
dando  luogo  all'intera  supertìcie  di  Scliwarz.  Questa  ammette,  come  si  è 
visto,  tre  traslazioni  elementari  in  sé  medesima  nel  senso  delle  tre  con- 
giungenti i  punti  medii  di  due  costole  opposte  nel  tetraedro  regolare  pri- 
mitivo e  di  ampiezza  eguale  al  doppio  di  questa  minima  distanza  k  fra 
due  costole  opposte.  Immaginando  lo  spazio  diviso  in  infinite  celle  cubiche 
contigue  di  iato  ^=  2^,  è  chiaro  che  basterà  conoscere  della  superficie  di 
Scliwarz  la  porzione  compresa  entro  uno  di  questi  cubi,  in  ogni  altro  cubo 
essendovi  una  porzione  della  superficie  congruente  per  traslazione  alla 
iniziale. 

Consideriamo,  come  cubo  iniziale,  quello  compreso  fra  i  quattro  piani 

Il  tetraedro  regolare,  coi  vertici  nei  punti  (n.  221) 
c  =  iO,0,0),    a^{k,k,^)    ,    ò=(i,0,— t),    d^{Q,k,—k), 

ha  i  tre  vertici  a,  b,  d  nei  punti  medii  delle  costole  del  cubo,  concorrenti 
nel  vertice  {k,  k,  —  fc)  di  questo,  e  il  quarto  vertice  e  nel  centro  del  cubo 
stesso-  Soppressi  i  due  spigoli  ea,  bd  del  tetraedro,  consideriamo  la  por- 
zione S  di  aupei-ficie  di  Schwarz  limitata  al  quadrilatero  abcd.  K]  alta  o 
S  attorno  al  lato  ed  in  Si,  indi  Si  attorno  alla  nuova  posizione  di  e 
Ti,  indi  ^2  attorno  alla  nuova  posizione  Ai  ed  e  così  di  seguito,  Otten  a  no 
cosi  6  porzioni  di  superficie  di  Schwarz  (S  compresa)  inteme  al  cui 
tutte  fra  loro  congruenti,  che  si  riuniscono  attorno  al  vertice  conu  e 
ove  hanno  lo  stesso  piano  tangente,  mentre  gli  altri  loro  vertici  sono  tutti 
in  punti  medii  delle  costole  del  cubo  {*).  Gii  effettivi  valori  delle  coor- 
dinate dei  vertici  di  queste  6  porzioni  sono  i  seguenti  : 

{k,  0,  —k)    ,    (k,  k,  0)  ,     {0,  k,  -~k) 


S)  (0,  0,  0) 

Si)  (0,0,0) 

Sa)  (0,0,0) 

Sa)  (0,0,0) 

Si)  (0,0,0) 

Se)  (0,0,0) 


{—k,k,Q)  ,  {—k,0,—k)  ,  (Q,k,—k) 

{—k,k,0)  ,  {0,k,k)           ,  (—h,0,k) 

(0,-k,k)  ,  (^k,-k,0)  ,  {~k,0,k) 

(0,  -k,  k)  ,  {k,  0,  k)           ,  {k,  —k,  0) 

{k,  0,  —k)  ,  {0,  —k,  —k)  ,  {k,  —k,  0) . 


(*)  Pec  rieoQOS  e       baanntel  tnzgmtli       dt       Itt 

utile  al  lettore  unmdll     slddl  pgldl      b     nlaimd     thl 

potranno  ineerire    C  i^  ad  lat        he  I  t        1    p                     d     t    d  1!       p    fi 
di  Schwara. 
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Ora,  se  si  prende  uno  qualunque  dei  6  quadrilateri  curvi  X,-,  la  sua 
continuazione  analitica  lungo  un  lato  uscente  da  e  è  evidentemente  fra 
le  S  stesse;  la  continuazione  analitica  di  S;  lungo  un  lato  uscente  dal 
vertice  opposto  a  e,  si  ottiene  invece  per  traslazione  d'ampiezza  2h  da 
una  delle  altre  6  porzioni  S,-.  Per  verificarlo  basterà  considerare  la  por- 
zione X,  le  altre  l>  trovandosi  nelle  medesime  condizioni.  Il  ribaltamento 
di  S  attorno  ad  ab  dà  in  effetto  la  porzione  Si  traslata  di  2t  nel  senso 
dell'asse  delie  x  eH  ribaltamento  di  S  attorno  ad  ad  dà  medesimamente 
la  porzione  S5,  trasìata  di  2k  parallelamente  all'asse  delie  y. 

Così  adunque  l'intera  regione  di  superficie  di  Schwarz  interna  al  cubo 
è  formata  dalle  6  porzioni  S;;  indi  la  superficie  si  riproduce  periodica- 
mente negli  altri  cubi,  diffondendosi  regolarmente  per  tutto  lo  spazio. 

224.  Diciamo  ora  brevemente  della  superficie  coniugata  in  applica- 
bilità, egualmente  considerata  da  Schwarz,  che  gode  anch'essa  di  pro- 
prietà notevoli,  affatto  analoghe  a  quelle  della  superficie  studiata  nei 
numeri  precedenti  (*).  In  particolare  vedremo  clie  anche  questa  nuova 
superficie  minima  S'  si  divide  in  infiniti  quadrilateri  curvi  congruenti,  a 
contomo  rettilineo,  e  in  ogni  poraione  finita  dello  spazio  entra  soltanto 
un  numero  finito  di  questi  quadrilateri.  Consideriamo  sulla  superficie  S 
primitiva  due  dei  quadrilateri  curvi  adiacenti  a  uno  spigolo  A  E  ;  i  quattro 
piani  di  simmetria  dei  due  quadrilateri  limitano  suU'  esagono  formato  dalla 
loro  riunione  un  nuovo  quadrilatero,  i  cui  lati  sono  archi  di  geodetiche 
piane  di  eguale  lunghezza  e  i  cui  angoli  sono  di  60°  per  due  vertici  op- 
posti e  di  90°  per  gli  altri  due.  Ora  sulla  superficie  S'  coniugata  in  appli- 
cabilità questo  quadrilatero  si  muta  in  un  quadrilatero  a  contorno  retti- 
lineo e  però:  La  superficie  mìnima  S'  contiene  infiniti  quadrUateri  curvi 
a  contomo  rettilineo,  i  cui  lati  hanno  eguale  lunghezza,  con  due  angoli 
di  60"  in  due  vertici  opposti  e  gli  altri  due  dì  90°  (*). 

Partendo  da  questa  osservazione,  possiamo,  affatto  analogamente  come 
nei  numeri  precedenti,  determinare  il  gruppo  di  movimenti  dello  spazio, 
che  riproduce  la  superficie  S'  e  studiare  quindi  la  continuazione  analitica 
di  ogni  quadrilatero  curvo  di  S'. 

Sia  A  B  C  D  un  tale  quadrilatero,  gli  angoli  in  A,  C  essendo  di  60° 
e  quelli  in  B,  D  di  90"  e  numerando  i  lati  AB,  BC,  CD,  DA  con  1,2,3,4, 
indichiamo  con 

Si   ,    Ss  ,    Ss  ,    S4 

i  ribaltamenti  attorno  a  questi  rispettivi  lati. 

{*)  Le  sue  equazioni  bi  ottengono  dallo  (8)  n  216,  prendendo  degli  integrali  nei 
secondi  meralin  1  coeftcìenti  dell  immaginano  anziché  1p  parti  reali 

{*)  Per  otteneio  nu  tale  ([uidriiateio,  basta  iiunire  due  faccie  di  un  ottaedro  rego- 
lare adeicnti  per  uno  spigolo  e  soiiiinmeie  lo  spigolo  lomune 
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Combinando  questi  movimenti  elementari,  possiamo  passare  da  questo 
quadrilatero  ad  ogni  altro  sulla  superficie.  Per  avere  le  operazioni  ele- 
mentari dei  gruppo  G,  che  lascia  invariata  la  superficie,  basterà  dunque 
associarvi  i  movimenti,  cbe  lasciano  invariato  il  quadrilatero  A  B  C  D. 

Ora  questi  consistono  soltanto  nel  ribaltamento  attorno  alla  congiun- 
gente i  punti  medii  di  AC,  BD,  ribaltamento  clie  indicheremo  con  Sb. 

225.  Se  con  ty  2  indichiamo  la  lunghezza  comune  dei  quattro  spi- 
gob,  si  vedrà  subito  cbe,  situando  convenientemente  il  quadrilatero  ABCD 
rispetto  agli  assi,  per  le  coordinate  dei  vertici  si  avranno  le  espressioni 

A  =  (0,0,0)  ,    B  =  {fc,0,yt)  ,    C  =  (0, 0, 2A;),    X)^{(i.k,k). 

Ne  segue  che  le  operazioni  elementari  del  gruppo  G  sono  rappresen- 
tate analiticamente  daUe  formole: 


Si)  x- 
Sa)  x' 


8l)   3!' 

Ss)  X- 


=  2k- 
=  -X 


-y 

:     2i- 


Z   ^  X 

^  =.'ik-y 

d  =  y 

d  =  1k'-z. 


Se  si  osservano  poi  le  relazioni 

Ss  Sb  Ss  =  Si     ,     Ss  hs  Ss  =^  Si  , 

si  vede  che;  L'intero  gruppo  G  si  genera  colle  tre  sostitti^ioni  elementari 
Si,  Sa,  Ss- 

Ora  consideriamo  le  due  sostituzioni  di  G 

H  :=  Si  Ss     ,     K  =  Ss  Ss  , 

cbe  hanno  le  espressioni  analitiche 

B)  x  =  2k~z  ,     %)'=  -X     ,     d  =  y 

-K)  !i  =  z  ,     ■'j^  ~x     ,     d  =  ^k-y; 

le  loro  terze  potenze  sono  le  traslazioni 

W):d  =  ^k\x     ,     y=-2i+!/     ,     d=-2,k+z 
K3)it/  =  2i+a;     ,     y'=-2h-\-y     ,     d^lk+z. 
La  trasformata  di  H^  per  mezzo  di  Sa   è  la  nuova  traslazione 

Sa  H^  Sa)  x:  ^2  k-\-x     ,     ?/'  =  2  k+y     ,    d=  -2  k+z 
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c  combinando  questa  colle  precedenti,  si  vede  che  esistono  in  G  le  due 
traslazioni 

ai  =  x-\-4:  k  ,    y'  =  y         ,    z'  =  z 
x'  =  X  ,     j/'  =  y+i  k  ,     s"  =  s  . 

Inoltre  la  trasformata  di  K*  per  Si  essendo 

SiK»Si)  a/  =  2i+a;     ,     y' =  'i.lc+y     ,     £  =  2M-z, 
risulta  che  anche  la  traslazione 

x'  =  X     ,     y  =  y     ,     d  =  z+i  k 
appartiene  a  G. 

Dunque  il  gruppo  G  contiene  tutte  le  traslazioni  della  forma 
ai  =x+^m'k     ,     ij  =  y+2  nh     ,     z'  =^z+2pk, 
dove  m,  n,  p  sono  numeri  interi  tutti  pari  o  tutti  dispari,  soggetti  cioè 
alla  condizione 

m  ^  n  ^  p  (mod  2) . 

Le  traslazioni  della  forma  precedente  formano  evidentemente  un  sot- 
togruppo r  di  G,  e,  come  ora  vedremo,  in  G  non  vi  sono  altre  trasla- 
zioni (*).  Intanto  verifichiamo  facilmente  che  F  è  eccezionale  in  G,  poicbè 
le  operazioni  elementari  Si,  Sa,  Sa  di  G  trasformano  T  in  eè  medesimo. 
Come  al  n,  222,  ripartiamo  le  operazioni  di  G  in  classi  di  operazioni  equi- 
valenti rispetto  a  V.  Se  poniamo 

Se  =  Si  S2  , 


le  tre   sostituzioni  Si,  Sa 
gmppe).  Ponendo  poi 

U  = 

,  S«   coli 
=  Si  S. 

'identità  foi 

'mano  un 
S,  , 

e  costruendo  le  24  operazioni 

'    1 

Si 

,    s. 

S, 

U       , 

USi 

,     UiSj       , 

US. 

!  u-'  , 

U-'S, 

,     D-'S,    , 

U-'S. 

1  Ss      , 

Ss  Si 

,     SsSa       , 

SsS. 

SsU  , 

S.US, 

,    SsTIS, , 

SsUSt 

^ 

■.  Si  u  , 

S,  U  Si  ,    Si  U  Si , 

rari  dì  r  possono  prender* 

Si  US. 

(*)  Per  tmskz 

ioni  dement 

li  Bvidentem 

■»+4t,   <-- 
.,j+ìik,   i. 

=  2+2 /e. 
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si  vedrà  che  esse  formano  un  sistema  completo  di  operazioni  non  equi- 
valenti rispetto  a  F,  onde  risulta: 

Il  gru^o  G  contiene  come  sottogru^o  eccezicmale  d' indice  24  il  gruppo 
di  traslazioni  T. 

In  particolare  ne  risulta  la  discontinuità  del  gruppo  G,  quindi  la  pro- 
prietà della  superficie  minima  S'  di  diffondersi  regolarmente,  in  modo  tri- 
plamente periodico,  nello  spazio. 

226.  Chiuderemo  questi  studi  sulle  superficie  d'area  minima,  ritornando 
al  problema  di  minimo  da  cui  siamo  partiti,  per  far  conoscere  nei  loro 
tratti  fondamentali  le  importanti  ricerche  di  Schwarz,  sulla  variazione 
seconda  dell'area  di  un  pezzo  di  superficie  minima  {*),  dalie  quali  risulta 
in  particolare  che  se  una  superficie  ha  in  ogni  punto  nulla  la  somma  dei 
raggi  principali  di  curvatura,  ogni  sua  porzione  convenientemente  ristretta 
gode,  rispetto  al  contorno  mantenuto  fisso,  della  proprietà  di  minimo  che 
ha  servito  a  definirla. 

Essendo  S  una  superficie  minima,  riferita  alle  sue  linee  di  curvatura 
M,  V,  sia 

ds^  =  X  (du^-^dv^) 
il  suo  elemento  lineare,  Ìndi 

rfs'^  =  —   {du^  -\-  dv^) 

quello  della  sfera  rappresentativa,  e 

,-2  =  À     ,     ri  =  —  ?. 
\  suoi  raggi  principali  di  curvatura. 

Consideriamo  una  porzione  di  S  limitata  ad  un  contorno  C  e  una  su- 
perficie S'  infinitamente  vicina  a  S,  limitata  allo  stesso  contorno.  Sopra 
ogni  normale  di  S  la  S'  staccherà  un  segmento  infinitesimo,  che  indiche- 
remo con 

essendo  e  una  costante  infinitesima  e  <^  una  funzione  di  w,  v,  che  riterremo 
finita  e  continua  insieme  alle  sue  derivate  parziali  prime  in  tutta  la  por- 
zione di  S  considerata  e  assoggettata  soltanto  ad  annullarsi  lungo  il 
contorno  C. 

Paragoniamo  l'area  di  S  racchiusa  da  C  con  quella  corrispondente 
di  8',  tenendo  conto  soltanto  dei  termini  colla  prima  e  seconda  potenza 
di  e-  Per  le  coordinate  a/,  ;/',  z"  del  punto  P'  di  S',  corrispondente  a  un  punto 
P  di  S,  abbiamo  evidentemente 

x'  =  x-i-  s'^X    ,    y'  =  y  ^È'^Y    ,    3'  =  s;  -i-  s  ^  Z . 
(*)  Werke  Bd.  I,  pag.  151  sa. 
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Calcolando  i  coefficienti  E',  F',  &  dell'elemento  lineare  di  S', 
le  formole 

du  X   du     '     dv  X    dv  ' 


otteniamo 


E'  =  ì.     1  +  2  ^  - 


ji'  ^  g2  ei  ^ 

du    dv 


,.  •t'  1  i ..  ti*'] 


a-  =  X   1  -  2  =?  + .'  f  I  + . 


(!!)■ 


La  differenza  SS  =  S' — S  delle  due  aree  è  data  quindi,  a  meno  di  infi- 
nitesimi d'ordine  superiore  al  2.°,  da 


m\ 


V3«j     '    [di) 


l'integrale  doppio  essendo  estero  alla  regione  di  S  considerata,  o,  ciò  che 
è  lo  stesso,  alla  regione  sferica  corrispondenti'.  È  questa  la  forma  data 
da  Schwarz  alla  variazione  (seconda)  dell'area  di  una  superlìcie  minima, 
dalla  quale  si  traggono,  mediante  alcnne  considerazioni  ausiliarie,  le  no- 
tevoli conseguenze  che  passiamo  ad  esporre. 

227.  Consideriamo  un'altra  superficie  minima  arbitraria,  che  si  faccia 
corrispondere  a  S  per  parallelismo  delle  normali  e  sia  H  la  regione  di 
questa  nuova  superficie  corrispondente  a  queUa  considerata  di  S;  le  due 
regioni  sono  per  conseguenza  rappresentate  sulla  medesima  regione  della 
sfera,  che  indicheremo  con  o.  Se  W  indica  la  disianza  del  piano  tan- 
gente a  S  dall'origine,  W  è  una  soluzione  dell'equazione  (n.  72) 

(14)  A'a  W  -I-  2  W  =  0  , 

essendo  à'a  W  il  parametro  difforenziale  secondo  di  AV  calcolato  per  l'e- 
lemento lineare  sferico. 

Supponiamo  ora  che  questa  soluzione  W  dell'equazione  (14),  ossia 
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non  si  annulli  in  nessun  punto  della  regione  sferica  a  né  al  contomo,  il 
che  equivale  a  dire  che  nessun  piano  tangente  in  un  punto  della  regione  S 
passi  per  l' origine.  Potremo  porre  allora  la  quantità  sotto  il  segno  inte- 
grale nella  (13)  sotto  la  forma: 

{^V  j_  f^y  _  ^1'  —  [f^  _  _t  ?^V  _!_  f^.  _  _i  swy) 

\3uJ    '^  [dvj  "l     ^  (kSu       W    duj    '^\S'v~W    dvj^ 

"^  3m    {w    Su  J  '^  3»   VW    3t)  j  ' 

talché  l'integrale  (13)  si  scinderà  in  tre  parti,  delle  quali  le  due  ultime 
sono  identicamente  nulle,  come  si  vede  integrando  per  parti  e  ricordando 
che  i|)  al  contomo  si  annulla.  Resta  adunque 


!-  f  f  \{^ì  _  1.  ?^V  _L  /^  _  Ji  ' 

2j  J  \\du     w  duJ  ^  \dv     w  ■ 


e  poiché,  per  qualsiasi  scelta  della  funzione  ^,  l'integrale  del  secondo  membro 
risulta  essenzialmente  positivo  (*)  ne  segue  che  ogni  superficie  S'  infini- 
tamente vicina  a  S  e  limitata  al  medesimo  contorno  ha  effettivamente 
un'area  maggiore  di  S.  Possiamo  enunciare  questo  risultato  sotto  la  forma 
data  da  Schwarz: 

Una  porzione  di  superficie  a  curvaiuya  media  nvUa  possiede  certamente 
V  area  minima  fra  tutte  le  superficie  infinitamente  vicine  ad  essa,  limitate 
al  medesimo  contomo,  se  esiste  una  porzione  M  di  superficie  deìla  stessa 
specie  corrispondente  per  paraUelismo  delle  nm-mali  alla  primitiva  e  tale 
che  nessun  piano  tangente  in  punti  di  M  passi  per  un  punto  fissalo  nello 
spazio. 

228.  In  particolare,  se  per  la  nuova  superficie  minima  si  prende  la 
superficie  stessa,  si  vede  che  la  porzione  considerata  di  S  godrà  effetti- 
vamente delia  proprietà  di  minimo  se,  guardata  da  un  punto  conveniente 
dello  spazio,  presenterà  per  contomo  apparente  una  linea  tutta  esterna 
alla  regione  considerata. 

Riferendoci  invece  alla  rappresentazione  sferica  o,  potremo  dire  che 
la  proprietà  di  minimo  avrà  sicuramente  luogo  se  esiste  una  soluzione  W 
della  (14*)  positiva  in  tutta  la  regione  o,  incluso  il  contorno.  Ora,  osser- 
vando p.  e.  elle  della  (14*)  sono  soluzioni  particolari 

X, Y, Z, 

(*)  L'integrale  potrebbe  infatti  a  Itiint    atmnllarBi  per 
i.=     W  {       stante)  ; 
ma  allora  -1  non  ai  annullerebbe  al      nt 
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vediamo  in  particolare  che  se  la  regione  a  è  tutta  interna  a  una  mezza 
sfera,  la  condizione  precedente  è  soddisfatta  e  conseguentemente  ogni  re- 
gione di  superficie  a  curvatura  media  nuUa,  la  cui  immagine  sferica  sia 
interna  a  una  metà  della  sfera,  godrà  della  proprietà  del  minimo  di  area. 
Osserviamo  in  fine  che  della  (14*)  si  può  dare  l'integrale  generale, 
introducendo  la  variabile  complessa 


t  =  .  +  i  p 

sulla  sfera  (n. 

191),  dopo  di  elle  essa  prende  la  forma 

(15) 

3"W        8'W              8W 
3«>   +    3,5"    +  („>-|^p>+i)  = 

Ora,  essendo  W  la  distanza  del  piano  tangente  di  una  superficie  mi- 
nima dall'  origine,  supponendo  espresse  le  coordinate  del  punto  di  contatto 
colle  forraole  (11)  n.  192  di  Weierstrass,  e  calcolando 

W^Xx  +  Yy  +  Z^, 

troveremo  per   l'integrale  generale  della  (15),  omettendo  il  fattore  nu- 


ove  f  (r)  indica  una  funzione  arbitraria  della  variabile  complessa  t 
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Capitolo  XVI. 


Geometria  pseudosferìca. 


Eappresentaaione  conforme  delle  superficie  pscndosferiche  eoi  Bemipiano  —  Motì- 
menti  (fleseioni)  della  Buperflcie  in  sé  medesima  rappresentati  da  sostituzioni  lineari 
sulla  variabile  complessa  —  Altra  rappresentazione  conforme  —  Geodeticìie  parallele  o 
angolo  di  paiallelismo  —  Trigonometria  psoudosferica  ^-  Cenno  sulla  geometria  noD- 
euclìdea.  —  Rappresentazione  di  Beltrami  —  Superficie  rappresentabili 
sul  piano  —  Per  una  aapevficie  pseudosforica  nota,  la  integrazione  della 
geodetiche  si  riduce  ad  una  equazione  dì  Kiecati. 

229.  Andiamo  ora  ad  occuparci  delle  superficie  a  curvatura  costante, 
cominciando  il  nostro  studio  dallo  stabilire  i  principii  fondamentali  della 
loro  geometria  nel  senso  stabilito  al  n.  92,  e.  VII, 

La  geometria  delle  superficie  a  curvatura  costante  nulla  o  positiva 
'  coincide  coli' ordinaria  geometria  piana  o  sferica;  ci  potremo  dunque  limi- 
tare e  ci  limiteremo  nel  presente  capitolo  allo  studio  della  geometria  sulle 
superficie  pseudosferiche,  o,  come  diremo,  alla  geometria  pseudosferica. 

A  base  delle  nostre  ricerche  porremo  una  rappresentazione  conforme 
delle  superficie  pseudosferiche  sul  mezzo  piano,  che  ha  servito  molto  util- 
mente nelle  importanti  ricerche  analitiche  di  Klein  e  Poincaré  sulle  fun- 
zioni automorfe  (Fuchsiane). 

Riterremo  l'elemento  lineare  della  superfìcie  pseudosferìca  definito 
dalla  formola 

(1)  ds^  =  (^M=  +  e  ^  dv^ , 

dove  R  è  il  raggio  della  superficie  pseudosferìca.  E  in  questi  studi  ge- 
nerali converrà  prescindere  da  qualimque  forma  speciale  di  super6cie 
che  lo  realizzi,  riferendoli  alla  moltipUcità  generale  a  due  dimensioni  a 
curvatura  costante,  per  la  quale  la  (1)  assegna  la  legge  elementare  per 
la  misura  della  distanza  di   due  punti   infinitamente  vicini.  (Cf.  n.  93, 

e.  VII).  Per  tutti  i  valori  reali  e  finiti  di  u  la  funzione  v G  =  e~^  rimane 
finita,  continua  e  positiva,  onde  ad  ogni  coppia  di  valori  finiti  e  reali  Mo,  vo 
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di  u,  t>  riguarderemo  come  corrispondente  un  punto  reale  e  a  distanza 
finita  della  superficie  e  viceversa;  valori  infiniti  di  u,  v  daranno  punti 
all'infinito  della  superficie. 

230.  Riguardando  x,  y  come  coordinate  cartesiane  ortogonali  di  un 
punto  del  piano  rappresentativo,  le  formole 

(2)  x  =  v,ì/=^Re^^ 

ci  daranno  la  rappresentazione  conforme  di  cui  sopra  è  discorso.  I  punti 
reali  e  a  distanza  finita  della  superficie  corrisponderanno  univocamente  ai 
punti  del  semipiano  y  ^>  0,  che  diremo  il  semipiano  positivo  ;  i  punti  all'in- 
finito della  superficie  hanno  per  immagine  i  punti  dell'asse  delle  x^  che 
costituirà  la  retta  limite  {*). 

Cominciamo  dall' osservare  quali  immagini  hanno  sul  piano  rappre- 
sentativo le  linee  geodetiche  della  superficie.  L'espressione  dell'elemento 
lineare  essendo  data  dalla  (1),  per  l'equazione  in  termini  finiti  delle  geo- 
detiche si  avrà  (n.  89,  pag.  168,  fonnoJa  (26)) 


\/:5 


'-J^  +  i=+^,-\/l~k'e^'^  +  i. 


essendo  k,  b  due  costanti  arbitrarie.  Per  le  (2),  la  linea  immagine  sul  piano 
ha  per  equazione 

(3)  (»'-»)' +  !/'  =  |il 

dunque:  O^i  geodetica  della  superficie  è  rappresentata  da  un  circolo  orto- 
gonale alla  retta  limite  e  eìcevi,rsa.  Si  osserverà  che  non  fanno  nemmeno 
eccezione  le  geodetiche  !'=;cost'°,  rappresentate  da  rette  normali  all'asse 
delle  X  (circoli  col  centio  all'mfinito). 

Ora,  poiché  per  due  punti  del  semipiano  passa  sempre  uno  ed  un  solo 
circolo  ortogonale  alla  retta  limite,  ne  segue  l'importante  risultato:  Bue 
punti  arbitrarti  Mi,  Ma  della  superficie  pseudosferica  possono  riunirsi  con 
una  geodetica  ed  una  soltanto 

Esaminiamo  ora  come  viene  data  nel  piano  rappresentativo  la  distanza 
geodetica  obiettiva  dei  due  punti  Mi,  Mj.  Per  l'arco  s  delle  geodetiche 
abbiamo  (n.  89) 


^|!==RIogj.>  +\/.Tf-i'ì 


(*)  Converrà  riguardare  il  piano  rappresentativo  come  piano  complesso  -li  Gauss, 
in  un  aolo  punto  airìnlìnito,  che  è  altresì  il  punto  all'infinito  dell'asso  dello  ni. 
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cioè,  per  le  (2) 


Misurando  l'arco  s  dal  punto  obiettivo  del  punto  di  massima  ordinata 


La  quantità  sotto  il  segno  logaritmico,  come  facilmente  si  vede,  è  Ìl 
rapporto  anarmonico  del  gruppo  di  quattro  punti  sul  circolo,  formato  dai 
due  punti  d'incontro  del  circolo  colla  retta  limite,  dal  punto  anzidetto  di 
massima  ordinata  e  dall'obiettivo  dell'estremo  dell'arco. 

Ne  risulta  in  generale:  La  distanza  geodetica  (lei  due  punti  ohietthi 
Mi,  Mg  si  ottiene  moltiplicando  per  R  ti  logaritmo  del  rapporto  anarmonico, 
che  i  due  punti  immagini  mi,  ma  fanno  sul  circolo  immagine  della  geodetica 
Mi  Ma  coi  due  punti  d'incontro  di  questo  cìrcolo  cdla  retta  limite. 

Se  con  fi,  jfì  indichiamo  le  ordinate  di  mi,  ma,  la  formola  clie  dà  la 
distanza  geodetica  6  dei  due  punti  obiettivi  Mi,  Ma  si  scrive: 


'fi    +l/^'-*■ 


■k^ 


dove  nel  denominatore   deveai  scegliere  il  segno  superiore  o  l'inferiore 
del  radicale  secondo  cbe  i  due  punti  mi,  ms  stanno  dalla  stessa  parte  o  da 
parti  opposte  del  punto  di  massima  ordinata. 
231.  Poniamo 

uì  =  X  -j-  iy^^v  -\-  ìR  e     " 

e  riguardiamo  i  valori  della  variabile  complessa  io  distesi  sulla  superficie 
paeudosferica,  talebè  ogni  valore  di  to  coli' ordinata  positi'ea  darà  un  punto 
della  superficie  e  viceversa;  potremo  quindi  indicare  un  punto  della  su- 
perficie col  valoi'e  corrispondente  w  della  variabile  complessa.  Abbiamo 
visto  al  capitolo  VII  che  ogni  superficie  pseudosferica  ammette  una  tripla 
infinità  di  applicabilità  o  movimenti  (con  flessioni)  in  sé  medesima  ed  ora, 
supposto  che  per  un  tale  movimento  il  punto  lu  si  trasporti  in  tu',  doman- 
deremo, come  già  per  la  sfera  (e.  III,  n.  45),  quale  è  l'espressione  ana- 
litica del  movimento.  Il  risultato  è  del  tutto  analogo  a  quello  ottenuto 
per  la  sfera  ed,  in  certo  senso,  più  semplice. 


y  Google 


APPLICABILITÀ    DELLA    STIPEEFICIE   SOPEA    8È    MEDESIMA  399 

La  figura  descritta  da  W  essendo  congruente  a  quella  descritta  da  w, 
sarà  to'  una  funzione  di  w,  restando  escluso  il  caso  che  tu'  sia  funzione 
della  coniugata  wo,  se  ammettiamo  che  la  deformazione  avvenga  in  modo 
continuo  e  vi  sia  quindi  conservazione  diretta  degli  angoli.  Così  w'  è  fun- 
zione di  0)  definita  da  prima  solo  pei  valori  di  (o  nel  semipiano  positivo; 
ma  poiché  to'  è  reale  per  w  reale  (i  punti  all'infinito  della  superficie  re- 
stando all'  infinito  dopo  il  movimento)  risulta  to'  definita  per  tutti  i  valori 
di  u)  nel  aemipiano  negativo  dalla  condizione  che,  pel  valore  tuo  coniugato 
di  (tì,  0)  assuma  il  valore  coniugato  oi'o-  Ora  basta  osservare  che  ad  ogni 
valore  di  w  ne  corrisponde  uno  solo  per  m'  e  viceversa,  per  concluderne 
che  (o'  è  funzione  lineare  di  lu: 

(5)  »'  -  i^+ l' 

<=^'  "--i^  +  s- 

Inoltre,  essendo  m'  reale  per  w  reale,  saranno  a,  p,  y,  3  reali  (a  meno 
di  un  fattor  comune  che  si  può  sopprimere);  di  più,  l'ordinata  di  io'  es- 
sendo positiva  con  quella  di  <u,  il  determinante  aS— ^y  sarà  positivo  e 
potremo  senz'altro  supporlo  eguale  a  -f  1, 

Esprimendo  ora  l' elemento  lineare  (1)  per  mezzo  della  variabile  com- 
plessa (0  e  della  coniugata  tao,  troviamo 

(5*)  ds^  =  ~  lé^V  '^'^  '^'"*'" 

Su  questa  formola  si  verifica  subito  che  la  sostituzione  lineare  (5), 
con  a,  p,  Y.  S  reali,  trasforma  l'elemento  lineare  in  se  medesimo,  onde  ab- 
biamo il  risultato: 

I  movimenti  della  superficie  'pseudosferica  in  sé  medesima  sono  rapp'e- 
sentati  dalla  sostitueione  lineare  sulla  variabile  complessa  w: 

(6)  «'-^    .    «8-Py=1, 

a  coefficienti  reali. 

232.  Per  ogni  sostituzione  (6)  vi  sono  due  valori  di  (o  che  rimangono 
fissi;  questi  sono  le  radici  dell'equazione  di  2."  grado 

C7)  ,„.  +  (8-a)„--p  =  0. 

Ora  possono  presentarsi  tre  casi  diversi,  secondo  il  segno  del  discri- 
minante 

1."  {'J--]-S)^  <Ci.  Le  radici  della  (7)  sono  complesse  coniugate;  una 
è  nel  semipiano  positivo,  l'altra  nel  semipiano  negativo.  La  prima  rap- 
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presenta  un  punto  P  della  superficie,  reale  e  a  distanza  finita,  che  rimane 
fisso  pel  mO¥Ìraento.  In  tal  caso  il  movimento,  che  si  dice  ellittico^  consiste 
in  una  rotazione  (con  fiessione)  attorno  a  P. 

2°  (a+S)'  =  i-  Le  radici  della  (7)  sono  reali  e  coincidenti.  Allora 
rimane  fisso  un  solo  punto  all'infinito  della  superficie  e  il  movimento  si 
dice  parabolico, 

S."  (a+S)*^  4.  Le  radici  della  (7)  sono  reali  e  distinte.  Se  A,  B 
sono  i  punti  rappresentativi  nel  semipiano  (sull'  asse  reale),  al  circolo  de- 
scritto sopra  il  segmento  A  B  come  diametro  corrisponde  sulla  superficie 
una  geodetica,  che  acorre  sopra  sé  medesima  durante  il  movimento.  In  tal 
caso  il  movimento  si  dice  iperbolico;  esso  consiste  in  uno  strisciamento 
(con  flessione)  della  superficie  sopra  se  medesima,  pel  quale  una  deter- 
minata geodetica  scorre  su  se  stessa. 

Un'immagine  assai  eiiiara  di  queste  tre  specie  di  movimenti  si  ha 
considerando  il  moto  di  rotazione  attorno  all'asse  delle  superficie  pseu- 
dosferiche di  rotazione  dei  tre  tipi  ellittico,  parabolico  ed  iperbolico 
(n.  99,  e.  VI). 

E  bene  confrontare  i  risultati  ottenuti  con  quelli  relativi  ai  movimenti 
in  sé  medesima  di  una  superficie  a  curvatura  costante  positiva  o  nulla, 
prendendo  a  superfìcie  tipica  la  afera  complessa  o  il  piano  complesso. 

In  ogni  caso  l'espressione  analitica  del  movimento  è  una  sostituzione 
lineare  sulla  variabile  complessa.  Per  la  sfera  abbiamo  la  formola  di 
C.ylej  (n.  45) 

—  pò  t  -|-  ao 

nel  movimento  restano  fissi  due  punti  della  sfera  diametralmente  opposti. 
Yi  ha  dunque  una  sola  specie  di  movimenti,  che  sono  sempre  efl'ettive 
rotazioni.. 

Per  il  piano  complesso  z  i  movimenti,  sono  rappresentati  dalle  sosti- 
tuzioni lineari  intere 

x!  =  ei"  z -\- C  , 

con  a  costante  reale  e  C  comples^a  Essi  si  distinguono  in  due  specie, 
secondo  che  e'''  e  diffeiente  di  1  o  no;  i  primi  sono  rotazioni  attorno 
ad  un  centro  a  distinzi  tinita    i  secondi  traslazioni. 

233.  Consideiiamo  ora  quei  movimenti  della  superficie  pseudosferica 
in  sé  medesima,  per  i  quali  vengono  permutate  le  due  faccio,  che  diremo 
movimenti  di  2."  bpecte,  mentie  diremo  di  1."  specie  quelli  sopra  conside- 
rati (*).  Per  trovare  l'espressione  analitica  dei  movimenti  di  2."  specie, 


(*}  Cf.  Kleìh-Feiceb,  —  EUiptiscke  Modulfunctionm,  Ifi'^  Bd.  pag.  196  Si 
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e  che  il  ribaltamento  della  superficie  attorno  alia  geodetica 
=  0  è  rappresentato  semplicemente  dalla  formola 


Ora,  poiché  dalla  combinazione  di  due  movimenti  di  2.' specie  risulta 
un  movimento  di  I.'  specie,  combinando  la  precedente  colla  (6),  si  ottiene 
subito  il  risultato  :  I  movimenti  di  2?  specie  della  superficie  pseudosferica 
i  dalle  sostituzioni  lineari 


a  coefficienti  reali  e  a  determinante  -—  1, 

Un  movimento  (8)  ripetuto  dà  luogo  al  movimento  di  1.'  specie 

m  _    (,._{!■,)  „  +  p  (5-,,) 

che,  supposto   dapprima   differente  dall' i denti tix,  è  necessariamente  iper- 
bolico, avendosi 


|^(a-8)»  +  2j" 


(.HS'-2:ì-()'=     (»-8)'  +  2      >■! 


Volendo  ricercare  se,  pel  movimento  (8),  vi  sono  punti  che  rimangono 
fissi,  si  osservi  dapprima  che  un  tal  punto  deve  pure  restar  fisso  pel  mo- 
vimento ripetuto  e  il  valore  di  <u  in  esso  deve  quindi  esser  reale. 

Ora  le  due  radici  della  equazione  in  a 

V  «'  -  (iS+«)  0  +  ?  =  0 
essendo  appunto  reali  e  distinte,  si  vede  che  pel  movimento  (8)  riman- 
gono fissi  due  punti  reali,  distinti  e  all'infinito  della  superfìcie,  che  sono 
altresì  i  punti  fìssi  del  movimento  ipevbohco  (8*).  La  geodetica  che  rimane 
ferma  nel  movimento  ripetuto  (8*),  rimane  pur  fissa  nel  movimento  (8)  ; 
invece  tutte  le  altre  geodetiche  cangiano  di  posizione. 

Consideriamo  ora  il  caso  particolarmente  interessante,  in  cui  la  (S) 
ripetuta  dà  luogo  alla  identità,  il  che  avviene  solo  se  Z=^a.  Allora,  per 
la  (8),  rimangono  fissi  nel  piano  w  tutti  i  punti  del  circolo 

T  (^'+«/')  -  2  a  a^  +  ^  =^  0  , 
ovvero 

(-"y)'  +  !''  =  ^. 

che  è  un  circolo  reale  normale  alla  retta  limite  {*).  Dunque:  Un  movimento 

~~         '  ■  g 

(*)  Natufaìniente,  se  '/^O,  il  circolo  è  sostituito  dalla  retta  !B  =  — nocmale  alla 
retta  limite.  "^ 
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di  S."  specie  a  periodo  2  non  è  altro  che  un  ribaltamento  della  superfìcie 
attorno  ad  una  geodetica  reale,  i  cui  punti  rimangono  tutti  fìssi. 

Da  quanto  precede  risolta  poi  subito: 

Ogni  altro  movimento  di  2."  ^ecìe  ss  ottiene,  combinando  un  ribalta- 
mento attorno  ad  una  geodetica  con  uno  scorrimento  della  superficie  in  sé 
medesima  lungo  questa  geodetica  (mmimento  iperbolico). 

Lasciamo  al  lettore  di  confrontare  questi  risultati  con  quelli  relativi 
ai  movimenti,  con  inversione  delle  faccie,  per  la  sfera  e  pel  piano. 

334.  Della  figura  immagine  dei  punti  della  superficie  pseudosferiea, 
ottenuta  al  n.  230,  facciamo  ora  una  inversione  per  raggi  vettori  reciproci, 
ponendo  il  centro  d'inversione  nel  semipiano  negativo.  La  retta  limite  si 
trasforma  allora  in  un  cìrcolo  limite;  i  punti  reali  e  a  distanza  finita  della 
superficie  sono  rappresentati  entro  al  eerohio  limite,  i  punti  all'infinito 
sulla  periferìa,  mentre  ai  punti  esterni  non  corrisponde  alcun  punto  reale 
della  superficie.  Le  geodetiche  della  superficie  saranno  rappresentate  da 
circoli  ortogonali  al  cercliio  limite  e  la  distanza  geodetica  obiettiva  di  due 
punti  si  misurerà  con  legge  perfettamente  analoga  a  quella  osservata  al 
n.  230,  pag.  398. 

Fra  i  circoli  ortogonali  al  cerchio  limite  figurano  anche  i  diametri  di 
questo  ;  le  geodetiche  obiettive  escono  da  un  punto  reale  e  a  distanza  finita 
della  superficie.  Fondandoci  su  questa  osservazione,  possiamo  stabilire  le 
formole  di  questa  rappresentazione,  partendo  dalla  forma  ellittica 


(1)' 


ds^  ^=  du^  -\-  W  senh^  (  r"  )  '^'"'^ 

dell'elemento  lineare  della  superficie  e  paragonandolo  coll'elemento  lineare 
del  piano  in  coordinate  polari 

ds^  =  d^.^  +  [j^  d^^ . 

Riducendo  ai  parametri  isometrici,  si  vede  che  la  formola  di  rappresen- 
tazione sarà 

log  tgh  (glt)  +  "  =  '»  (l«g  P+i  «)  +  »  4-  i  4, 

dove  m,  a,  b  sono  costanti  reali.  Ma,  gli  angoli  dovendo  essere  conservati 
anche  nell'intorno  dell'origine  p=0,  dovremo  prendere  m=l. 

La  costante  b  può  prendersi  nulla  e  la  k,  cangiando  la  figura  in  una 
omotetica,  può  faisi  eguale  a  1.  Così  le  formole  di  rappresentazione  sa- 
ranno semplicemente 

(9)  i'  =  'B''(irB)  '  "='' 

e  il  circolo  limite  sarà  di  raggio  =1,  avendosi  p^=l  per  m=:co, 
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235.  La  rappresentazione  ora  indicata,  come  quella  da  cui  siamo  partiti, 
ha  a  comune  colla  rappresentazione  stereografica  polare  della  sfera  l' im- 
portante proprietà  espressa  dal  teorema;  Ogni  linea  a  curvatura  geodetica 
costante  della  superficie  ha  per  immagine  un  circolo  sul  piano  e  viceiìersa. 

Per  dimostrarlo,  cominciamo  dall'  osservare  che  sopra  ogni  superficie 
pseudosferica  (come  su  qualunque  superficie  a  curvatiu'a  costante)  le  linee 
geodeticamente  parallele  ad  una  linea  a  curvatura  geodetica  costante 
hanno  pure  costante  la  curvatura  geodetica  e  formano  colle  traiettorie 
ortogonali  un  sistema  isotevmo.  Prendiamo  infatti  a  linee  coordinate  u,  v 
le  geodetiche  w=cost"  normali  a  L  e  le  loro  traiettorie  ortogonali  M=cost'', 
fra  le  quali  1»  m=0  sia  la  linea  L,  fissando  inoltre  che  il  parametro  v 
sia  l'arco  della  m=0  contato  da  un  punto  fisso  ed  u  sia  l'arco  delle  geo- 
detiche, contato  da  m^O.  L'elemento  lineare  avrà  in  conseguenza  la  forma 
{n.  96,  e.  VII): 

ds^  =  du'^^  (f{v)  e'ii-\-^  (y)  e~"R  ì    dv^ 
e  poiché  la  curvatura  geodetica 

PO       B  <pW+i.W 

della  M=0  è  per  ipotesi  costante,  ne  seguiva  per  l' elemento  lineare  una 
delle  tre  forme  tipiche  A),  B),  C)  del  n.  98,  pag.  183,  ciò  che  dimostra 
il  lemma. 

Ciò  premesso,  se  L  è  una  linea  a  curvatura  geodetica  costante  della 
superficie,  le  geodetiche  ad  essa  normali  avranno  per  immagine  un  sistema 
di  circoli,  che,  formando  parte  di  un  doppio  sistema  isotermo,  sarà  un 
fascio  (n.  91)  e  in  conseguenza  tutte  le  traiettorie  ortogonali  di  questi 
circoli,  in  particolare  l' immagine  di  L,  saranno  circoli  del  fascio  ortogonale. 

Viceversa,  se  0/  è  un  circolo  del  piano,  insieme  al  cerchio  limite  (retta 
limite)  determina  un  fascio  di  circoli,  i  cui  circoli  ortogonali  sono  im- 
magini di  geodetiche  appartenenti  ad  un  sistema  isotermo  ;  le  traiettorie 
ortogonali  di  queste  geodetiche  sono  quindi  linee  a  curvatura  geodetica 
costante. 

236.  Le  linee  a  curvatura  geodetica  costante  della  superficie  pseudo- 
sferica di  raggio  E.  si  distìnguono,  corrispondentemente  alle  tre  forme  ora 
mentovate  B)  Aj  0)  dell'elemento  lineare,  in  tre  specie  hen  distinte.  Per 

la  1."  specie  la  curvatura  { 
3."  <C.  --p- .  Dalla  immagine  piana  si  distinguono  nel  modo  seguente.  Pren- 
diamo ad  esemplo  la  rappresentazione  sul  seniipiano  e  sia 
(x— n)»4-  (ì/—b)^  =  r^ 
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l'equazione  del  circolo  immagine  della  ìinea  L.  Osseryando  clie  l'elemento 
lineare  (5*)  della  snpevficie  si  scrive 

e  applicando  la  forinola  di  Bonnet,  (e.  VI,  pag.  145),  per  la  curvatura 
geodetica  della  linea  L,  troviamo 

1—1      1 

Ciò  conferma  le  nostre  deduzioni  superiori  e  ci  mostra  inoltre  che  la 
linea  L  apparterrà  alla  1.*,  2."  o  3,'  specie,  secondo  che  it  circolo  imma- 
gine è  tutto  interno  ai  semipiano  positivo,  ovvero  tocca  l'asse 'reale,  o 
infine  lo  taglia  (*).  La  linee  L  della  1."  specie  aono  effettivi  circoli  geodetici 
col  centro  reale  e  a  distanza  finita.  L' immagine  del  centro  nel  semipiano 
positivo  è  il  punto  del  semipiano  positivo,  pel  quale  passano  tutti  i  circoli 
normali  alla  retta  limite  ed  al  cerchio  immagine  di  L.  Nel  secondo  caso 
questo  punto  viene  sulla  retta  limite  e  il  suo  punto  obiettivo  sulla  superficie 
ai  allontana  a  distanza  infinita;  perciò  le  linee  a  curvatura  geodetica  co- 

nita  e  si  dicono  anche  oricicU.  Estenderemo  in  fine  la  denominazione  di 
circoli  geodetici  anche  al  3.°  caso;  ma  allora  i  punti  base  del  fascio  di 
circoli  normali  alla  retta  limite  e  al  cerchio  immagine  sono  immaginarli 

e  però  diremo  che  le  linee  L  a  curvatura  geodetica  costante  <^.  -^j-   sono 

circoli  geodetici  a  centro  ideale.  I  circoli  di  quest'ultima  specie  possono 
anche  definirsi  come  le  linee  geodeticamente  parallele  ad  una  geodetica. 

Oaserviamo  da  ultimo  che  nella  seconda  rappresentazione  ai  distingue- 
ranno dalla  immagine  le  tre  specie  di  circoli,  secondo  che  il  cerchio  im- 
magine è  tutto  interno  al  cerchio  limite,  io  tocca  internamente,  ovvero 
lo  taglia. 

237.  Consideriamo  sopra  la  superficie  pseudosferica  una  geodetica  g 
e  un  suo  punto  o  fuori  di  j"  e  cerchiamo  come  si  comporta  il  fascio  di 
geodetiche  uscenti  da  o  rispetto  alla  geodetica  g.  Serviamoci  della  seconda 
rappresentazione  conforme,  eseguendola  in  modo  che  il  punto  o  abbia  per 
immagine  il  centro  0  del  cerchio  limite  T.  La  geodetica  g  sarà  rappre- 

(*)  In  ciuest' ultimo  caso,  indicando  con  -^  l'angolo  d'in  oli  nazione  del  circolo  im- 
niagiae  sulla  ietta  limite.  Baia  evidentemente 
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sentata  &a,  un  cerchio  G  ortogonale  a  F  e  il  fascio  di  geodetiche  uscenti 
da  0  dal  fascio  di  rette  di  centro  0.  Siano  A,  B  i  punti  ove  G  incontra  T; 
le  rette  per  0  che  cadono  entro  l'angolo  AOB  incontrano  G-  in  punti 
reali  e  le  altre  non  la  incontrano.  Sulla  superficie  le  geodetiche  obiettive 
di  OA,  OB  sono  due  geodetiche  oa,  ob,  che  diconsi  parallele  alla  g, 
essendo  i  loro  punti  d'incontro  cori g  all'infinito.  Esse  segnano  il  limite 
fra  le  geodetiche  del  fascio  (o),  che  tagliano  g  in  punti  reali,  e  quelle 
che  non  la  tagliano. 

r 


Se  dai  punto  o  caliamo  la  geodetica  op  normale  a  g,  essa  avrà  per 
immagine  la  minima  distanza  OP  di  0  dal  circolo  G;  gli  angoli  AOP, 
BOP  essendo  eguali,  sarà  pure  aop  =  bop. 

Quest'angolo  a.=aop  dicesi  angdo  di paraUdismo  del  punto  o  rispetto 
alla  geodetica  g;  esso  dipende  soltanto,  come  ora  vedremo,  dalla  distanza 
geodetica  è  =  op  del  punto  o  dalla  geodetica  g.  Per  trovare  la  relazione 
fra  a  e  S,  osserviamo  che  indicando  con  C  il  centro  di  G  (sopra  0  P)  dal 
triangolo  rettangolo  OCA  si  ricava 

CA^  +  ÒT^  =  (CP+  ofy-  =  cX^  +  OP"^  +  2  cX.  op", 
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CA 

PITOLO   IVI. 

onde 

CA  = 

2  0P 

Ora 

si  ha 

0A  =  1 

,      CA  =  tg 

e  per  1 

e  forinole  (9)  di  rappresentazione 

or- 

-^^(4)^ 

ne  risulta  per 

la  forinola  ricliiesta 

(10) 

cot  a  ^ 

=  seni,  (A)  , 

che  si 

può  scrivere  sotto  la  forma  equivalente 

(10*) 

cot 

1        _     Tf 

Dunque:  Per  ogni  punto  o  di  una  superficie  pseudosferica  passano  due 
parallele  ad  una  geodetica  fissa  g  ;  V  angolo  a.  di  paraUdistno  e 
geodetica  S  di  o  da  g  sono  legati  dalla  formala  (10)  o  ().0*). 


più  piccolo  è  S,  tanto  più  a  converge  verso  -^  ,  cioè  le  due 

geodetiche  parallele  tendono  a  confondersi  in  una  sola,  se  il  punto  o  si 
avvicina  a  g. 

238.  Prendiamo  ora  un  triangolo  geodetico  oab  della  superfìcie  ed 
effettuiamo  la  seconda  rH,ppre3entazione  conforme,  in  modo  che  l'immagina 
del  vertice  o  cada  nel  centro  0  del  cerchio  limite.  Il  triangolo  immagine 
OAB  sarà  formato  da  due  segmenti  rettilinei  OA,  OB  e  da  un  arco  di 
circolo  A  B  ortogonale  al  cerchio  limite  ;  so  con  D,  E  indichiamo  gli 
ulteriori  punti  d'incontro  di  OA,  OB  col  cerchio  AB,  il  cui  centro  sia  C 
avremo  : 

OA.OD  =  1     ,     0B.0E--1, 
ang  A  —  A  E  D     ,       ang  B  =  B  D  E 


e  quindi 


ang  A  -|-  ang  B  -f-  a 
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Conformemente  al  teorema  di  Gauss  (n.  90,  e.  VI),  si  vede  che  la  somma 
dd  tre  angoli  di  un  triaiic/olo  geodetico  è  minore  di  due  retti;  e  poiché 
l'eccesso  è  eguale  all'area  divisa  per  R^  (ibid)  e  quest'eccesso  nella  nostra 
figura  è  dato  dall'angolo  a^=AC'B,  sarà 

A  =  R'  .  (•) . 

Osserviamo  poi  che  ad  ogni  triangolo  geodetico  può  circoscriversi,  come 
nella  geometria  piana  e  sferica,  un  circolo  geodetico;  però  questo  circolo 
nel  caso  attuale  può  essere  un  effettivo  circolo  geodetico  a  centro  reale, 
ovvero  un  oriciclo,  o  infine  avere  il  centro  ideale.  Per  distinguere  i  tre 
casi  dall' immagine  piana,  basta  costruire  il  circolo  AOB  ed  osservare  se 
esso  è  tutto  mtemo  il  (,en,hio  limite    uvveio  1)  tocci  o  lo  tigha 

239.  Come  nella  geometiia  sfeue  i  cosi  nellt  pseudosfenca  un  tnin- 
golo  è  deteiminato  da  tie  suoi  elementi  e  vi   ha  quindi  luogo  di  consi 


(*)  Pftrtendc  di  iie^ta  bTirlici,  t  inoli  «.uà  tifile  il  Ltfore  dimostrile  i  aP„iienti 
teoremi  : 

1."  Se  rh  %m  tf  ungali  geodetico  d  atta  costante  ioj'ro  una  suiet/icìe  pteitdo  /enea 
rimane  fissa  la  base  in  grandezza  e  j)osi»i<mt  il  luogo  Ad  ìertice  i  un  eneoh  a  i.entto 
ideale. 

2.0  Fra  !  triangoli  geodeha  con  due  lati  di  lunghezza  assegnata  ha  l  area  mas- 
sima quello,  in  cm!  l  angolo  umpiesì  fta  i  due  l/tti  assegnati  t,  eguale  alla  somma 
degli  altri  due 

Su  questo  ultimo  toorema,  comtino  alla  geometria  piana  ed  alla  sferica,  può  fondarsi, 
come  è  ben  noto,  tutta  la  teorìa  degli  isoperimetri. 
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derare  le  relazioni  (in  numero  di  tre  indipendenti),  che  legano  i  tre  lati 
e  i  tre  angoli,  e  cioè  le  forniole  di  trigonometria  ]?seudosferÌca.  Indicando 
con  ABC  un  triangolo  geodetico,  designiamo  con  A,  E,  C  i  tre  angoli, 
con  a,b,ci  lati  opposti;  tutta  la  trigonometria  pseudosferica  è  racchiusa 
nell'osservazione  seguente: 

Le  formole  trigonmietricke  deUe  superficie  fseudosferidie  di  raggio  R 
si  deducono  da  quelle  sulla  sfera  di  raggio  R,  cangiando  in  queste  ultime 
R  m  R  \/^ . 

Con  ciò  le  funzioni  trigonometriche  dei  lati  si  cangiano  in  funzioni 
iperboliche. 

Per  dimostrare  il  teorema,  hasterà  provare  che  sussistono  le  tre  for- 
mole fondamentali 

^^^^  ''""^  (i)  _  ^"'^  ii)  „  ^^"^  (l) 


sen  A  sen  B  sen  C 

(12)  cos  A  =  sen  B  sen  C  cosh  f~]  ~  cos  B  cos  C  , 

le  quali  si  deducono,  nel  modo  indicato,  da  tre  formole  fondamentali  di 
trigonometria  sferica. 

Rappresentiamo  il  triangolo  CAB  sul  piano  in  modo  che  l'immagine 
del  vertice  C  cada  ne!  centro  C  del  cerchio  limite  e  prolunghiamo  i  lati 
rettilinei  CA,  CB  del  triangolo  immagine  ad  incontrare  ulteriormente  in 
A,  B'  il  circolo  immagine  del  terzo  lato  AB  (%.  14."),  sicché  avremo 


Fili.  H.' 

Se  le  diagonali  AB',  AB  del  quadrilatero  ABB' A  s'incontrano  in  M, 
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i  triangoli  simili  A  A'  M,  B  B'  M  ricaviamo 

AA^  :  BK  =  MA'  :  MB'  =  sen  A  :  sen  B  . 
Ora,  secondo  le  formole  di  rappresentazione,  si  ha 


«^  =  "5i'(4)  ■  «B  =  tgi.(^g). 


CA 

se..h  (1) 

OB 

CE                ^ 

seni  (^jjj 

senh  (£) 

s,nh  (1) 

sen  A  sen  B 

Il  valore  comune  di  questi  rapporti  è  chiaramente  eguale  anche  a 


sen  C      ' 
ì  quindi  sussistono  le  (11). 

Per  dimostrar)'  la  (12),  osserviamo  che  si  ha 

Cg  _  sen  A' AB' 
CA  sen  A  F  C 
GB         sen  A'B'B 


CA 

sen  B'A'A 

CB' 
CB 

=  ""''(è) 

sen  A' AB'  sen  B'À'A 
senAB'C  sen  AB' B 

Ora  avendosi 
A+B+C  =  ii-2  AB'C    ,  -A  +  B+C  =  i~2  A'B'B 
A  — B  +  C=i-2B'A'A    ,      A  +  B  — C  =  i-2A'ÀB', 
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la  precedente  può  scriversi 


'"'^^'^  [mj  =  ^M-B+c 


— —^ cos ^- —        cosA+cos{B  — C) 


eoa  A  +  cos  B  cos  C  =  sen  B  sen  C  <  cosk^  (  o^  )  "^  senh^  (  ori  )  [  ' 

formula  che  coincide  appunto  coDa  {12}. 

Al  medesimo  risultato  si  potrebbe  arrivare  direttamente,  applicando  i 
teoremi  sulle  geodetiche  delle  superficie  di  rotazione  all'elemento  lineare 

ds^  =  du^  -j-  R^  senh^  f^jdv^. 

Cosìp.  e.  le  (11)  si  deducono  subito  dal  teorema  diClairaut  {n.89,  e.  VI). 

Osservazione.  —  Neil' applicare  le  formole  di  trigonometria  pseudosfe- 
rica, si  terrà  presente  che  nella  geometria  pseudosferica  possono  presen- 
tarsi circostanze  ben  diverse  da  quelle  dell'ordinaria  geometria  sferica, 
come  p.  e.  che  un  vertice,  o  due  yerfcici,  o  infine  tutti  e  tre  i  vertici  del 
triangolo  cadono  all'infinito.  Così  p.  e.,  supposto  il  triangolo  rettangolo 
in  A,  e  applicando  la  formola 


^'ii. 


se  si  suppone  che,  rimanendo  fissi  A,  B,  il  vevtl 
finito,  risulterà 


i.»tgk  (A)  =  1 


e  la  formola  precedente  si  convertirà  nella  (10),  che  dà  l'angolo  di  paral- 
lelismo, 

240.  Nei  principali  teoremi  di  geometria  pseudosf erica,  sviluppati  nei 
numeri  precedenti,  è  TÌsihiie  una  stretta  analogia  con  quelli  della  geometria 
piana  e  sferica.  Possiamo  -vedere  a  piiori  la  ragione  di  queste  analogie, 
come  delle  differenze  fra  le  tre  geometrie.  Esaminando  infatti  gli  assiomi 
e  i  postulati  fondamentali  della  geometria  piana,  come  sono  posti  nel  primo 
libro  di  Euclide,  e  sostituendo  per  le  supeificie  pseudosferiche  la  geodetica 
alla  linea  retta,  vediamo  che,  se  si  prescinde  dal  postulato  XII  sulle  pa- 
rallele, tutti  i  rimanenti  sussistono  inalterati  nella  geometria  pseudosf  erica. 
Così  è  in  particolare  del  principio  di  sovrapponibilità  delle  figure  e  del- 
l'altro che  una  geodetica  è  individuata  da  due  suoi  punti.  Quei  teoremi 
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i  piana,  che  non  dipendono  dal  postulato  delle 
valgono  dunque  altresì  per  la  geometria  pseudosferica;  gli  altri  si  modi- 
ficano in  guisa  da  ridurai  agli  antichi,  se  il  raggio  U  della  superficie  pseu- 
dosferica si  fa  infinitamente  grande. 

Le  considerazioni  precedenti  provano  già  l' inutilità  dei  tentativi  fatti 
per  dimostrare  il  postulato  delle  parallele.  Se  questo  potesse  dedursi  logi- 
camente dagli  altri  principii,  esso  dovrebbe  pure  valere  per  le  superficie 
pseudo sferiche  nello  spazio  Euclideo. 

Effettivamente  quando  nella  geometria  piana  non  si  ammetta  il  po- 
stulato d'Euclide,  si  è  condotti  ad  una  geometria  così  detta  astratta  o 
non-euclidea,  i  cui  fondamenti  furono  posti  da  Bolyai  e  Lobafcschewsky, 
e  che  coincide  perfettamente  (ammessa  la  retta  infinita)  colla  ^ 


241.  H  primo  a  stabilire  che  i  teoremi  della  geometria  non-euclidea 
trovano  un'effettiva  interpretazione  sulle  superficie  pseudosferiche  fu  il 
Beltrami  colla  sua  celebre  memoria:  Saggio  d'interpretazione  della  geo- 
metria nmi-eiididm.  A  base  di  queste  ricerche  di  Beltrami,  sta  una  rap- 
presentazione delie  superficie  pseudosferiche  sul  piano,  la  quale  ha  colle 
rappresentazioni  sopra  studiate  la  medesima  relazione,  che  la  proiezione 
centrale  della  sfera  colla  proiezione  stereografica  polare. 

Noi  deduciamo  la  rappresentazione  di  Beltrami  da  quella  al  n,  234  nel 
modo  seguente,  indicato  da  Klein.  Immaginiamo  una  sfera  tangente  al  piano 
della  figura  rappresentativa  nel  centro  del  cerchio  limite  e  di  diametro 
eguale  al  raggio  del  cerchio  limite.  Proiettando  il  piano  stereografica- 
mente sulla  sfera  dal  polo  opposto,  il  circolo  limite  verrà  proiettato  sul- 


isfevo  inferiore,  i  punti  esterni 

al  cerchio  limite  {immagini 

nei  circoli,  il  cui  piano 

iamo  ora  i  punti  dell'  emisfeio 


l'equatore  della  sfera,  i  punti  intemi  sull'emis 
sull'emisfero  superiore  e  i  circoli  ortogonali 
delle  geodetiche  delle  superficie)  si  convertili 
è  ortogonale  al  piano  dell'equatore.  Proiettia 
inferiore  ortogonalmente  sul  piano  dell'equatore;  otterremo  una  nuova  rap- 
presentazione piana  della  superficie  pseudosf erica,  m  cui  la  regione  reale 
verrà  tutta  rappresentata  entro  il  circolo  equatoriale  e  le  geodetiche  avranno 
per  immagini  le  corde  di  questo  cerchio  limite  E  questa  la  rappresen- 
tazione di  Beltrami.  Essa  non  conserva  gli  angoh,  eccetto  quelli  intomo 
a!  centro  della  figura. 

Le  fomiole  relative  alla  rappresent\zione  di  Beltrami  possono  subito 
ottenersi,  esprimendo  analiticamente  l'indicata  costi  azione  di  Elein.  Sia  a 
il  raggio  della  sfera,  quindi  2  «quello  del  ceichio  limite,  per  le  formole 
di  rappresentazione  del  n.  234,  avremo 


'^•^  (m) 


Ora  diciamo  x,  y  le  coordinate  cartesiane  ortogonali  sul  piano  equa- 
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tonale  del  punto  corrispondente  nella  rappresentazione  di  Beltrami  e  pi,  Oi 
le  coordinate  polari;  avremo 

indi 

(13)  X  ^  a  tgh  (^j  coB  V    ,     «/==<ifcgb  (-^j  sen  ». 

Se  prendiamo  per  linee  coordinate  sulla  superficie  le  linee  (geodetiche) 
j^^cost",  (/^cost'°,  per  l' elemento  lineare  della  superficie 


troveremo  dalle  (13): 

^4J  aS    —  Il  (t(2_a;2_w2y2 

che  è  la  formola  fondamentale  di  Beltrami,  Per  quanto  sopra  abbiamo 
detto,  è  chiaro  che  in  queste  coordinate  x,  y  l'equazione  di  ogni  geodetica 
sarà  lineare  e  TÌceversa, 

242.  La  formola  (14)  per  P  elemento  lineare  delle  superficie  pseudo- 
sferiche  era  stata  ritrovata  dal  Beltrami  in  una  memoria  anteriore  (*)  ove 
è  proposto  e  risoluto  il  problema  di  cercare  le  superficie  rappresentabili 
geodeticamenie  sul  piano,  cioè  in  moilo  che  le  geodetiche  della  superficie 
aiano  rappresentate  da  rette  sul  piano.  Egli  trovò  che  le  uniche  superficie 
suscettibili  di  una  tale  rappresentazione  geodetica  sono  quelle  a  curvatura 
costante.  Noi  vogliamo  qui  rapidamente  stabilire  questo  importante  ri- 
sultato. 

Scelto  sul  piano  rappresentativo  un  sistema  cartesiano  {u,  v),  sia 

ife2  =  E  rfw^  +  2  F  (^M  dv  -f  G  dv"^ 
il  corrispondente  elemento  lineare  della  superficie.  Per  ipotesi  è 

„  =  «»  +  s, 

con  a,  b  costanti  arbitrarie,  l'integrale  generale  delle  geodetiche;  ma  la 
loro  equazione  differenziale,  scritta  sotto  la  forma  (10*)  n.  78,  e.  VI,  è: 


(*)  Annali  ài  inaiemaHca,  t.  VII,  pag.  185  (i866). 
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onde  TJsulteranno  per  E,  F,  G  le  condizioni 

(HI  1121         (221  I12| 

lin^Ui'  |2(-^|ii- 

Prendiamo  ora  le  quattro  forraole  (II)  n.  29,  pag.  51  per  la  curratiira  K, 
che  .nel  caso  nostro  diventano 


j---f!f^m'-^-m^ 

3a  ili 

'"'|-Hill2Ì~^l?!."Hir 

3    jl2| 

3»  i  1  r 

Se  deridiamo  k  1.'  rapporto  a  v,  la  2."  rapporto  a  t 

t  e  sottra^ghiamo, 

osservando  l'identità 

9E        aP        a2\            1121 

e  le  precedenti,  .troviamo 

OT              i^^!-^!!  =  <>■ 

Similmente  operando  sulle  seconde  (15),  risalta 

dp  àu 

e  da  questa,  associata  alla  precedente,  segue 

f-  =  °  .  f^  =  ». 

cioè  K:=cost",  come  si  era  asserito. 

Dimostrato  così  il  teorema,  basterà  osservare  che,  se  si  tratta  dì  una 
superficie  a  curvatura  costante  positiva,  cioè  della  sfera,  la  rappresenta- 
zione domandata  si  otterrà  combinando  la  proiezione  centrale  con  una  omo- 
grafia del  piano  rappresentativo  e  analogamente,  per  la  superficie  pseudo- 
sferica, basterà  far  seguire  da  un'  omografìa  la  rappresentazione  del  n.  241. 

243,  Nel  capitolo  VII,  q.  97  abbiamo  già  enunciato  il  teorema:  L'inte- 
grazione della  equazione  ddle  geodetiche  per  una  sujyerfiàe  data  a  curvedura 
postante  difende  da  un'equazione  differetiziàie  del  1."  ordine  del  tipo  di  Rie- 
cati.  Ci  limiteremo  qui  a  dimostrarlo  per  le  superficie  pseudosferiche,  nel 
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caso  delia  sfera  risultando  già  la  proprietà  da  quanto  si  è  detto  in  generale 
al  capitolo  IV,  li.  50  sulla  determinazìoue  di  una  superficie,  di  cui  siano 
assegnate  le  due  forme  quadratiche  fondamentali. 
Sia  duntjue 

ds'>  =!&  du^  ~\-  2^  du  dì>  -\-  G  dv^ 

V  elemento  lineare  di  una  daia  superficie  pseudosfevica  S,  il  cui  raggio  R 
faremo  per  semplicità  =;  1.  Per  risolvere  il  problema  della  ricerca  delle 
geodetiche,  basterà  conoscere  sulla  superficie  un  sistema  di  oricicli  pa- 
ralleli e  il  sistema  delle  geodetiche  normali,  che  escono  da  un  punto  couiune 
all'infinito  della  superficie,  poiché,  appena  noto  un  tale  sistema,  potremo 
fare  la  rappresentazione  conforme  del  n.  230,  e  saranno  note  tutte  le  geo- 
detiche. 

Ora  indichiamo  con  9  l' angolo,  che  le  geodetiche  del  sistema  parallelo 
supposto  fanno  colle  linee  u^^cost'",  definendolo  secondo  le  formole  fon- 
damentali pag.  63,  64  colla  formola 


\''^G—'^^dv 
^     ^   ^du  +  'Wdv  ' 

ove  du,  dv  sono  gli  incrementi  ohe  subiscono  le  coordinate  curvilinee  u,  v, 
spostandosi  lungo  una  delle  geodetiche  parallele.  Se  la  funzione  ^  {u,  v) 
è  nota,  si  avrà  l' equazione  in  termini  finiti  di  queste  geodetieìie,  effettuando 
l'integrazione  dell'equazione  differenziale 

{a)     E  sen  Qdu+{F  sen  9  —  v'EG— F^  cos  Q)dv  =  0, 

che  pel  teorema  di  Lie  (u.  39,  e.  Ili)  si  otterrà  con  quadrature.  E  simil- 
mente con  quadrature  si  integrerà  l'equazione  differenziale  degli  oricicli 
ortogonali  ; 

{b)     E  cos  9  du  +  (P  cos  Q  ~j-  \/E~G— F  sen  H)  dv^O. 

Esprimiamo  ora,  mediante  la  formola  di  Bonnet  (4*)  n.  76,  pag.  146 
che  la  curvatura  geodetica  delle  linee  («)  è  nulla  e  quella  delle  (6)  è  eguale 
a  1;  troveremo  le  due  equazioni 


1 2«  Ve  v/e 


—  r-  (VE  cos  8)  =  0 


lU^a-v\^,,A.„,\^l 


\/E  v/E 


^  sen  8     +  f  (\/E  son  8)  =  \/È  Q-P' 


3m 
Eseguendo  le  lìerivazioni  e  risolvendo  rapporto  a  ^   ,    ^  ,   coli'  in- 
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trodurre  i  simboli  di  Christoffel  e  l' angolo  oi  delle  linee  coordinate,  definito 
dalle  forinole 

cos  (u  ^=  -^^    ,     sen  oi  = ■ —  , 

\/EG  v'EG 

troviamo  per  la  funzione  incognita  0  («,  v)  le  due  equazioni 


=  -  vGsen  (0— io) 
I  la  equazione  a  differenziali  totali 


111 

V'A 

2I 

E 

s/i 

Mai 

)  — 

E 

1 21 

<;m+    v'Gson(9— w)  + 


\/ia2| 


cati.  Siccome  esiste  una  semplice  infinità  di  geodetiche  parallele,  e  quindi 
la  equazione  precedente  ammette  un  integrale  9  con  una  costante  arbi- 
traria, così  è  visibile  a  priori  che  la  condizione  d'integrabilità  per  la  (15*) 
risulterà  identicamente  soddisfatta. 

Ciò  si  potrà  constatare  facilmente,  tenendo  conto  dell'ipotesi  K=  —  1, 
e  utilizzando  la  formola  (III)  pag.  52  per  la  curvatura. 
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Trasformazioni  delie  superlicle  a  camtura 


Osservazioni  generali  sul  problema  di  dPtPiramaio  una  Bupcrfi  io  a  e  ii  vatura  co- 
stante K,  assegaataue  una  atrisoia  —  Le  bupeiriiue  pseu  do  storiche  niente  die  aasiato- 
tiche  e  le  loto  evolute  —  Esistenaa  delU  supeil  le  pseudostenca  eoo  due  asaegiiate  linee 
assintoticbe  di  diTetso  sistema  ■—  Le  congr  lenze  pseudosfenche  p  la  trisloim azione  di 
B&cliluud  —  Proprietà  di  e[ueata  trasfornnzione  —  Di,foimTzjciii  infinitesime  corrispon- 
denti delle  superfìcie  pseu^osfericàe  —  Trastormaziutie  complementare  —  Traaformaaioce 
di  Lie — Teorema  di  permutabilità  delle  trasfoimazioni  iiBàcklund  e&ue  conseguenze  — 
Elicoidi  pseudosfericte'  del  Dini  —  Superfìcie  eouiplementare  della  pseudosfera  —  Su- 
perfìcie a  curvatura  costante  positiva  -—  Trasformazione  di  HazzidaLis  —  Superficie  a 
curvatura  media  costante  —  Deformazioni  di  queste  superficie,  he  ne  conservano  i 
raggi  principali  di  curvatura. 

244.  Dopo  esserci  occupati  nel  precedente  capitolo  della  geometria 
delle  superficie  a  curvatura  costante,  andiamo  a  studiare  nel  presente 
le  loro  effettive  forme  nello  spazio. 

Cominciamo  da  alcune  osservazioni  generali  relative  al  problema  (di 
Cauchy)  della  determinazione  di  una  superficie  a  curvatura  costante  K, 
assegnata  che  ne  sia  una  striscia  analitica.  (Cf.  n.  203).  Se  con 

z  =  z  (x,  y) 
indichiamo  l'equazione  ordinaria  della  superficie  e  adottiamo  per  lo  de- 
rivate  parziali  di  .sde  solite   notazioni  di  Monge,  per  esprimere  che  la 
curvatura  della  superficie  è  la  costante  K,  avremo  la  equazione  del  2.° 
ordine 
(1)  rt_s'  =  K(l+j.'+j>)>(*). 

Assegnare  una  curva  C,  per  la  quale  la  superficie  deve  passare  e  lungo 
di  essa  i  piani  tangenti,  equivale  a  dare  lungo  C 

come  funzioni  (che  supponiamo  analitiche)  di  un  parametro,  p.  e.  l'arco  s 
(*)  Vedi  ia  fondo  al  volume  la  nota  al  capitolo  IV. 
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di  C,  I  teoremi  generali  di  Caucby  (*)  aasicurano  che  esiste  una  ed  una 
sola  soluzione  analitica  della  (1),  che  soddisfa  alle  condizioni  iniziali  im- 
poste, salvo  il  caso  eccezionale  in  cui  risulti  lungo  C 

(2)  dp  dx-]-dq  dy  =  0. 

Ora  questa  esprime  che  le  normali  assegnate  lungo  C  coincidono  colle 
binormali  della  curva  stessa  (**). 

Abbiamo  dunque  il  risultato: 

Esiste  una  ed  una  sóla  superficie  analitìca  colla  curvatura  costante  K, 
ch£  contiene  una  striscia  analitica  assegnata  ad  arbitrio.  Fa  eccezione  il 
caso,  in  cui  i  piani  tangenti  della  striscia  coincidono  coi  piani  osculatori 
della  curva. 

Esaminiamo  ora  il  caso  escluso.  Allora  la  teoria  generale  ci  dice  che 
il  problema  proposto  è  impossibile,  se  contemporaneamente  alla  (2)  non 
sussiste  l' altra 

dp  dq  —  K  {l+^'+2^)^  dx  dy  ^^0  , 
ovvero,  per  la  (2)  stessa  : 

(3)  dq^  +  K  (1+^3^+2^)  ^dx^  =  0 

ed  è  invece  indeterminato,  se  sussistono  insieme  la  (2)  e  la  (3).  Ma,  nel 
caso  di  K  positivo,  la  (3)  non  può  evidentemente  sussistere.  Ed  anche  geo- 
metricamente vediamo  subito  che  le  condizioni  del  problema  lo  rendono 
assurdo,  in  quanto  che  la  curva  C  dovrebbe  risultare  assintotica,  mentre 
per  le  superfìcie  a  curvatura  positiva  le  assintotiche  sono  immaginarie. 
Ma  se  K  è  negativo,  poniamo 

la  (3)  esprime  che  la  torsione  delia  curva  C  deve  essere  costante  =  -=-  (***), 

altrimenti  il  problema  è  impossibile,  come  risulta  anche  dal  teorema  di 
Enneper. 


(*)  Cf.  GoDRSAT,  —  Lefoijs  sur  les  iq^iations  aux  derivìes  partìeUes,  pag 

Dasbous.  —  Lejona,  t.  IH,  pag.  264. 

(**)  Invero,  adoperando  per  la  curva  C  le  aolite  aotazioni,  rcc[uazioiie 


paos^  +  ì  003  e 

differenziata, 

coU'oBservaro  la  (2),  dà: 

J.C03  5-1-3C03«. 

(***) 

Ciò 

si  vede  sobito,  osservando  le  i 

e  tenendo  conto  dollc  formole  di  Prenet. 
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Supponendo  questa  condizione  soddisfatta,  lo  sviluppo  in  serie,  che  si 
ottiene  per  la  soluzione  cercata  della  (1),  presenta  infiniti  coefficienti  inde- 
terminati. Ma,  non  essendo  dimostrata  in  questo  caso  la  convergenza  della 
serie  corrispondente,  resta  dubbio  se  il  problema  ammette  allora  effetti- 
yamente  infinite  soluzioni,  come  appare,  e  quale  grado  d' indeterminazione 
presenti.  Tutto  ciò  sarà  fra  breve  precisato  e  si  vedrà  che  il  problema  è 
veramente  indeterminato,  potendosi  ancora  dare  ad  arbitrio  un' assintotica 
del  2.°  sistema. 

245.  L'elemento  lineare  di  mia  superficie  pseudosferica  S,  la  cui  cur- 
vatura K  poniamo  per  semplicità  =  - 1,  prende  la  forma  (v,  pag,  127} 
(4)  ds^  =  rfw^  -f  2  cos  {2  0)}  du  diì  +  dv^ , 

dove  M  è  una  aoluzione  dell'equazione  a  derivate  parziali 

(5)  w  =  »(^»)- 

Indicando  con  X,  Y,  Z  ;  X',  Y',  Z'  ;  X",  T',  Z"  rispettivamente  i  coseni  di 
direzione  della  normale  e  delle  tangenti  alle  linee  di  curvatura  M-j-jJ^cost", 
u — p^cost",  dalle  formole  (30)  pag.  265  deduciamo  le  foi-moie  riassunte 
nella  tabella  seguente  (*): 

'    '  ^^  -■     liX'  +  senwS", 


I    du 

I  9X 
,   dv  " 


~>XA 


uX", 


,—    =   ;^  X"  —  CÙ3  !0  X  , 


du 


I    du 

I  3X'  3ii)      , 

'    -^—  =  -  ;r-  A    -f-  cos  (tì  A  , 

<  ax"  dm  ^, 


1  3X"        3w     , 

'  -T^r-  =^  -TT-  X.  —  sen  (i>  A, 

^    àv  àv 

;lie  per  Y,  Z  ;  Y',  Z'  ;  Y",  Z".  Indicando  con  x^  y,  z  le  coordi- 
nate del  punto  (w,  v)  sulla  S,  avremo  poi 

/     9^  VI      I  V" 

1  (0  A  -|-  cos  w  X 

w  \  °" 

:  sen  (i>  X'  +  cos  w  X", 


!   dx 
,  dv  '' 


(■")  Si  avverta  che  nelle  foimola  citato 


Xs  =  X". 
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Se  n,  Ti  denotano  i  raggi  principali  di  curvatura  della  S,  relatÌ¥Ì  alle 
rispettive  linee  di  curvatura  w-j-  j!  =  cost",  m— !'=cost'",  osservando  che 
dalie  (a),  {b)  risulta 


du 


/3X  _  dX\ 
\5u        dv) 


(6)  n  =  —  tg  ti)    ,     ra  =:  cot  w . 

Segue  subito  da  queste  formole  un  teorema,  che  dovremo  utilizzare 
più  tardi.  Consideriamo  la  congruenza  (pseudosferica)  delle  tangenti  alle 
linee  assintofciclie  di  un  sistema,  p,  e.  delle  w=:coBt'°,  e  facciamone  l' immagine 
sferica.  Indicando  con  i,  t|,  C  le  coordinate  del  punto  della  sfera  imma- 
gine del  raggio  {u,  v)  della  congruenza,  avremo: 
dx 


dv 


1  w  Z'  +  cos  w  Z" , 


onde  derivando  si  avrà,  per  le  («) 


I  ^r-  =  2  [  eoa  0)  -^-  X  —  sen  w  :^  X      , 

colle  analoghe  per  t;,  C-  Per  l'elemento  lineare  sferico  ds'  della  rappre- 
sentazione avremo  quindi 

(7)         (fo'«  =  di'  +  dfi''  4-  (IC=  =  sen^  (2  w)  du^  +  f^^)'  '^^^  ■ 

Vediamo  adunque  che  le  linee  sferiche  u,  v  corrispondenti  alle  assin- 
totiche  della  superiìcie  pseudosferica  focale  S  formano  un  sistema  orto- 
gonale (*),  che  dà  all'elemento  lineare  sferico  \a  forma  caratteristica: 


(*)  Si  può  domandare  in  generale  quando  accada  ohe  nella  immagine  sferica  di  una 
congruenza,  a  sviluppabili  eoiacidenti,  alle  assintotiehe  della  aupeiftoie  focale  corri- 
sponde sulla  sfora  un  fiistema  ortogonale.  Si  potrebbe  dimostrare  che  ciò  accade  soltanto 
quando  si  assuma  per  superficie  focale  una  superficie,  le  cui  aasintoticbe  di  un  sistema 
sono  curve  a  torsione  costante.  (Cf.  pag.  315). 
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(8)  ds'^  =  sen^  Ù  du^  +  f  -  -  ì    dv^ , 

essendo  il  {u,v)  una  soluzione  dell'  equazione 
3>il 


m 


dudv 


246.  Andiamo  ora  a  verificare  che  le  due  falde  dell'evoluta  della  su- 
perficie pseudosferica  S  sono  applicabili  sul  catenoide  (pag.  242),  il  clie 
ci  darà  occasione  di  constatare  una  notevole  circostanza. 

Consideriamo  p.  e.  la  prima  falda  Si  relativa  al  raggio  n-  Le  coordi- 
nate Xi,  z/i,  Zi  di  un  punto  mobile  sopra  Li  sono  date  da 

3:i=a;-|-tg(oX,    ii/i=!/4-tg(oT,    31— s-ftgoiZ. 

Derivando,  otteniamo  per  le  («),  Q)) 

!  ^^  _  _.!_  ^"^ 

\  ~du         cos^  là  du 
(3) 

\  1» 


-X" 


3^'-     i_3»x  +  ~L-r. 


La  normale  a  li  ba  i  coseni  di  direzione 
X' ,  T' ,  Z' , 
come  risulta  anche  dalle  formole  precedenti. 
Si  verificano  subito  le  formole 

^  du    du  '     ■^  3))    &y  ' 

le  quali  esprimono  la  nota  proprietà  (pag.  233)  che  le  assintotiche  ii  Si 
corrispondono  alle  assintotiche  della  evolvente  S. 
Formiamo  dalle  (9)  l'elemento  lineare 

dsi=dxi-\-  dij\-\-  dz^ 
di  Si  ;  troviamo 

d/,  =  -^  -\ -—  {du^  -i-2dudv  +  dv^) , 

cos*w        eos^w) 

che  ponendo 

fgw  =  p    ,     u-\-v  =  a, 

si  riduce  alla  forma  tipica  del  catenoide 

(10)  ds\  =  d^^^{l^f)dc!^. 


yGoosle 


SUPBKPICra    APPLICABILI    SUL   CATENOIDE  421 

Ora  le  normali  alla  superfìtie  p&i=udosfenca  &  lungo  un'  assmtotica,  p.  e. 
lungo  la  v=0,  formano  una  superficie  agata  S,  che  e  alla  uua  volta  appli- 
cabile sul  catenoide,  quindi  sopra  li  Le  superficie  applicabili  S,  Si  si 
toccano  lungo  l'assintotica  comune  !^=0  e  !i  LiiooatanzA  the  vogliamo 
osservare  consiste  in  ciò  che  neW  appìicabìlUa  delle  due  supe)-ficie '!^,Iii, 
i  punti  dell' assmtotica  cornane  u=0  cùì  rispondono  a  sé  stessi 

Indicando  infatti  coli' apposizione  dall'indice  o  le  quantità  x,  y,  z; 
X,  Y,  Z  prese  sopra  &  lungo  x  —0,  pei  le  coordinate  E,  t],  C  di  un  punto 
qualunque  di  S  avremo 

I  ^  a;o  +  i'  Xo    ,     vj  =  j/o  -I-  (  Yo    ,     C  =  so  +  ^  Zo , 
essendo  t  la  lunghezza  del   segmentò   di   generatrice,  che  intercede  fra 
(^,  t\,  Q  e  (a^o,  J/o,  ^o).  Ne  risulta 
(10*)  rf£2  +  dif  +  rfC  =  di^  +  (!+(')  du^ . 

I  due  elementi  lineari  (10),  (10*)  si  identificano  ponendo 

t  :=  p     ,     M  =  0  , 

e  però  la  linea,  che  sulla  S  corrisponde  nella  applicabilità  alla  v^=0  di  Si, 
sarà  data  da 

il  che  dimostra  la  proprietà  enunciata. 

247.  Dopo  questa  digressione,  riprendiamo  la  questione  alla  fine  del 
n.  244,  Ad  essa  risponde  un  teorema  già  accennato  da  Lie  e  formulato 
da  Backlund,  che  ne  ha  dato  altresì  una  dimostrazione  fondata  sopra  con- 
siderazioni infinitesimali  (*). 

II  teorema  (precisato  anche  riguardo  ai  segni  della  torsione)  si  enuncia 
così: 

Date  due  curve  C,  C  la  prima  a  torsione  +1,  la  seconda  a  torsione 
— 1,  che  escono  da  un  medesimo  punto  P  dello  spazio,  avendovi  lo  stesso 
piano  osculatore  ma  tangenti  distinte,  esiste  una  superficie  pseudosferica  S 
di  raggio  1,  che  le  contiene  ambedue  come  curve  assintoHche. 

Osserviamo  in  primo  luogo  che,  dalla  forma  (4)  dell'elemento  1 
di  S,  per  le  curvature  f 


delle  linee  assintotiche  m,  v  (che  salyo  il  segno  coincidono  collo  curvature 
!  delle  linee  stesse)  abbiamo  per  le  (5)  pag.  146 
j^__S_(2w)       j.^_3_(2m) 

p«  dv      '    ps  9m 


(*)  Otti  ytor  ecc.  pag.  Ì9.  —  Lund's  Univ.  Arrskrift,  t.  XIX, 
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Se  supponiamo  che  le  curve  C,  C  coincidano   rispettivamente  colla 
iji^Oj  M=0,  l'assegnare  la  forma  di  queste  assintotiche  equivarrà  a  dare 


in  funzione  di  m  e 

'^-»  =  » 

in  funzione  dì  v. 

Poiché  inoltre  cor 

losciamo  il  valore  iniziale  w^  di  w  in  m=0,  v=f), 

sarà  noto  w  tanto  lun 

go  la  «=0  che  lungo  la  m=0.  D'  altronde,  dovendo 

!  2  (Il  soluzione  della 

3'(2')_ 


:  sen  (2  w) , 


vediamo  che  il  teorema  enunciato  equivale,  mutate  le  notazioni,  al  se- 
guente teorema  d'analisi: 

L'equazione  a  derivate  parziali 

("'  1^  =  ™^ 

ammette  una  sohmone  z,  che  per  y=0  si  riduce  ad  una  funzione  data 
f  {x)  della  X,  e  per  x  =  0  ad  una  funzione  data  ^  (ìf)  della  y,  suppo- 
nendo 9  (0)  ^  tjj  {0}. 

Le  recenti  ricerche  di  Picard  {*)  sull'integrazione  delle  equazioni  a 
derivate  parziali  per  approssimazioni  auccessive  ci  danno  il  modo  di  dimo- 
strare in  tutto  rigore  questo  teorema,  come  ora  vedremo.  Nella  dimostra- 
zione supporremo  dapprima  soltanto  che  le  funzioni  y  {x),  (|j  (*/),  arbitra- 
riamente date,  siano  finite  e  continue  ed  ammettano  le  derivate  prime  ip  {:c), 
<Jj  {y)  pure  finite  e  continue. 

248.  Proveremo  l'esistenza  della  soluzione  cercata  ^  in  un  campo  qual- 
siasi finito  per  le  due  variabili  indipendenti  x,  y,  nel  quale  le  condizioni 
enunciate  per  y  (x),  '^  (y)  siano  soddisfatte. 

Prendiamo  dapprima  la  funzione 

zt  =  f{x)-\-^  (y)  ~^{0)=f(x)  +  'l^(^)--^  (0) , 

che  soddisfa  alle  condizioni  iniaiaSi  (di  ridarsi  a  9  (a;)  per  «/  =  0  e  a  <}»  (»/) 
per  a;  =  0)  e  inoltre  alla  equazione 


(*)  Journal  de  Mathèmatiques,  1890. 
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Indi  costruiamo  la  funzione  zt  che  soddisfa  alle  medesime  condizioni 
iniziali  ed  alla  equazione 

d^Zì   

3x  dy  ' 

Zì=^  Zi  -\-  l       j      sen  £i  dx  di/. 
Poi  da  Zi  deduciamo  una  nuova  funzione 

Zi  =:  Si  -\--  I        I     sen  Zi  dx  dy  , 
che  soddisfa  alle  condizioni  iniziali  ed  alia  equazione 


Così  continuiamo  indefinitamente,  costruendo  la  serie  infinita  di  funzioni 

(a|     Zi  ,  Zi  ,  Zi ^„  -.-  , 

ove  il  termine  generale 

sen  z„_i  dx  dy 


soddisfa  alle  condizioni  iniziali  ed  alla  ei^uazione 


Ora  asseriamo  che:  La  serie 

(12)  z  =  Zi-^  {z^—zi)  +  {zz~Z2)  +  .. .  +  {z»-z^,)  +  . . . 

converge  in  egual  grado  miro  ogni  campo  finito  per  x,y  e  rappresenta  la 
soluzione  cercata  della  (11)  (*). 

249.  Per  provare  la  nostra  asserzione  cominciamo  dall'  osservare  che, 


I  sen  31 1  <|  1 , 


(*)  La  possibilità  di  escludere  eosì  ogni  litnitasiioiie  pel  eamiio  dì  convergenza  della 
serio  \12)  è  dovuta  ad  una  recente  osservazione  di  Liadeiof  sui  metodi  di  Picard 
{pomftes  BiCndus,  26  fèvrier  1894),  osservazione  che  viene  appunto  utilizzata  nel  t^to. 
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si  ha 

(i)     \zì—zi\<\xy\. 

Ora 

23  —  Zi  = 

J 

r.f-»(^)-m 

e  poicliè 

™(-t-)<^. 

mentre  per  la  (v) 

avremo  : 

(S)     \z 

In  generale,  se  si  suppone  già  dimostrato  clie 

(.)    !s.-2„l< 


[1.2...  («-!)]" 


•'0    -'o 


Dunque  la  diseguaglianza  (s)  sussiste  in  j 
La  convergenza  in  egual  grado  della  serie  (12)  risulta  dopo  ciò  im- 
mediatamente dal  confronto  colla  serie 

^"^^'^(iT^p  ^  (1. . 2 . 3) 2  '^  ■  ■  ■  ^^  (i72:3T7^2  "'^  ■■"' 

che  converge  in  egual  grado  in  qualsiasi  campo  finito  per  la  variabile 

i  =  \xy\. 
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La  somma  dei  primi  n  termini  della  (12)  essendo  2„,  possiamo  anche 
dire  che  £:„,  al  crescere  di  n,  converge  in  egual  grado  per  tutti  i  punti 
del  campo  verso  z.  La  funzione  z  è  certamente  Anita  e  continua  e  si 
riduce  per  i/=0  a,  (p  (x)  e  per  x=<}  a  <^  {y).  Resta  a  provare  che  è  una 
soluzione  della  (11).  Ora  ciascun  termine  della  serie  (13)  ammette  la 
derivata  seconda  rapporto  ad  Xj  y  e,  per  la  (P),  la  serie  formata  con  queste 
derivate  seconde  dei  termini  della  (12)  è 
(13)  sen  «1  ■  |-  (sen  Sj— sen  z^  -\-  (aen  «3— -sen  2^) -[-...  +  (sen  s„— sen  «„_,) . . . 

La  somma  dei  primi  n  termini  della  (13)  è  sen  3„  e  al  crescere  di  n 
converge  in  egual  grado  verso  sen  z,  come  2„  verso  z.  La  (13)  è  dunque 
alla  sua  volta  convergente  in  egual  grado  e  la  sua  somma  è  sen  z.  Dunque 

la  funzione  s,  rappresentata  dalla  (12),  ammette  la  derivata  seconda  ^ — ^ 
e  si  ha 


il  che  completa  la  dimostrazione  del  teorema  enunciato. 

250.  Supponiamo  ora  che  •f{x),^  (y)  siano  funzioni  analitiche  di  x,  y 
rispettivamente,  sviluppabili  in  serie  di  Taylor  per  potenze  di  x,  y.  Anche 
sen  ZI  sarà  sviluppabile  in  serie  di  potenze  di  a;  e  1/  e  percorrendo  la  serie 
(e)  delle  funzioni  3„  costruite,  vediamo  che  ciascuna  di  esse  sarà  svilup- 
pabile in  serie  di  potenze  di  ai  e  1;.  La  serie  (12)  essendo  convergente 
in  egual  grado,  potremo  pure  convertire  la  nostra  soluzione  z  in  serie 
di  potenze 

^=Y  "2  '^-"^ì^- 
Se  si  osserva  poi  che  le  condizioni  iniziali,  cui  z  è  assoggettata,  de- 
terminano completamente,  per  (r=0,  j/=iO,  tutte  le  derivate 
d'^+^z 
Sa;""  S*/"  ' 
vediamo  che  la  soluzione  trovata  è  l'unica  soluzione  analitica  del  problema. 
Possiamo  quindi  completare  il  teorema  sulle  superficie  pseudo sferiche 
n.  247,  così: 

Se  le  due  curve  asintotiche  assegnate  G,  G  sono  curve  analiUche,  ni  ha 
una  ed  una  sola  superficie  pseudosferica  analitica,  che  le  contiene. 

Ora  osserviamo  che  il  metodo  esposto  non  esclude  il  caso  in  cui  una 
delle  due  funzioni  tp  («),  tji  (j/)  od  ambedue  si  riducono  a  costanti.  Geome- 
tricamente ciò  significa  (n.  247)  che  una  delle  due  curve  C,  C  od  ambedue 
possono  ridursi  ad  ima  linea  retta.  In  particolare  abbiamo  il  risultato:  Due 
rette  che  si  tagliano  individuano  una  ed  una  sola  superficie  pseudosferica 
(analitica)  di  raggio  assegnato,  che  le  contiene. 
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In  questo  caso  si  vede  subito  che  le 


sono  funzioni  del  prodotto  xy;  lo  stesso  accade  quindi  della  soluzione 
corrispondente  s  della  (11), 

Accenniamo  in  fine  ad  alcune  conseguenze  concementi  la  teoria  del- 
l'applicabilità e  precisamente  le  deformazioni  per  le  quali  un' assintotica 
resta  rigida  (*).  (Cf.  pag.  199).  8e  delle  due  curve  C,  C  si  tiene  fissa  la  C 
e  si  fa  variare  ad  arbitrio  la  C,  le  infinite  superficie  pseudosferiche  sono 
applicabili  in  guisa  che  l' assintotica  0  rimane  rigida.  Se  pur  facendo  va- 
riare C,  ai  tiene  fisso  l' angolo  (u^  che  C  fa  con  C,  allora  i  raggi  prin- 
cipali di  curvatura  lungo  C  restano  pure  invariabili  e  le  due  falde  della 
evoluta  si  deformano,  restando  rigida  la  corrispondente  assintotica. 

251,  I  teoremi  generali  precedenti  ci  assicurano  bensì  dell'esistenza 
delle  superficie  a  curvatura  costante  soddisfacenti  a  determinate  condizioni, 
ma  non  danno  modo  di  determinare  singole  superficie  di  questa  specie  altro 
che  per  sviluppi  in  serie.  Ora  per  le  superficie  a  curvatura  eostante  ne- 
gativa i  teoremi  sulle  congruenze  pseudo sferiche  (Cf.  pag.  269  e  315)  con- 
ducono a  particolari  trasformazioni  di  queste  superficie,  che  permettono 
di  dedurre  da  una  superficie  pseudosferica  nota  infinite  nuove.  Passando 
ad  occuparci  di  questa  teoria,  cominciamo  dal  riassumere  i  risultati  otte- 
nuti nel  teorema; 

Data  una  superficie  pseudosferica  S  di  raggio  R  e  scelto  un  angolo  arbi- 
trario a,  esistono  co^  congruenze  pseudosfericke,  di  tmi  8  è  una  falda  della 
superficie  focale;  la  distanza  dei  punU  limiti  sopra  ogni  raggio  deUa  con- 
gruenza è  eguale  ad  R  eia  disianza  dei  fuochi  a  B,  cos  a.  La  seconda  falda 
S'  deUa  superficie  focale  è  una  nuova  superficie  pseudosferica  di  raggio  E,  ; 
sopra  S,  S'  si  cwrispondono  le  linee  di  curvatura  e  le  assintoticke  e  gli 
archi  di  assintoticke  corrispondenti  sono  eguali. 

Ponendo,  come  sopra,  It  =  l  e  prendendo  pero  un  valore  arbitrario  oi, 
costruiamo  effettivamente  una  congruenza  pseudosferica  di  cui  8  sia  la 
prima  falda  della  superficie  focale  e  cos  ci  la  distanza  dei  fuochi.  Sia  Si 
la  seconda  falda  e  F^(^,  y,  z) ,  Fi^(3!i,  yi,  zi)  siano  due  fuochi  cor- 
rispondenti sopra  S,  Si  ;  indicando  con  <i)i  l'angolo  d'inclinazione  del  seg- 
mento FFi  sulla  direzione  (X",  Y",  Z")  della  linea  di  curvatura  u — w^cost", 
avremo  manifestamente 

/  Xi=^x  ~\-  cos  ai  (sen  cu,  .  X'  -|-  cos  (u, .  S") 

(14)  <  ^1  =  */  +  cos  a,  (sen  (a, .  Y'  -]■■  cos  w,  .  Y") 

(  2i^  z  -{-  cos  Oi  (sen  u>,  .  Z'  -j-  cos  <0i .  Z")  . 

(*)  Il  lettoce  poti'à  vedere  maggiormente  sviluppate  queste  conseguenze  in  uua  mia 
notii  inserita  nei  Rendiconti  dei  Lìncei  (febbraio  1894). 
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Per  determinare  la  funzione  incognita  oii  (u,  v),  esprimiamo  clie  la  con- 
gruenza così  costruita  è  paeudoaferìca.  Per  ciò  derivando  le  (14),  osser- 
vando le  {«),  (b)  (pag.  418),  troviamo  in  prirào  luogo 

-  sen  IO  -\-  cos  ai  cos  (a, ~r—~     a.  -}- 


du 


_  3J»,-«)] 


1  («,+»)  X 


(15)' 


Sai.       r  ,  a(i«,+<«)l„   , 

-^-  =     sen  la  ■+-  cos  o,  cos  u>.  ^ A  + 

9y  3» 


3  («i+^ìl 


X"  +  cos  o,  sen  («i,--»)  X  . 


a— a^         yi  —y 

^1  — 

du              du 

3^1 
du 

dxi             dìji. 

dv               3(1 

3^1 

3ì! 

nullo,  troviamo 

s  Oi  sen  («1— (o)  -  -' 

'   ■    -  +  cos  Gì  sen  ( 

.,+«.)  ^- 

Ora,  se  esprimiamo  che  il  segmento  FPi  tocca  in  P|  la  Si,  cioè  cbe 
il  deterrainaute 


3  («,+(.)  _ 


=  2  sen  (u),4-u>)  sen  (io, — tu)  . 
Poiché  inoltro  sulla  Si  le  u,  v  sono  assintotiche  ed  u,  v  sono  i  loro 
archi,  dovremo  avere 

■VI  /3xi\^       ,  -.1  '"Sxi.\^ 

2(3„-j='    ■     ^{3d='' 
onde 


du 
dv 


=  sen^  Si  sen*  (w.+w) 
=  sen^  Oi  sen^  ({d,— io) 


e  confrontando  colla  precedente,  vediamo  che,  senza  alterare  la  generalità, 
possiamo  scrivere  le  equazioni  per  io,  sotto  la  forma: 

/    3  (t^i-03)    _    1  +  SÈ 

(16)  \        ^'^  ^°^ 

)  9((0i+w)  __  1  —  sen  g 


'  sen  {wi-f  (o) 
-■-  sen  (cu,— <i>)  . 
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Viceversa,  se  Wi  soddisfa  queste  due  condizioni,  vediamo  ora  facilmente 
cbe  la  corrispondente  congruenKa,  costruita  secondo  le  formole  (14),  è  effet- 
tivamente pseudosferica.  E  infatti  le  (15)  si  scrivono  ora: 

I        !  =  I  sen  Wi  eos  (cUi-[-o>)  +  sen  a,  cos  Wj  sen  ((Oi+co)]  X'  + 

1  -l-[coswiC03{wi+u)) — seno,  sen  (Oi  sen  (wi+m)]X" — coso,  sen  ((Ui+(o)X 

I  dx 

I  -—  =  [sen  («1  cos  (toi — w)  —  sen  Ci  cos  wi  sen  (wi— (o)]  X'  -j- 

\  -4-[co3(u,  eos((Oi  ~(u}-]-seiiOisen(tìisen(iui-(u)]X"+cosaisen((Ui  — (u)X 

e   però,  indicando   coll'indice  1    le  quantità  relative   alla   superfìcie  Si, 
troviamo 

ÌXi  =  —  cos  n,  cos  IO,  X'  -)-  cos  Oi  sen  Wi  X"  —  sen  Oj  X 
X'i  ^^  (sen  (ìli  sen  (o  —  sen  i!,  cos  co,  cos  (u)  X'  -|- 
+  (cos  Wi  sen  (0  -\-  sen  Oj  sen  «i  cos  «u)  X"  -|-  cos  ^,  cos  w  X 
(X'a  =  (sen  (Oi  cos  w  -\-  sen  aj  cos  lOj  sen  cu)  X'  -|- 
-\-  (cos  («i  cos  (0  —  sen  ai  sen  Wi  sen  w)  X"  —  cos  a,  sen  (o  X  . 

Di  qui  risulta 

(19)  (k^i -\-  di/I -\-  dsi  ^=  àu^  +  2  cos  2  lOi  àu  dv  -\-  dv^ 

(20)  Xi  X  +  Yi  Y  4-  Z,  Z  =  ~  sen  a, , 

formole  che  danno  la  verifica  richiesta.  (Cf.  n,  150). 

252.  La  funzione  lO]  (m,  v)  ha  per  la  superficie  pseudosferica  trasfor- 
mata Si  lo  stesso  significato  che  m  per  la  superficie  primitiva;  essa  misura 
cioè  la  metà  dell'  angolo  delle  assintotiche  sulla  nuova  superficie.  Risulta 
già  di  qui  che  tui  sarà,  come  tu,  una  soluKione  dell'equazione  (5) 

Ma  giova  ora,  considerando  le  nostre  formole  dal  punto  di  vista  pu- 
ramente analitico,  osservare  le  conseguenze  che  ne  derivano  per  l'inte- 
grazione dell'equazione  (A). 

Essendo  oj  una  soluzione  della  (A),  per  le  due  equazioni  simultanee 
(16)  per  (0,  risulta  identicamente  soddisfatta  la  condÌ2done  d'integrabilità, 
come  si  osserva  devivando  la  prima  delle  (16)  rapporto  a  v,  la  seconda 
rapporto  a  m  e  sottraendo.  Per  ciò  la  soluzione  generale  in^  {u,  v)  delle  (16) 
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contiene  una  costante  arbitraria  G.  Possiamo   compendiare  le  (16)  nella 
equazione  a  differenziali  totali  per  w, 

/ic*\j         (14-senoi        /IVI  3<«)  (1— sena,  do>\ 

^       '  (    cos  di  ^      '         '   3m  )         '    (    cosa,  '       dv)     ' 

questa,  prendendo  per  incognita 


si  riduce  ad  una  equazione  del  tipo  di  Riccati 

(^A  =  (a  A'  +  6  A  +  e)  dM  +  (a!  A'  +■  h'  A  -j-  e')  dv  , 

essendo  a,  h,  e,  d,  b',  e'  funzioni  note  di  u,  i>. 

Basterà  dunque  conoscere  una  soluzione  particolare  (Oj  del  sistema  (IO) 
o  della  (16*),  per  dedurne  con  quadrature  la  soluzione  generale. 

Se  d'altronde  dalle  (16)  si  elimina  to,  sommando  le  equazioni  stesse 
deriyate  come  sopra  rapporto  a  v,  u,  si  trova  che  <Ui  e  alla  sua  volta  so- 
luzione della  (A). 

Così  da  una  soluzione  w  nota  della  (A),  integrando  le  (16),  si  avrà 
una  nuova  soluzione  w,  con  una  costante  arbitraria,  Partendo  ora  da  tOi 
anzicliè  da  w  (mantenendo  a  ai  lo  etesso  valore),  avremo  le  nuove  equazioni 

j  d  (%  — w,)  _  l-fsenoi  ^^^ 


du 


[         3v 
per  le  quali  è  già  nota  la  soluzione  particolare 


sen  (ws- 

COS  Oi 


basterà  quindi  una  nuova  quadratura  per  trovare  la  soluzione  generale  (U^, 
che  conterrà  una  nuova  costante  arbitraria  C.  Dopo  ciò  è  chiaro  che  l' ap- 
plicazione illimitata  del  metodo  dì  trasformazione  richiederà  soltanto,  nel- 
l' ipotesi  fatte,  successive  quadrature.  Queste  osservazioni  preliminari  tro- 
veranno poi  al  n.  259  un  notevole  complemento. 

253.  La  trasformazione,  colla  quale  si  passa  dalla  superficie  pseudosferica 
S  alla  derivata  Si,  si  dirà  la  trasformazione  di  BdcMund  dal  nome  del 
geometra  che  per  primo  la  considerò  in  tutta  la  sua  generalità. 

Indicheremo  poi  simbolicamente  con  B^^  la  trasformazione  stessa,  po- 
nendo in  evidenza  la  costante  o,,  colla  quale  essa  è  costruita.  Possiamo 
quindi  riassumere  come  segue  ì  risultati  fin  qui  ottenuti: 
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La  trasformazione  di  BiicMund  Bi,  fa  nascere  da  una  superfìcie  pseu- 
dosferica  S  una  semplice  infinità  di  nuove  superficie  pseudosferiche.  Basterà 
conoscere  una  delie  superficie  derivate  per  trovare  con  quadrature  tutte  le 
altre  e,  in  questa  ipotesi,  l'applicazione  deUa  Sa^  alle  nuove  superficie 
tichiederà  nuovamente  soltanto  quadrature. 

Osserviamo  poi  che  se  P  è  un  punto  qualunque  eli  S,  i  punti  corri- 
spondenti Pi,  sulle  prime  superficie  derivate  per  la  trasformazione  di  Ba- 
cklund  BfTj,  sono  allogati  sulla  circonferenza  di  raggio  eoa  oi  descritta 
col  centro  in  P  nel  piano  tangente.  E  la  nota  proprietà  delle  equazioni 
del  tipo  di  Riceafci,  che  il  rapporto  anarmonico  di  quattro  soluzioni  par- 
ticolari è  una  costante,  si  traduce  geometricamente  nel  teorema: 

Quattro  superficie  derivate  per  trasformazione  di  BUckkmd  B^j  da  una 
superficie  pseudosferica  S  tagliano  tutti  i  circoli  di  raggio  ^  cos  e, ,  de~ 
scritti  nd  piani  tangenti  di  S  col  centro  nd  punto  di  confatto,  in  un  gruppo 
di  quattro  punti  di  rapporto  anarmonico  costante. 

Si  osserverà  inoltre  che  questi  circoli  sono  traiettorie  isogonali  sotto 

l'angolo  -^  —  Oi  delle  superficie  derivate. 

254.  Una  congruenza  pseudosferica  essendo  una  congruenza  W  (e.  XII), 
ciascuna  falda  della  superficie  focale  è  suscettibile  di  una  deformazione 
infinitesima,  in  cui  ciascun  punto  si  muove  in  direzione  parallela  alla  nor- 
male nel  punto  corrispondente  dell'altra  ftilda,  Ne  risulta:  Ogni  super- 
ficie pseudosferica  S  è  suscettibile  di  oo  '  deformazioni  infiniiesime,  nelle  quali 
la  direzione  dello  spostamento  di  ciascun  punto  è  inclinata  di  un  angolo 
costante  arbitrario  Oi  sulla  superficie. 

La  deformazione  vorrà  fissata,  se  per  un  punto  della  superficie  si  fissa 
arbitrariamente  la  direzione  dello  spostamento.  Diciamo  inoltre,  lasciando 
la  dimostrazione  al  lettore,  che  le  deformazioni  qui  considerate  di  una 
superfìcie  pseudosferica  S  sono  le  uniche  per  le  quah  le  direzioni  degli 
spostamenti  pei  singoli  punti  di  questa  superficie  sono  inclinate  di  un  an- 
golo costante  sul  piano  tangente.  Qui  ricerchiamo  l' ampiezza  infinitesima 
s  p  dello  spostamento,  dove  p  è  una  funzione  di  u,v  eie  una  costante  infi- 
nitesima. Le  condizioni 

„  3x  SJfXJ  ^  „  to  3_(p_X0  _ 

^3x  3  (p  Xi)    ,    xi3f  5  (p  Xi)  _ 
^du       3«       ^  ^  3c      3»      ~ 
danno  concordemente,  per  le  ih)  e  per  le  (18) 
/  3  logp 1+senOi 

\  ^sr  T 

'^''  alogp^      lesena 

\      dv  cos  Oi 
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La  condiziono  d'integrabilità  si  trova,  per  le  (16),  identicamente  sod- 
disfatta, cioè  l'espressione 

(l-|-sen  0|)  cos  (aii+tu)  du  -j-  (l^sen  o,)  cos  (w,— w)  dv 

è  un  differenziale  esatto  e  risulta  dalle  (21)  stesse  (come  segue  anche 
facilmente  dalle  formolo  del  capitolo  XI)  che  p  è  una  soluzione  della  equa- 
zione per  le  deformazioni  infinitesime 

(22)  3l|,  =  pcos2.. 

D'altronde  dalle  (21)  risulta  anche 


onde  si  vede  che  la  soluzione  p  della  (22)  è  precisamente  quella  che  nella 
trasformazione  di  Moutard  (pag.  296)  serve  a  passare  dall'equazione  di 
Laplace 


(23) 

3»  3i.       '"'  ' 

di' alfa 

{33-) 

-?^  =  c»2 
du  dv 

cioè  dalla  superficie  S  alla  sua  trasformata  di  Backluiid  S„  poiché  la  tra- 
sformazione di  Moutard  cangia  appunto  gli  integrali  X,  Y,  Z  della  (23) 
negli  integrali  X,,  Yi,  Z,  della  (23*).  Si  osservi  in  fine  che,  mentre  i  punti 
della  superficie  8  nella  deformazione  considerata  subiscono  i 
proporzionali  a  p,  i  punti  della  Si  subiscono,  nella  deformazio 


255.  Consideriamo  il  caso  particolarmente  interessante,  in  cui  l' an- 
golo 01  =  0,  In  tal  caso  la  superficie  S  ed  una  superficie  Si  sono  le  due 
falde  dell'evoluta  di  una  superfìcie  W,  i  cui  raggi  di  curvatura  sono  legati 
dalla  relazione 

ri — r,  ^=  cost'"  ; 

allora  la  Si  è  la  complementare  della  S  rispetto  ad  un  sisiitema  di  geo- 
detiche uscenti  da  un  punto  fisso  all'infinito  di  S  (geodetiche  parallele} 
e  la  corrispondente  trasformazione  Bo  di  Backlund  ai  dirà  la  trasforma- 
zione complementare.  (Cf.  pag.  242  e  S32).  Le  co'  superficie  pseudosferiche 
Si,  che  la  trasformazione  complementare   fa   derivare  da  S   hanno   per 
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traiettorie  ortogonali  i  circoli  di  raggio  =  1  tracciati  nei  piani  tangenti 
della  S  col  centro  nel  punto  di  contatto;  si  ha  cioè  il  sistema  ciclico  di 
Ribaucour  (n.  186).  Le  forinole  (16)  diventano  semplicemente  in  questo  caso 

C^f^  — (».+») 

\        dv  ' 

Per  l'equazione    differenziale  delle   geodetiche   parallele,  inviluppate 
sopra  S  dai  raggi  della  congruenza  pseudosf erica,  si  trova  subito 
(25)  sen  (tOi-|-it))  du  -\-  aen  ((o^ — io)  dv=0 

e  quindi  per  l'equazione  degli  oricicli  normali  (paralleli) 
(S6)  cos  ((Oi-l-io)  du  +  cos  {coi — oi)  dv  =  0  . 

Il  1."  membro  della  (26)  è  un  differenziale  esatto  ;  come  già  si  è  osser- 
vato al  numero  precedente.  Ponendo 

([)  =  /  j  cos  (tOi-j-w)  du  -\-  cos  (oii^w)  dv  {  , 

Biha 

A,  ^  =  1     ,     Aj  <])  =  1 , 
i  parametri  differenziali  essendo  calcolati  rispetto  all'  elemento  lineare  di  S. 
Nerisulta  (n.  39,  pag,  73)  chee'r  è  un  fattore  integrante  del  1."  membro 
della  (25)  e  indicando  con  x  la  funzione,  di  cui  diventa  allora  il  differen- 
ziale esatto,  avremo: 

(        dif  ^^  cos  ((Oi-|-(o)  du  -\-  cos  (wi — io)  dv 
\  e— i'  dt  =  sen  (tó.^ià)  du -\- &m  {tùi—b>)  dv , 


(27)  du^  +  2  cos  2  to  rfw  (?ì)  +  dv^  =  df-\-e—'^'^  dx' , 

formola  che  mostra  l' elemento  lineare  di  S  ridotto  alla  forma  geodetica 
normale  della  pseudoafera. 

Sulla  complementare  Si  l' equazione  differenziale  delle  geodetiche  pa- 
rallele inviluppate  dai  raggi  della  congruenza  è  invece: 

sen  (ioi+(tì)  du  —  sen  (wi— o»)  e?»  =  0 

ed  è  e      V  un  fattore  integrante   del   1."  membro  di  questa   equazione. 
Ponendo 

(^t,  ^=e~'H]sm  (o)i4-w)  du  —  sen  (wi— w)  dv    , 
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risulterà  similmente 

(28)  fM  -\-2  cos  2iaidudv-^dv^='df  +  e'^'^  dil. 
In  fine  osser¥Ìamo  che,  indicando  con 

£ ,  1 ,  e 

i  coseni  ili  direzione  del  raggio  della  congruenza,  cioè  ponendo 

si  trova 

(29)  */e  +  (^7]' +  <^C'  =  e  — ^-J-  ^^s  _j_  g2J.  ^^!  _ 

Le  linee  t,  ti  sono  sulla  sfera  le  immagini  delle  sviluppabili  deUa  con- 
gruenza e  dividono  la  sfera  in  rettangoli  infinitesimi  d'area  costante. 

Le  formole  del  presente  numero  sono  tutte  dovute  a  Darbous,  che  le 
ha  ottenute  quale  espressione  analitica  della  trasformazione  complementare. 

256.  Insieme  alla  trasformazione  complementare  e  di  Backlund  deUe 
superfìcie  pseudosferiche,  vi  ha  luogo  di  considerare  una  trasformazione  di 
diversa  natura,  la  trasformazione  di  Lie.  Questa  è  fondata  sulla  semplice 
osservazione  che  da  una  soluzione  nota  (o  [u,  v)  della  equazione  fonda- 
mentale (5) 

x-^r-  =  sen  la  cos  cu 

se   ne   può   dedurre  una  nuova  Q  (u,  v)  con   una   costante  arbitraria  h, 
ponendo 

Si(.,.)  =  »(^.  ,  |)C). 

AUa  soluzione  to  {u,v)  corrispondeva  ima  superficie  pseudosferica  S; 
alla  nuova  soluzione  fì  corrisponderà  una  nuova  superficie  pseudosferica  S, 
perfettamente  determinata  di  forma,  che  si  dirà  la  trasfoì-mata  di  Lie 
della  S.  Per  ottenere  la  S,  converrà  integrare  un'  equazione  di  Riccati  onde 
ridurre  effettivamente  l'elemento  lineare  sferico  alla  forma 

ds''^  ==  dii^  —  2  cos  (2  Q)  du  dv  -f  dv^ . 

Posto  per  miglior  confronto  colle  formole  dei  numeri  precedenti: 


1  +  sen  e 


(*)  E  evidente  che  l'oaservaziono  utilizzata  vaie  per  tutte  le  equaBioci  della  forma 
■■--—  =  ¥  (/,,! 
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indichere    o      ut  1  cin  e  te   ,on  Ls  la  trasformazione  di  Lie,  che  cangia 
la  supp  il   e  spo  deute  alla  soluzione  <o  (M,t>)  in  quella  corrispondente  a 


■  sen  a     \ 


e  la  tri  f    maz  one  cor     pendente  al  passaggio  inverso,  ossia  Sa  inversa 
Lo',  sa  a,    emplicen  ente  L    ^. 

Ora  se  io  ono  lue  soluzioni  della  equazione  fondamentale  legate 
fra  loro  lalle  ^4)  cioè  se  appartengono  a  due  superficie  pseudosferiche 
compie  e  ta  e  co  i  f  ndichiamo  le  nuove  soluzioni,  che  si  deducono 
da  tu,  Hi  t  'ìsfora  az  o  e  L^  di  Lie,  troveremo  subito 


\  ài'  cos  a 

che  sono  ìe  formo!e  (16)  (pag,  427)  della  trasformazione  di  Backlund.  Ora 
si  passa  da  lì  a  10  colla  trasformaci  one  inversa  di  Lie  Là',  da  io  a  lOi  colla 
trasformazione  complementare  Bq,  da  w,  ad  Q,  colla  ha  e  però  da  lì  ad  iìi 
colla  trasformazione  composta 

U  Bo  L-^  ; 

e  poiché  si  passa  altresì  da  ii  ad  Qi  colla  trasformazione  Bj  di  Backlund, 
potremo  scrivere  simbolicamente 

B^  =  L^  Bo  W. 

Così  adunque  la  trasformazione  di  Backlund,  come  Lie  ha  osservato, 
può  comporsi  con  trasformazioni  di  Lie  ed  una  trasformazione  comple- 
mentare. Ciò  non  toglie  però  importanza  alla  trasformazione  di  BacMund; 
questa,  come  1»  complempntare,  si  può  realizzare  con  una  costruzione  geo- 
metrica nello  spazio,  mentre  per  la  trasformazione  di  Lie  nulla  di  simile 
avviene. 

Osservazione.  —  Vi  ha  una  classe  di  superficie  pseudosferiche,  che  non 
sono  fljio  ad  ora  studiate,  e  qui  segnaliamo  di  passaggio.  Ogni  superficie 
della  classe  in  discorso  gode  della  proprietà  di  coincidere  con  tutte  le  sue 
trasformate  di  Lie.  Per  ottenere  queste  superficie,  basta  cercare  quelle  so- 
luzioni «  della  equazione  fondamentale  che  sono  funzioni  del  prodotto  uv. 
Posto 

2»=/(,)    ,     t  =  «», 
è  da  determinarsi  f  dalla  equazione  differenziale 


'/"+/'  =  sen /■, 
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che,  ponendo  T  =  e^,  prende  la  forma 


— —  =^  e^ .  sen  f. 

Fra  queste  superficie  vi  sono  pur  quelle  che  contengono  due  rette 
concorrenti  (n.  250). 

257.  Per  l'applicazione  successila  dei  metodi  di  trasformazione  delle 
superficie  pseudo sferiche  riesce  molto  utile  un  teorema,  che  ho  denominato 
teorema  di  permutaìnlità  (*), 

Esso  si  enuncia  nel  modo  seguente: 

Se  Si,  Ss  sono  due  superflue  pseudosferiche  legate  alla  medesima  super- 
ficie psetidosferìca  S  da  due  trasformaidoni  di  Bàcidund  B^, ,  B^ j  con  co- 
stanti diverse  <ii,  Oj,  esiste  una  quarta  superficie  pseudosferica  Sa,  legata 
rispettivamente  alle  Si,  Sj  da  trasformazioni  di  Bàcklund  B'^ai  B'^i  colle 
costanti  invertite  a, ,  a^. 

E  chiaro  che  da  S  si  perviene  alla  S3,  sia  facendo  prima  Bu,  indi  B'^^, 
sia  facendo  prima  Bitj  indi  B'oj;  in  simboli 

E  flj  Bo-,  =  B  a-j  BtTj , 
onde  il  nome  di  teorema  di  fermutàhilitìi. 

Per  dimostrarlo,  riprendiamo  le  formole  del  n.  251  applicate  aUe  due 
superficie  Si,  Sj  e  cioè: 


(80) 

colle  analoghe 

(31) 


x^^x  -\-  (iO&  Oi  (sen  <o,  X'  -\-  cos  Wi  X") 
Xi  =  x-\-  cos  Oa  (sen  Wj  X'  -f-  cos  lo^  X") , 
n  y,  z,  ove  fra  tOi,  iw;  «j,  io  sussistono  le  relazioni 
/  9  {(Ili— <u)  l-fsenoi 


I  ^  ('^1+'") 


cos  Oi 


sen  (wi4  itì) 


-'  sen  (10,- 


(31«) 


(         du 
i        dv 


-  sen  (Wa+w) 


(«). 


Ammessa  l'esistenza  della  quarta  superficie  S3,  secondo  l'enunciato 
del  teorema,  indichiamo  le  quantità  relative  a  S3  coli' apposizione  dell'in- 
dice 3.  Poiché  S3  è  legata  ad  Si  da  una  trasformazione  B'itj,  dovremo 
avere  per  le  (14),  (18)  n.  251: 


(')  Veggasi  la  mia  nota:  StiMa  trasfo 
cademia  dei  Lincei,  serie  5»,  voi.  I,  2," 


di  BikUwnd  nei  Rendiconti  delI'Ao- 
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a^g  =  a^i  -|-  cos  02  sen  (03    (seti  oii  sen  co  — sen  Oicos  Wi  cos  01)  X'  4- 
-j-  (cos  Mi  sen  w  -f-  sen  Oi  sen  Wi  cos  w)  X"  -[-  cos  e,  cos  <o  X  !  4" 
-\-  cos  ^4  cos  (03  !  sen  («1  cos  10  -|-  sen  Oj  cos  tOi  sen  w)  X'  + 
-|-  (cos  Wi  cos  w  —  sen  Oi  sen  coi  sen  io)  X"  —  cos  a^  sen  to  X  !  . 
D'altronde,  essendo  S3  legata  a  S^  da  B'rri,  sarà  altresì 

%  ^=  ^t  "H  cos  Ci  sen  Wj    {sen  Wj  sen  (u  — ■  sen  ij;  cos  (Uj  cos  <o)  X'  + 
-f  (cos  toj  sen  to  +  sen  oj  sen  Wj  cos  w)  X"  +  cos  Oj  cos  io  X  |  + 
-)-  cos  a,  cos  (1)3  j  (sen  163  cos  o»  +  sen  o^  cos  Wj  sen  w)  X'  + 
~{-  (cos  tOa  cos  01  —  sen  a^  sen  (O;  sen  w)  X"  —  cos  Oj  sen  (u  5  |  . 

Dal   paragone  delle  duo  espressioni  di  x^,  tenendo   conto  delle  (30), 
de  ciuci  ani  o  : 

cos  Ci  sen  Wi  +  cos  c^  sen  (O3  (sen  Wi  sen  <u  —  sen  a,  cos  (Oi  cos  tu)  -4- 

4"  cos  03  cos  tuj  (sen  loi  cos  w  +  sen  Oì  cos  lOi  sen  w)  =  cos  Oj  sen  lo^  -|- 
-|-  cos  Oi  sen  tOj  (sen  Ws  sen  w  —  sen  Os  cos  («s  cos  to)  + 
+  cos  Oi  cos  0)3  (sen  tog  cos  w  -|-  sen  Oj  cos  0)3  sen  to) , 

cos  Oi  cos  tOi  -|-  cos  Oj  sen  toj  (cos  tOi  sen  to  -j-  sen  Ci  sen  Wi  cos  to)  -|- 

-|-  cos  Cg  cos  1O3  (cosiwicos  IO  —  sencisen  tOi  sento)^cosOjCOStó2  4- 
4"  cos  Oi  sen  (03  (cos  m^  sen  10  -i-  sen  a,  sen  tOj  cos  to)  4" 
+  cos  a,  cos  103  (cos  (0;  cos  to  —  sen  a^  sen  to»  sen  to) . 

Queste,  moltiplicate  una  prima  volta  per  sen  Wi,  cos  m,,  una  seconda 
per  sento,,  cos  toj  e  ogni  volta  sommate,  danno  le  due  equazioni: 

Ìcos  o,  sen  Oj  sen  (to; — (0^)  sen  (toj— to)  + 
+  [cosa,  cos  (<% — (Oi)— COSCs]  C0s{lf>3 — <«)  =  COSOi — cos Oj cos  ((Uj— (Di)  , 
—  cos  «s  sen  e,  sen  (lo^ — t»i)  sen  (to,— to)  -(- 
4- [cos  Cj  cos  (Wj — tOi) — COSOi]  cos  (0J3  — to)  =^C0S02 — COSOi  COS(l02  — tOi)  , 

Risolvendo  queste  ultime  rapporto  a  sen  {(Ug— to),  cos  (to^ — to),  si  otten- 
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gono  le  due  forinole: 

,'          .          ,                    (sen  3i— sen  Cs)  sen  (toj— u),) 
3en(u)3— <o)  — r— j ■ ■ ^ 

\  cos  ai  cos  ^2  cos  (tOj— -tOi)  -|~  sen  Oi  sen  o^  ^  1 

(32) 

I         ,         .COS  a,  cos  0,  +  (sen  i,  sen  o»— 1)  cos  (io» — mi) 
eoa  (U)3— w}  =  ^-^7 r— ^ ^ ^  , 

\  cos  a,  cos  Os  cos  ((Uj— (Oi)  -j-  sen  oj  sen  o; — ■  1 

le  quali  sono   compatibili,  essendo  la  somma  dei   quadrati  dei   secondi 
membri  eguali  a  1. 

Possiamo  "sostituirle  coli'  unica  formola  seguente 

(33)  tang  (^)  =   ^^^"^^  tang  (-^^)  . 

258.  L'analisi  precedente,  nell'ipotesi  dell'esistenza  della  quarta  su- 
perficie Sg ,  ci  ha  fornito  la  formola  (33)  (o  le  (32)  )  che  la  individua.  Ora 
possiamo  facilmente  verificare  che  la  superficie  Sa,  così  individuata,  soddisfa 
effettivamente  a  tutte  le  condizioni  del  teorema  di  permutabilità.  Per  ciò 
basterà  provare  che  la  funzione  (Ug,  definita  dalla  (33),  è  da  una  parte 
legata  ad  (Oi  dalie  formolo 

/  3  K  — Oli)         1+senos 
""■^^       =  sen  ((u^4-oii) 


le  quali  esprimono  che  da  Si  si  passa  a  S3  colla  trasformazione  di  Ba- 
cklund  D'i!,  e  similmente  oi,  è  legata  ad  Wj  dalle  altre 


(cO 


I  d  (itìg-^-Wj)  1 — senoi 


le  quali  esprimono,  alla  loro  volta,  che  da  Sa  si  passa  a  S3  con  una  tra- 
sformazione BVj. 

Ora,  per  dimostrare  ad  esempio  le  (e),  basta  derivare  rapporto  ad  u,  v 
la  (33)  ed  osservando  le  (32),  combinando  opportunamente  colle  (31),  si 
troveranno  le  (e)  identicamente  verificate.  Similmente  dicasi  per  le  (d). 

Dimostrato  così  il  teorema  di  permutabilità,  osserveremo  che  quattro 
punti  corrispondenti  sulle  quattro  superfìcie  pseudoaferiche  S,  Si,  Sj,  S3 
segnano  i  vertici  di  un  quadrilatero  sghembo,  di  cui  due  lati  opposti  ser- 
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bano  la  lunghezza  costante  cos  Oi  e  gli  altri  due  la  lunghezza  cos  Oj,  E 
quadrilatero,  serbando  inalterate  le  lunghezze  dei  lati,  si  muove  nello  spazio 
in  guisa  che  i  suoi  quattro  vertici  descrivono  le  quattro  superficie  pseu- 
dosferiche  e  i  due  lati  concorrenti  in  un  vertice  giacciono  nel  piano  tan- 
gente della  corrispondente  superficie. 

259.  Supponiamo  che  di  una  superficie  pseudosferica  S,  corrispondente 
alla  soluzione  tu  della  equazione  fondamentale  (5),  si  conoscano  tutte  le 
trasformate  di  Backlund,  cioè  si  sappia  integrare  per  ogni  yalore  della 
costante  a  il  sistema 

,  3  (ip  —  (o)  1  -|-  SI 

\  '    hi 

(34) 

9(y-]_o>)        I-sena         .         . 

— ^V — -  = sen  {?— w), 

\  dv  cos  a  ^t        y. 

per  cui  si  conosca  la  soluzione 

f  {u,  V,  a,  C) 

della  equazione  fondamentale  (5)  colle  due  costanti  arbitrarie  a,  C.  Segue 
allora  dal  teorema  di  permutabilità:  Per  ciascuna  delle  superficie  pseudo- 
sferiche  derivate  da  S  si  potranno  determinare  con  soli  calcoli  algebrici  e 
di  derivandone  tutte  le  trasformate  di  Backlund.  A 

Sia  infatti  Si  una  trasformata  di  Backlund  di  S  corrispondente  alla 
soluzione  della  (5) 

e  S  la  trasformata  di  Si  per  la  trasformazione  generica  B^ .  Indicando 
con  il   la  soluzione   della   (5)    corrispondente,  e   facendo  uso   della  (33) 


a-„\  __  -'K   2  J  ,._  /«i:=W»,ii3CA 


(35)       tag  (^^-j  = 


formola  che  ci  determina  S  in  termini  finiti,  escluso  il  caso  a,  =  o. 

Ma,  considerando  il  caso  escluso  come  c^o  limite,  è  facile  trovare 
anche  per  esso  la  formola  corrispondente.  Immaginiamo  per  ciò  che  nella 
funzione 

•e  («,  ».  -,  C) 

si  faccia  convergere  □  verso  Ci  e  si  assuma  per  C  una  funzione  arbitraria 
di  Oi,  che  si  riduca  a  C,  per  a=Oi. 
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Al  limite,  per  a=ai,  la  (35)  si  presenta  sotto  forma  indeterminata,  ma 
ì  si  sostituisce  nel  2."  membro  al  quoziente 


0  ' 


(35«)  "'■■s-^i-  =  ™°.[5;  +  c'3cJ,  =  <,, 

con  C  nuova  costante  arbitraria.  Ed  è  ora  facile  verificare  direttamente 
che  questa  formola  ci  dà  appunto  le  trasformate  di  Backiund  della  Si 
per  mezzo  della  B^,.  Basta  per  ciò  derivare  le  (34)  rapporto  a  o,  facen- 
dovi poi  a  =  cj ,  e  confrontare  le  formole  così  ottenute  con  quelle  clie  ri- 
sultano, derivando  la  (35*)  rapporto  ad  m,  v- 

lì  risultato  conseguito  si  può  anche  enunciare  dicendo  che:  Nella 
applicazione  suecessiva  ed  iUimUata  delle  trasformazioni  di  Bdcklund  ad 
una  superficie  psettdosf erica  ed  alle  sue  successive  derivate,  hasta  avere  inte- 
laia la  prima  equasnone  di  Eiccati,  relativa  alla  trasformandone  generica 
Bff ,  e  le  successive  equcmoni  di  Eiccati,  che  si  presentano,  saranno  sensa 
altro  integrate  odia  prima. 

Risulta  dalle  ricerclie  di  Lie,  relative  alla  successiva  applicazione  della 
trasformazione  complementare,  che  le  superficie  derivate  da  una  iniziale 
formano  effettivamente  in  ogni  caso  un'infinità  di  grado  infinito.  Ora 
sembra  assai  notevole  che,  compiuta  la  prima  trasformazione  generale  di 
Backiund,  che  introduce  due  costanti  arbitrarle,  l'introduzione  delle  suc- 
cessive, in  numero  illimitato,  richieda  soltanto  calcoli  algebrici  e  di  de- 
rivazione. 

260.  Ferma  rimanendo  l'ipotesi  fatta  al  principio  del  numero  prece- 
dente, dimostriamo  ora  che:  Sopra  ogni  superficie  S«  dd  gruppo  derivato 
da  8  si  può  determinare,  sensa  alcun  calcolo  d' Integrazione,  V  equazi<me 
in  termini  finiti  deUe  linee  geodetiche.  E  infatti,  se  con  <u„  indichiamo  la 
soluzione  della  (5}  corrispondente  a  S„,  potremo,  per  quanto  precede, 
determinare  con  soli  calcoli  algebrici  e  di  derivazione  la  soluzione  piil 
generale  fp  del  sistema 
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Questa  è  una  fanzione  f  (w,  v,  C)  con  una  costante  arbitraria  C  e  se 
deriviamo  le  precedenti  rapporto  a  C,  ponendo 


troviamo 

dò 

^  =  cos  {y+(o„) 

onde  segue  che  la  funzione  i[i  contenente  la  costante  non  additiva  C  è  un 
integrale  della  equazione 

Al  .|j  =  1 , 

essendo  Ai  i])  il  parametro  differenziale  primo  di  <^  rapporto  alla  forma 

ds^  =  du^  -f-  2  cos  2  (ii„  du  dv  -|-  dv^ , 

che  dà  l'elemento  lineare  di  S».  Per  il  teorema  B)  n.  86,  pag.  165  ab- 
biamo quindi  il  risultato  in  questione:  L'equazione  in  termini  finiti  delle 
geodetiche  sopra  S^  è  data  dalla  equazione 

n'7\  ^'^  ~  0'  ^^ 

(37)  3c","  -  "^   3C  ' 

essendo  G  una  nuwa  costante  arbitraria. 

261.  Applichiamo  i  risultati  precedenti  a  far  conoscere  un  gruppo 
(infinito)  di  superficie  pseudosferiche,  le  coordinate  correnti  di  un  cui  punto 
si  espì-imono  per  funzioni  ordinarie,  circolari  ed  esponenziali,  dei  para- 
metri u,  »  delle  assintotiche. 

Otteniamo  questo  gruppo  di  superficie,  nel  modo  piii  semplice,  partendo 
dalia  soluzione  evidente  <u=:0  della  equazione  fondamentale  (5).  E  chiaro 
che  le  formole  per  la  trasformazione  di  Backlund  resteranno  ancora  appli- 
cabili in  questo  caso,   ove  si  prenda 


X  =  0 

,     !/  =  0 

,        2  =  «  +  » 

X  =  cos  (»-») 

,     Y  =  aen  (tt—v) 

,     Z=0 

y=^  «„(»-,) 

,     T  =  cos  («~i.) 

,  7;  =  o 

X"=  0 

,     Y"=0 

,    Z"=l, 

coi  quali  valori  si  soddisfano  le  equazioni  fondamentali  (a),  (b)  pag.  418; 
soltanto  si  presenta  qui  la  particolarità  che  la  superficie  inìaìale  S  si  ri- 
duce all'asse  s. 

Se  applichiamo  a  questa  soluzione  (u  =  0  la  trasformazione  generale 
di  Backlund  B^  per  passare  a  una  nuova  soluzione  rp,  questa  sarà  definita 
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)nji 

dalle 

equazioni  simultanee  (16)  n 

.  251 

l  +  sen 

COS  T 

-  sen  y 

•     dv 

_  1 

—  sena 

cosa 

che  integrate 

danno 

tang 

|.  =  c, 

M-i-»+sena{ 

a-D) 

(38) 

t 

mo 

ove  la  costante   arbitraria  C,  proveniente   dall'integrazione,  si  può  fare 
senza  alterare  la  superficie  eguale  all'unità. 

Esaminiamo  quali  sono  le  superficie  corrispondenti.  Dalle  formole  (14) 
n.  251,  osservando  che  si  ha 

^«^  ?  =  .-;r.>r;  '   cos'f= -tangh«  ,   «  = -— 


deduciamo  per  le  nostre  superficie  Si  : 


,  s';=w-|-t— cosa  tangho 


cosh  0 
Se  introduciamo  i  parametri  U,  V  delle  linee  di  curvatura,  ponendo 

le  precedenti  così: 

COS  V 

■ ;    -,       fi  =  COS  3  — -, —      , 

cosila  coshH 

1  =^  U — COS  a  tangh  a  =  cos  a  (a — tgh  7.)  —  sen  a  V 
_  U+y  sen  g 


262.  Queste  ci  mostrano  che  le  superficie  in  discorso  sono  superficie 
elicoidali;  il  profilo  meridiano  V  =  0  essendo  definito  dalle  formole 

cos  0  /        j.   1      N 

¥i  =       ,  -  -    ,     ei  =  COS  G  (a— tffh  a)  , 
^         cosh  a  <        o      :  ' 

è  una  trattrice  avente   l'asse  per  assintoto,  la  lunghezza   eostante  della 
tangente   essendo  cos  o  e  il  parametro  del   moto   elicoidale  sen  o.  Sono 


y  Google 


questtì  le  singolari  superficie  elicoidali  pseudo  sferi  che  trovate  la  prima  volta 
dal  Bini  (*). 


Fio,  15."  —  Elicoidi  del  Dini. 

Le  loro  linee  di  curvatura  V^^cost"  sono  i  profili  meridiani  (trattrici} 
e  le  linee  dì  curvatura  dell'  altro  sistema  U^cost'",  a  causa  della  formola 

»;+</;  +  fe-Tj)'=«.s'<., 

sono  descritte  sopra  sfere  di  raggio  cos  a  col  centro  auU'  asse.  Se  si  os- 
serva che  i  coseni  di  direzione  della  normale  all'elicoide  Si  sono  (n.  251, 
formola  (18)) 

/  Xi   ^^  cos  a  tgh  a  sen  Y  —  sen  a  cos  V 
1 
Yi  =  —  cos  a  tgh  a  cos  V  —  sen  o  sen  V 

\  cosha  ' 

ne  deduciamo  le  due  formole 

—  (Xi  cos  V  -j-  Yi  sen  V)  ^=  sen  o 

Xia;i  +  Yi|/i+Zi  (2i-TJ)  =  0. 

La  prima  di  queste  esprime  che  la  normale  al   piano  del  profilo  fa 

colla  normale  alla  superficie  l' angolo  - --  ^  a  ;    la  seconda  che   le    sfere 

che  contengono  le  linee  di  curvatura  U^^cost'"  tagliano  ortogonalmente 
r  elicoide. 


(*)  Lasciando  da  pai'te  la  condiaione  che  ii  raggio  E.  della  superflcie  pseudosferìoa 
sia  =i,  poBsiamo  enunciare  il  risultato  così;  Sead  una  tratMee  di  parametro  h  si 
dà  attorno  aU'  assintoto  un  moto  elicoidale  di  partmteiro  m,  l' elicoide  generata  è  tma 
swperfink  pseudosferica  di  raggio  R  ^VA^-|-*"'°  - 
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Ne  risulta  altresì  che  le  linee  U^cost"  sono  lossodromiche  della  sfera 
su  cui  SOQO  descritte  e  ne  tagliano  i  meridiani,  in  piani  per  l' asse,  sotto 

r  angolo  -5-  —  o.  Inoltre  queste  linee  U  sono  circoli  geodetici  di  raggio 

cosa<^l  e  però  a  centro  reale.  L'elemento  lineare  dell'elicoide  è  dato  da 

ds^  =  4  (cos^  f  dU^  +  sen*  f  dV^) , 
cioè 

ds-'  =  a\  tgh^  a.  dV^  +  -^^\  . 
(    °  cosh^  a) 

Si  vedrà  facilmente  che  le  eliche  «=cost'°  sono  circoli  geodeticamente 
paralleli  a  centro  ideale  e  perciò  l'ehcoide  è  applicabile  sulla  superficie 
pseadosfericft  di  rotazione  del  tipo  iperbolico,  in  guisa  che  le  eliche  si  di- 
stendono sui  paralleli. 

I  teoremi  dei  numeri  precedenti  ci  assicurano  che  :  L' applicazione  del 
processo  illimitato  di  trasformazioni  di  Backlund  alle  elicoidi  ps&udosferìche 
del  Dini,  in  particolare  alla  pseudosfera  (<3=0),  richiederà  soltanto  calcoli 
algebrici  e  di  derivazione. 

Così  p.  e.,  se  prendiamo  una  particolare  elicoide  del  Diiii  corrispon- 
dente alla  formola  : 

fan    ?-'=««'         ,.   ^"+''+"°°il"^') 
'2  »       i  cos  o,  ' 

ne  otterremo  per  la  (35)  la  trasformata  generica  di  Backlund  a  costante  a 
colla  formola 

ì  a  =  a,  dovremo  in- 


vece usare  la  (35*)  che  ci  dà 

'  ^2  cos  e,  cosh  «1 

263.  Consideriamo  piò  in  particolare  la  superficie  complementare  della 
pseudosfera,  che  corrisponde  nell'ultima  formola  a  fare  Oi  =  0  e,  siccome 
il  valore  di  C  non  infiuisce  sulla  forma  della  superficie,  potremo  fare  sen- 
z'  altro  C  =  0,  indi 

il  _        '^-^       _       V 
^"^  2         cosh(M  +  j))         coshU 

2VcoshU  ,,        cosh«U-V^ 

cos  ii  - 


"cosh^U  +  V^     '  cosh^U-l-V^ 
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Si  vedrà  geometricamente  che  il  sistema  di  geodetiche  della  pseudo- 
sfera, rispetto  alle  quali  la  complementare  è  costruita,  è  quello  delle  geo- 
detiche parallele  ad  un  meiidiino  nel  veiso  che  si  allontana  dall' assi ntoto. 


Fio.  16.'  — -  Supeiùc  e  oomplemen  are  della  i  e   lo=feii  (*). 

Applicando  le  formole  dei  numeri  piecedenti,  tuveremo  per  definire 
questa  superficie  : 

/      _       2  cosh  U 
cosh^U-i 


j"        cosh^U  +  V^ 

I        .         2  senh  U  cosh  U 

\  ^  -^  ^       ^h^"q^v  ^"  ■ 

Avendosi 

(V  sen  V+cos  Y)  x  —  (V  cos  V— sen  V)  y=-0  , 
ai  vede  che  le  linee  di  curvatura  V^cost'*  sono  in  piani  per  l'asse  s. 
Poiché  inoltre,  se  si  fa  ruotare  questa  superficie  attorno  all'asse,  si  otten- 
gono le  Go^  superficie  pseudosf eriche  del  sistema  ciclico  derivato  dalla 
pseudosfera,  risulta  che  le  linee  di  curvatura  TJ  =  cost'°  sono  tracciate 
aopra  afere  ortogonali  alla  superficie  col  centro  sull'asse. 

Se  si  osserva  che  i  raggi  principali  di  curvatura  sono 

,„      coah^U— V  ,    ^        2VcoshU 

r.  =  cot  Q  =  -2-V  cTsh~r  '    "''^  =  ^g  ^  =  ^hnJ=V^  ' 

si  vede  che  si  hanno  sulla  superficie  le  due  linee  singolari 

V=0    ,     V  =  coshTJ, 

che  sono  per  la  superficie   linee  cuspidali.  La  prima  è  una  curva  piana 

(*)  Questa,  come  la  ]irecedente  figura,  è  tolta  dal  catalogo  dei  modelli  di  L  Brill 
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che  si  ottiene  dalla  trattrice  meridiana  della  pseudosfera,  staccando  sulla 
tangente  a  partire  dal  punto  di  contatto,  nel  Terso  che  si  allontana  dal- 
l' assintoto,  un  segmento  eguale  ale  prendendo  il  luogo  degli  estrerai  ; 
la  seconda  è  una  curva  gobba. 

In  fine  osserviamo,  senza  sviluppare  i  calcoli,  che  si  compiono  con  sole 
derivazioni  secondo  i  risultati  del  teorema  di  reciprocità,  che  l'elemento 
lineare  della  superficie  essendo  dato  da 

,  ,       /coshnJ-V^y  „,,   ,     4V^cosh^U     „^^ 
Vcosh^U+VV  (cosh^U+V^)'^ 

esso  si  riduce  alla  forma  tipica 


ponendo 

cosh  U 


p  =  U— VUanghU. 


La  superficie  qui  considerata  non  è  che  un  caso  particolare  delle  su- 
perficie pseudosferiche  di  Enneper  con  un  sistema  di  linee  di  curvatura 
piane,  che  dipendono  dalle  funzioni  ellittiche.  Appartengono  pure  a  questa 
classe  le  complementari  delle  superficie  pseudosferiche  di  rotazione  dei  tipi 
ellittico  ed  iperbolico.  Per  tutte  le  superficie  di  Enneper  a  curvatura  costante 
negativa  o  positiva  i  piani  delle  linee  di  curvatura  di  un  sistema  passano 
per  una  retta  fissa  (asse  della  superficie)  e  le  linee  di  curvatura  del  se- 
condo sistema  sono  tracciate  sopra  sfere,  che  tagliano  ortogonalmente  la 
superficie  ed  hanno  il  centro  sull'asse. 

264.  Andiamo  ora  a  dare  qualche  cenno  sulle  superficie  a  curvatura 
costante  positiva,  la  cui  teorìa  è  finora  ben  poco  sviluppata.  In  particolare 
non  si  conosce  per  queste  superficie  alcuna  trasformazione,  analoga  alla 
trasformazione  di  Baekiund  per  le  superficie  pseudosferiche.  E  le  superficie 
note  di  questa  classe  si  limitano  alle  superficie  di  rotazione,  alle  elicoidali 
ed  alle  superficie  di  Enneper. 

Cominciamo  dal  ricercare  la  forma  dell'  elemento  lineare  delle  super- 
ficie a  curvatura  K  =  +l,  riferito  alle  linee  di  curvatura  (m,  »): 

rfs*  =  E  du^  -{-G  dì)'^. 

Servendoci  per  ciò  dei  risultati  generali  del  capitolo  IX,  osserviamo 
che  si  ha 

ri  rs  =^  1 
e  quindi,  supponendo  che  sia  n  ]>  1 ,  ra  <]  1 ,  potremo  porre,  indicando 
con  9  una  funzione  ausiliaria  di  «  v 
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Le  forinole  fondamentali  (1)  n.  123,  e,  IX  ci  danno  allora 

3  log  \/È  _  3  log  senh  0       3  log  v'G  _  3  log  cosh  9 

dv  dv  ^  'Su  3m 

e  dimostrano  clie,  cangiando  i  parametri  u,  ■o,  si  può  porre 
v'E  =  senh  0    ,     v  ^  =  ^osh  0  . 
La  (2)  dello  stesso  numero  dà  quindi  per  9  l' equazione  caratteristica 

;r-=  +  ^— s  =  —  senn  (J  cosJi  tì . 

Mentre  l'elemento  lineare  della  superficie  ha  la  forma 

ds^  =  aenk^  0  du^  -j-  coah^  9  dv^ , 

quello  della  sfera  rappresentativa  è  dato  da 

ds'^  =  coah^  0  du^  -j-  senh*  9  dv^ . 

D' altronde,  mantenendo  a  9  lo  stesso  valore,  si  soddìafano  ancora  le 
citate  equazioni  fondamentali,  ponendo  invece 

v'E  =  cosh  9    ,     v'G  =  senh  9 
n  =  tgh  9    ,       r2  =  coth  8 , 

con  elle  vengono  scambiati  l' elemento  lineare  della  superficie  e  quello  della 
sfera  rappresentativa.  Possiamo  dunque  enunciare  il  teorema:  La  deter- 
minazione deUe  superficie  a  curvatura  costante  positiva  K  =  +l  dipende 
?  a  derivate  % 


3*9         3*9 

(41)  ^-^  +  ^  =  -  senh  9  eoa  6  . 

ou^       3e* 

Ad  ogni  soluzione  9  di  questa  equazione  corrispondono  due  diverse  su- 
perfìcie S,  S'  a  cuì-vatura  K  =  + 1  (che  diremo  coniugate)  i  cui  dementi 
lineari  ds,  ds'j  riferiti  alle  linee  di  curvatura  u,  v,  sono  dati  daUe  formole 

ds^  =  aenh^  9  du^  +  coah^  6  dv' 

ds''=  cosh*  9  du^  -\-  aenh*  9  dv' 

mentre  pei  raggi  principali  di  curvatura  si  ha 

n  =  coth  9    ,     ("a  =:  tgh  9  , 

r'i  =  tgh9         r'2=coth9, 
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L'elemento  lineare  dell'una  è  eguale  all'elemento  lineare  sferico  rappre- 
sentativo dell'altra. 

Tanto  la  8  quanto  la  S'  sono  applicabili  sulla  sfera  rappresentativa 
{di  raggio  1)  e  l' applicazione  può  farsi  in  guisa  che  le  linee  di  curvatura 
di  S  si  distendano  sulle  immagini  sferiche  delle  linee  di  curvatura  della  S' 
e  viceversa. 

Le  geodetiche  di  S  distendendosi  sui  cìrcoli  massimi  della  sfera,  e  ognuno 
di  questi  essendo  la  immagine  della  linea  di  contatto  di  un  cilindro  cir- 
coscrtt  aj  S'  vel'a  ode:  alle  geodetiche  di  S  corrispondono  sulla  co- 
niuge t    SI    l    ee  d  0    hr 

Questa  trasfo  naz  ne  (  ivolutoria)  delle  superficie  a  curvatura  costante 
posit  w  e  stat     data   H  Hazzidakis  (Creile  's  Journal,  88). 

265  Una  sen  pi  ce  osservazione  di  Bonnet  collega  le  superficie  a  cur- 
vatura costante  a  positiva  con  quelle  a  curvatura  inedia  costante,  mediante 
il  teorema: 

Le  due  superficie  parallele  ad  una  superficie  S  a  curvatura  K=  +1, 
e  distanti  da  questa  di  un  tratto  =±1,  sono  a  curvatura  media  costante 
H  =  ±l. 

E  infatti,  se  n,  r^  sono  i  raggi  di  curvatura  di  S,  sicché 


e  si  considera  una  superficie  S  parallela  a  S  e  distante  da  questa  di  l, 


pi  =ri  -\-l    ,     p2  =r2  -\-l 
i  raggi  principali  di  curvatura  di  S,  onde 

(fl~()    ((.2-i)  =  l 

e,  facendo  l  —  ±.l,  risulterà 

pi  P2 

Inversamente  una  superficie  a  curvatura  media  costante  ±1  ne  ha  una 

parallela  a  curvatura  totale  -f-  1  alia  distanza  ±  1. 

Dal  teorema  del  numero  precedente  deduciamo  subito  il  seguente: 
L'elemento  lineare  di  ogni  superficie  a  curvatura  media  costante  +1, 

riferito  alle  linee  di  curvatura  u,  v,  assume  la  forma 

(42)  ds^  =  e^^^  {du^-\-dv^) 

dove  fi  è  una  funzione  di  u,  «  che  soddisfa  la  (41).  Viceversa  se  9  ^  un<i  solu- 
zione della  (41),  vi  corrispondono  due  coppie  di  superficie  parallele  a  cur- 
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vatura  media  costante  +  1.  Per  i  raggi  principali  di  curvatura  della  •prima 
cojypia  valgono  le  forinole 

i*^'  "  =  ssr9  '  '■"=oò4T' 

mentre  per  la  seconda  coppia  si  trovano  permutati  n,  ra. 

Ne  segue  in  particolare:  Le  linee  di  curvatura  delle  superficie  a  cur- 
vatura media  costante  formano  un  sistema  isotermo. 

Si  osserverà  poi  che  ciascuna  superficie  eli  ima  delle  due  coppie  è  appli- 
cabile sopra  una  dell'altra  coppia  in  guisa  che  le  linee  di  curvatura  si 
corrispondono,  mentre  i  raggi  principali  di  curvatura  sono  permutati.  Le 
formole  (1)  n.  123,  C.  IX 

3Ì 
^^  SJogj/E  _  ^:^  „  „ 


\  \ri        rj     "du        ~^   du    ^  ^ 


dimostrano  che  soltanto  le  superficie  a  curvatura  media  costante  ammet- 
tono deformazioni  di  questa  natura,  giacche  se  esiste  una  tale  deforma- 
zione, insieme  alle  precedenti  sussistono  le  altre 

1  \ri        rt)        dv  3v 


a- 

^B 

3  log 

3i 

v5_ 

3l 

n 
'3u 

=  0 

che 

sottratte  dalle  precedenti  i 

kimo 

l.a  +  ; 

^- 

■■  0   , 

;  +  ; 

^)= 

266.  Per  le  superficie  a  curvatura  costante  positiva  esiste  una  trasfor- 
mazione analoga  alla  trasformazione  di  Lie  per  le  superficie  pseudosf eriche. 
Basa  si  ottiene,  osservando  che,  se  9  {u,v)  è  una  soluzione  della  (41),  la 
funzione 

0  {u,v)  =0  (mcos  a — Jjsena    ,    m  sen  d -|- 1;  cos  a) 

ne  è  una  nuova  soluzione,  qualunque  valore  si  attribuisca  alla  costante  e. 

Il  significato  geometrico  di  questa  trasformazione  si  ottiene  nel  modo 

più  semplice,  riferendola  anziché  alle  superficie  a  curvatura  costante  pò- 
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sitiva,  alle  loro  parallele  a  curvatura  media  costante.  Se  infatti  trasfor- 
miamo l'elemento  lineare  (32),  ponendo 

(44)  u  =  Mi  cos  a  —  Vi  sen  a    ,     v  =  Ui  aen  a-^vi  cos  o 

e  indichiamo  con  Gì  la  funzione  di  u\,vi,  in  cui  si  cangia  6  (m,  v)  per  la  so- 
stituzione, l'elemento  lineare  trasformato 

soddisfacendo  Gì   alla  equazione 

-i- 5  +  -v-T  =  —  senh  9i  cosli  9i, 
dui         «J^i 

apparterrà,  pel  teorema  del  numero  precedente,  ad  una  superficie  a  curvatura 
media  costante  ±1,  le  cui  linee  dì  curvatura  saranno  le  m=^cost", 
tii^icost'".  La  nuova  superficie  è  evidentemente  applicabile  sulla  primitiva 
e,  le  formole  di  corrispondenza  dei  loro  punti  essendo  le  (44),  si  può  enun- 
ciare il  teorema: 

Ogni  superficie  a  curvatura  media  costante  può  deformarsi,  serbando 
la  medesima  curvatura  media,  in  guiso  che  le  nuove  lìnee  di  curvatura 
siano  le  traiettorie  sotto  angolo  costante  arbitrario  delle  antiche. 

È  chiaro  che  in  qneste  deformazioni,  affatto  analoghe  a  quelle  delle 
superficie  minime  (n.  194,  e.  SIV),  rimangono  invariati  i  singoli  raggi  di 
curvatura.  Bonnet,  al  quale  è  dovuta  la  scoperta  di  queste  singolari  defor- 
mazioni, ha  dimostrato  die,  salvo  una  classe  di  superficie  W  applicabili 
sopra  superficie  di  rotazione,  non  esistono  altre  superficie  suscettibili  di 
deformazioni  in  cui  restino  invariati  i  singoli  raggi  di  curvatura  (*). 

(*)  Journal  de  VÉcole  Polyteehiiqiie,  XLII  Cahier. 
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Generalità  sui  sistemi  tripli  di  siiperUcie  ortogonali. 


Coordinate  ourrilinee  nello  spazio  — ■  Teorema  di  Darboux-Dupin  relativo  ai  sistemi 
tripli  ortogonali  e  sue  conseguenze  —  Forma  dell'  elemento  lineare  dello  spazio 
ds^  ^  H;  lifif  -(~  H|  dpi  -\-  Ha  d^l  —  Formole  di  Lamé  per  IT,,  H,,  H,  e  determinazione  del 
sistema  triplo  ortogonale  corrispondente  —  Teorema  di  LiouTÌlle  sulle  rappresentazioni 
conformi  dello  spazio  —  Eaggi  principali  di  curvatura  delle  superfìcie  di  un  sistema 
triplo;  flessioni  e  torsioni  delle  curve  coordinate  —  Linee  di  equidistanza  —  Equazione 
del  Oajley  —  Trasformazione  di  Combwcure. 

267.  Come  per  individuare  la  posizione  di  un  punto  sopra  una  deter- 
minata superfìcie  abbiamo  immaginato  sopra  di  questa  tracciato  un  doppio 
sistema  di  curve  (w,  v),  di  guisa  clie  per  ogni  punto  delia  superficie  (o  di 
una  sua   conveniente   regione)  passi  una   curva  di   ciascun  sistema,  così 


potremo  individuare  la  posizione  di 


intersezioni  di  tre  superficie,  ciascuna  delle  quali  varii  in  un  sistema  sem- 


plicemente infinito.  Basterà  immagi 


un  punto  nello  spazio  per  mezzo  delle 


Inare  lo  spazio  (o  una  regione  di  spazio) 


solcato  da  tre  sistemi  oo^  di  superficie,  in  guisa  che  per  ogni  punto  deUo 
spazio  passi  una  sola  superficie  di  ciascuno  dei  tre  sistemi;  facendo  cor- 
rispondere ciascuna  superficie  di  uno  dei  tre  sistemi  univocamente  ai  valori 
di  un  parametro  pi,  ^.2,  pa,  se  conosceremo  i  valori 

(n  ■=  fli     ,     [-2  =  ("te     ,     f.3  =  n-ó 

dei  parametri  delie  tre  superficie,  che  s' incrociano  in  un  punto  P  dello 
spazio,  risulterà  determinato  il  punto.  Diremo  cu,  «a,  «3  le  coordinate  cur- 
vilinee di  P  e  le  superficie  dei  tre  sistemi 

fi  =  cost'"     ,      f2  =  cosf'     ,      ri3  =^  cost'° 

le  superficie  coordinate.  Se 

(1)  pi  {x,  y,  z)  —  f-i  ,    r-2  {x,  y,  ^)  =  p2  ,    P3  (iC;  y,  «)  =  pa 

sono  le   equazioni  delle   superficie  dei  tre  sistemi,  risolvendo  queste  tre 
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equazioni  rapporto  a.  x,  y,  z  (ciò  che  deve  ess 
regione  di  spazio  clie  consideriamo)  avremo 

(2)  a;  =  ic  (pi,pa,ps)  ,    !/  =  y  (f-i,  f^i  P»)  -    «  =  «  (r'it  f'».Ps) 

e  le  formole  (1)  serviranno  a  calcolare  le  coordinate  curvilinee  di  un  punto, 
note  che  siano  le  sue  coordinate  cartesiane,  le  (2)  al  passaggio  inverso. 
È  chiaro  che  per  stabilire  un  sistema  di  coordinate  curvilinee,  basterà  porre 
le  variabili  a;,  f,  z  eguali  a  tre  funzioni  indipendenti  di  tre  nuove  varia- 
bili pi,  pa,  ps- 
Un' e 


(3)  F(pi,p.,ps)=0 

fra  le  coordinate  curvilinee  di  un  punto  rappresenterà  evidentemente  una 
superficie,  la  cui  equazione  ordinaria  si  otterrà  sostituendo  nella  (3)  per 
pi,  pi,  p8  le  loro  espressioni  (1)  in  funzione  di  x,  y,  z.  Due  equazioni  si- 
multanee, come  la  (3),  rappresenteranno  una  curva.  Per  altro  più  spesso 
converrà  rappresentare  analiticamente  una  curva,  ponendo  le  coordinate 
curvilinee  pi,  pa,  p3  di  un  punto  mobile  eguali  a  tre  funzioni  di  un  me- 
desimo parametro  t.  Supposta  rappresentata  in  tal  modo  una  curva  C  e 
indicando  con  ds  il  suo  elemento  lineare,  risulta 


Ponendo 


•^  dx    dx         ,        --1  2x    '^x         ,         .^  dx    ^x 
-^  2pi   3p2  ■"  9pi   3p3  -^  9pa  3p3 

avremo 

(4)  d^  =  Hf  dfi  -[- H^  d^jì  -\-  Bl rfp|4-2  A.^  t?p,  %-t-3  /ti,  *^pi  (/pa  -j-  2  A^ 

e  questa  diremo  l'espressione  dell'elemento  lineare  dello  spazio.  Esi 
è  altro  che  !a  forma  differenziale  quadratica 

(fo*  +  dy^  ■\-  dz^ , 

trasformata  colle  sostituzioin  (2). 
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Supponiamo  ora  che  ciascuna  supeitìcie  di  uno  dei  tre  sistemi  sia  orto- 
gonale a  tutte  quelle  degli  altri  due  sistemi.  Le  condizioni  necessarie  e 
sufficienti,  perchè  questo  accada,  sono  espresse  dalle  equazioni 

A,a  =  0    ,     A,3  =  0    ,     ^53  =  0; 

in  tal  caso  il  sistema  triplo  di  superficie  pi,  pa,  p3  dicesi  un  sistema  triplo 
ortogoìiale. 

Abbiamo  dunque  :  L' elemento  lineare  dello  spazio,  riferito  ad  un  sistema 
triplo  ortogonale,  assume  la  f&rma 

ds'  ^  HI  (^pf  +  B3  d[4  +  H^  di4 . 

268.  Intraprendendo  ora  lo  studio  dei  sistemi  tripli  ortogonali,  comin- 
ciamo dallo  stabilire  il  teorema  fondamentale  di  Dupin,  completato  da 
Darboux  (*). 

Supponiamo  che  due  sistemi  di  superficie 


pi  (x,  y,  z)  =  pi 


'>  y,  ^)  =  i'^ 


siano  ortogonali  fra  loro  e  cerchiamo   quali   condizioni  dovranno  t 
verificate,  affinchè  esista  un  terzo  sistema 

I  ambedue.  Per  l'ipotesi  fatta,  si  ha 


3pi  3p2 
dx    dx 


3pi  9p2 


Sp,  3p,  _ 
ds    dz 


e,  se  il  terzo  sistema  esiste,  la  funzione  incognita  ps  {x,  y,  z)  dovrà  s 
disfare  le  due  equazioni 


9p3  9pi    I    3ps  3pi  _ 
dx   dx        dy   dy 


9fo  3pi  _ 
dz    dz 


dp3  9pe 
dx   dx 


3p,  3p, 
dy  dy 


cioè  dovrà  sussistere  la  proporzione 


5^  _  Sps  _  3^  ^ 
dx  '  dy  '   dz 


3h     Spi 

3p,     3p, 

3,1,     3,r,, 

3if      & 

dz     3x 

Sx     3(/ 

ili      3« 

3p.     3p. 
da     da, 

3p.     3p, 
'3x     3t, 

C)  Annaks  de  V  Éeole  Normale  supérìeure,  t.  III,  1866  —  te  considerazioni  nel 
teato  del  presente  e  del  seguente  numero  sono  tolte  integralmente  dalla  n 
Darboux  (p.  110  sa.). 


y  Google 


DI    DAEBOUS-DrPIN 


È  adunque  necessario  e  sufficiente  che  per  T  equazione  a  differenziali 
totali  : 


9.^1     3pi 

3;.    3p. 

hi     Sfi 

dy       ds 

^  + 

ds    dx 

dy  -r 

dx     dy 

Spa      3(>5 

3f'ì     9pì 

apa     9^5 

d'I/    ds 

fe     dx 

dx      dy 

sia  soddisfatta  la  condizione  d'integrabilità: 


1  3p,     3f. 
1  3y      3z 

(a 

3f-,     3f., 

3 

spi  3p, 
3x     3j 

^      .,     *. 
3y      3^ 

1" 

3p,     3p, 
3z     to 

a» 

3p.  3r* 
3x      3) 

gli  altri  due  termini  del  segno  sonimatorio  deducendosi  da  quello  scritto 
permutando  ciclicamente  .r,  y,  s. 

Aggiungendo  al  primo  membro  della  (6)  la  somma  identicamente  nulla 


dx  ^  3x^        dx  ^ 


3hV^ 


(6-) 


3p. 

3f, 

3,j 

3z 

3p. 

3f, 

^ 

3a 

i  9Pl  9Vi 
j  Sa:    8a:^ 


3pi    3^p2 


.  *.  .?p..  _ 

dz   9:^33 


3ft  ^1 
dx    dii? 


3pj  ^'pi 


9^   9a;92  ( 


Ma  dalia  (5),  derivando 
i9p,9^,       3p,_^       9p_,  __  _ 

[dx   d^"^  dy  dxdy        ds  dxdz\  \dx   dx^    '    3y  dxdy 

e  però  la  condizione  d'integrabilità  (6*)  equivale  alia  seguente 


ispetto  ad  x,  segue 
L  L  „  (  Spi  9%  _|_  3pi  _3!p?_ 


3pi  ^s_  j 
dz  dxdz 


3p, 

3p, 

3y 

3z 

3ft 
3y 

3ft 

32 

,  9pi  9%       9pi    3_^p2  _ 
\dx    dx'        dy   dxdy 


3pi    9^f'« 
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Ora  possiamo  dare  a  questa  formola  il  significato  geometrico  s 
Se  ci  spostiamo  lungo   la  linea   d'intersezione  di  due  superficie   dei  si- 
stemi p, ,  p^: 


;  y,  «)  =  h 


[.,  (x,  IJ,  2)  ^  p, , 


e  col  simbolo  5  indichiamo  i  difterenziaH  corrispondenti  a  questo  sposta- 
mento, avremo 


Sx  :  Zy  : 


3pi     3pi 

9f'i     3p. 

api   Sf'i 

dy      ds 

dz     dx 

dx      dy 

3ps     9p2 
dy      dz 

dz    dx 

3p,     2p, 
Sa;     ~dy 

onde  la  (6)  diventa 


dy       \dy J 


jj,,fsj,\ 


Ma,  se  con  X,  Y,  Z   indichiamo  i  coseni  di   direzione  delia  normale 
alla  superfìcie 


dx  '  dy  '   dz 


L  precedente,  per  la  (5),  ì: 


iSX+.     ST  +  .U8Z  =  0. 


D'altronde  si  ha  identicamente 


*;,X+|.Y+|«  = 


e  però  la  condizione  d'integrabilità  equi 
Zx:  Sy  :  32  =  3X 


vale  alla  proporzione 

sy  :  sz , 

ntersezione  di  due  superficie  pi,  p^ 


la  quale  esprime  {pag.  98)  che  la  linea  d'i. 

è  linea  di  curvatura  per  la  seconda  superficie,  quindi  anche  per  la  prima. 

Abbiamo  dunque  il  teorema  di  Darboux: 

La  condizione  necessaria  e  suffidente  perchè  a  due  sistemi  di  superfiSe, 
ortogonali  fra  loro,  possa  associarsene  un  terzo  ortogonale  ad  ambedue  è 
che  i  due  primi  if  incontrino  lungo  linee  di  curvatura. 
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In  esso  è  contenuto  il  celebre  teorema  di  Dupin  : 
In  ogni  sistema  triplo  di  supei-fiSe   ortogonali  la  linea  d' 
di  due  superficie  di  diverso  sistema  è  linea  di  curvatura  per  ambedtw. 

2()9.  Dai  teoremi  precedenti  risulta  che,  preso  ad  arbitrio  un 
co^  di  superficie 

Pi  {^;  y,  s)  =  Pi , 

esso  non  apparterrà,  in  generale,  ad  un  sistema  triplo  ortogonale.  E  infatti 
questo  sistema  oo'  di  superficie  determina  univocamente  il  sistema  co^  di 
curve,  che  le  intersecano  tutte  ortogonalmente  [*).  Ora,  se  il  sistema 
pi  {x,  y,  z)  =  pi  appartiene  ad  un  sistema  triplo  ortogonale  e  sopra  una 
superficie  f>,  consideriamo  una  linea  L  di  curvatura,  quelle  traiettorie  orto- 
gonali del  sistema,  che  escono  dai  punti  di  L,  costituiranno  una  superficie  Y-, 
che  dovrà  incontrare  tutte  le  rimanenti  superficie  del  sistema  lungo  lìnee 
di  curvatura. 

È  assai  notevole  che  questa  condizione  geometrica,  cui  deve  soddisfare 
il  sistema  p,  {x,  y,  z)  =  fj, ,  si  traduce  per  la  funzione  pi  in  una  equazione 
aUe  derivate  parziali  terse.  Per  stabilire  questo  importante  risultato,  che, 
nella  forma  qui  enunciata,  è  dovuto  a  Darboux  (**),  procediamo  nel  modo 
seguente. 

Consideriamo  le  linee  di  curvatura  di  un  medesimo  sistema  sopra  tutte 
le  superficie  pi;  questo  sistema  oo^  di  curve  dovrà  ammettere  una  serie  co* 
di  superfìcie  ortogonali  e  viceversa,  se  ciò  accade,  il  sistema  pi  apparterrà 
ad  un  sistema  triplo  ortogonale  (u.  268).  Se  dunque  Si,  Yi,  Zi  indicano 
i  coseni  di  direzione  delle  tangenti  a  quelle  linee,  dovrà  essere  integrabile 
l'equazione  a  difi'erenziali  totali  {n.  179,  e.  XIII) 

Si  rfx  +  Yi  djf  +  Zi  c?s  =  0, 

cioè  dovrà  aversi  identicamente 


/3Yi 


-Ci 


Ma  dalle  formole  fondamentali  della  teoria  delle  superficie  (capitolo  IV) 
risulta  che  Si,  Yi,  Zi  si  esprimono  per  le  derivate  prime  e  seconde  della 

(*)  Si  troverebbero  q.ueste  curve,  integrando  il  sìatetna  simultaneo  di  equazioni  dlf- 
ferensiali  ordinarie 


('*)  I.  e.  La  riduzioDe  della  ricerca  dei  sistemi  tripli  ortogonali  ad  u 
tre  variabili  alle  derivate  terze  parziali  era  stata  ottenuta  por  altra  v 
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funzione  p,  {x,  y,  z)  e  però  la  (8)  è  per  pi  un' eq^uazione  alle  derivate  par- 
ziali terze,  che  al  n.  275  impareremo  a  formare  effettivamente.  La  inte- 
grazione di  questa  equazione  farebbe  conoscere  tutti  i  sistemi  tripli  orto- 
gonali. 

Notiamo  subito,  come  immediate  conseguenze  di  questi  risultati  ge- 
nerali, alcuni  eaai  semplici  di  sistemi  tripli  ortogonali.  Consideriamo  un 
sistema  qualunque  go^  di  piani  o  di  sfere  e  le  loro  traiettorie  ortogonali. 
Se  sopra  una  sfera  o  piano  iniziale  si  fissa  una  lìnea  arbitraria  L,  quelle 
traiettorie  ortogonali  che  escono  dai  punti  di  L,  formano  una  superficie 
£,  la  quale  viene  intersecata  da  tutte  le  sfere  (piani)  del  sistema  ortogo- 
nalmente e  perciò  lungo  linee  di  curvatura.  Dunque  : 

Ogni  sistema  oo'  di  sfere  o  jÀani  appartiene  ad  infiniti  sistemi  tripli 
ortogonali. 

Per  ottenerne  uno,  basta  tracciare  ad  arbitrio  sopra  una  sfera  iniziale 
(piano)  due  sistemi  di  curve  ortogonali  L,  L';  le  corrispondenti  superficie 
X,  S'  completano  il  sistema  triplo  ortogonale.  In  particolare,  se  per  piani 
del  sistema  si  prendono  i  piani  di  un  fascio,  le  superficie  X,  S'  saranno 
superficie  dì  rotazione  attorno  all'  asse  del  fascio. 

In  fine  osserviamo  che: 

Ogni  sistema  di  superficie  parallele  appartiene  ad  un  sistema  triplo  orto- 
gonale; le  superficie  degli  altri  due  sistemi  sono  le  smiuf^bUi  luogo  delle 
normali  lungo  le  linee  di  curvatura  delle  superficie  parallele. 

270.  Supponiamo  di  avere  un  sistema  triplo  ortogonale  (pi,  pa,  pj)  che, 
assunto  a  sistema  di  coordinate  curvilinee,  dia  all'elemento  lineare  ds 
dello  spazio  la  forma 

(9)  ds"  =  dx}-^df-[-  dz'  ==  Hf  rfpf  +  HI  d^i  +  H|  4^ 

A  scanso  di  equivoci  piemettiamo  le  D&seivazioni  seguenti  Le  funzioni 
Hf,  Hj,  "Ri  come  somme  di  quìdiiti  sono  sempre  positne  e  tutto  il 
più  nulle  m  punti  o  m  linee  ]&olate  Noi  suppotiemo  sempre  limitato  il 
campo  di  variabilità  di  p  ,  ps  fj  in  guisa  che  esse  siino  da  pei  tutto  po- 
sitive e  (filose  da  zero  e  supponendole  moltie  finite  continue  e  ad  un 
sol  valore  insieme  alle  loio  derivate  piime  e  seconde,  mdicheremo  con 
H],  H;,  Hi  1  valori  posifiii  delle  loro  ladici  quadiate 

Se  ds  ,  d%,  d%  mdicano  gli  aichi  elementaii  positivi  di  quelle  linee 
(di  curvatura)  del  sistema  tnplo  lungo  le  quali  vaiia  silo  fi  o  p  o  fj 
e  se  ne  fissa  il  verso  positivo  nella  direzione  dei  rispettivo  paiametio  ere 
scente,  si  avrà: 

dsj  =  Hi  dp,     ,     ds,  =  Ha  (/pa    i     '^^3  =  Hj  dps . 
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ELEMENTO    LIKEAEE    PELL 

3PA 

ZIO 

X, 

l  3x  1  dij 
fi,  3p,    '       '       H,  3(„ 

z. 

1      33 

X, 

l  3x  1  ìg 
H,  3;,,    '       '       H,  3f, 

z, 

=  Ii;  3f7. 

X, 

13»  1  3y 
H.  3p.   •    '•      H,  3„ 

z. 

1      32 

H,  dfl 

(10) 


sarauiio  X,,  Yj,  7n  i  coseni  di  direzione  positiva  della  tangente  alla  linea  pi, 
cioè  della  normale  alla  superficie  p,=cost"  e  similmente  per  le  superficie 
degli  altri  due  sistemi. 

Supponendo  poi  le  direzioni  positive  degli  assi  Ox,  Oy,  Oz   orientate 
come  le  direzioni  {X, ,  Yi ,  Z,) ,  (X„  Y„  'Z,) ,  (X^ ,  Y^ ,  Z3) , 


1       Y, 

Z 

.       Y, 

Z 

.       T, 

z 

=  +!■ 


Le  funzioni  Hi,  H^,  H3  di  pi,  ps,  ps,  per  essere  suscettibili  di  dare  colla 
(9)  l'elemento  lineare  dello  spazio,  debbono  soddisfare,  come  Lamé  pel 
primo  ha  dimostrato,  a  sei  e(iuazioni  caratteristiche  alle  derivate  parziaU 
del  2.°  ordine.  Queste  risultano  immediatamente  dalla  teoria  generale  delle 
forme  differenziali  quadratiche  (capitolo  II),  eguagliando  a  zero  i  simboh 
a  quattro  indici  costruiti  per  la  forma  differenziale  HJrfpi-|-H|(ìp3+H|rfp^ 
(n.  27,  e.  II),  D'altronde  queste  sei  condizioni,  cui  debbono  soddisfare 
Hi,  Hj,  I^,  sono  altresì  sufficienti,  come  ora  vedremo,  perchè  esista  un 
sistema  triplo  ortogonale  corrispondente,  il  quale  risulterà  pienamente 
determinato,  prescindendo  da  movimenti  dello  spazio. 

Prima  di  andare  ad  eseguire  i  calcoli  relativi,  avvertiamo  che  le  con- 
siderazioni stesse  si  applicano,  senza  alcuna  maggiore  difficoltà,  al  pro- 
blema dei  siatemi  ortogonali  ad  n  variabili  espresso  dalla  formola: 

dxl+dxl-^..-}-  dxt  =  RI  d(/,  +  HI  rfp?  + . .  +  H^  d(Z . 

271,  Applichiamo  le  formole  di  Ghristoffel  (I)  n.  24,  pag.  44  aUa  for- 
mola (9).  Indicando  con 

Ili 

i  simboli  di  Cbristoifel  a  tre  indioi  per  la  forma 
H;  d;4  +  HI  df,  +  HI  dpi , 
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Tediamo  subito  che,  se  ikl  indica  una  permutazione  dei  tre  indici  1,  2,  3, 
si  ha 


\i  r 

-0  i'*!'~i 

k  ( 

'        1   3H,      Itti' 
~  H,   3p,   'Iti" 

1  3H, 

"H,  3p.  ' 

i  M" 

H? 

3H. 
'Dp,' 

onde  le  citate  formole 

(I)  diventano 

1 

3H,  3» 

3o,   3ft 

1    3H, 
"'"  %   3pi 

Set 

S'x 
3f-. 

1 

3H,  a» 

3pi  3pÈ 

H,  3H, 

dx        H, 

3pi        H,' 

3H,  3x 
■    3p!    d;., 

e  ìile 

stesse  equazioni 

soddisfam 

1  y  e  2.  Ma 

,  se  introduciamo  i  i 

wse 

ni  di 

direzio 

ne 

X,  = 

1     3ic 
'  TE  37»  ' 

queste 

si  scrivono 

(11) 

3X. 
>, 

3Xi 
3f. 

■  — 

1     3E, 

'  H,    3p, 

1    3H, 
li   3pi 

3X,  _    1    3H, 
'    3p(        Rk   3pi 

„        1    3H, 
^^-K,   3p,  ^'■ 

X, 

Esprimiamo  le  e, 

indizioni  d'ir 

itegrabilità 

di  questo 

sistema,  i 

scrivendo 

d_  fi_  3a  „  V   1  /2  ?a  Y  "i 

3pi  l,Hi  3p,     7        3p<  \B,   3p»     V 

ido  le  derivazioni  e  sostituendo  per  le  derivate  delle  X  le  loro 
i  date  dalle  (11),  coll'osservare  che  alle  relazioni  stesse  otte- 
nute debbono  anche  soddisfare  le  Y  e  le  Z,  ne  seguono  per  le  H  le 
equazioni  che  si  deducono  dalle  due  seguenti,  permutando  gli  indici: 

'*^     3p,  3f,i  ~  m  3f.i    3pi  "''  H;  3p*    3pi 

,n      Ì_  ^1  ^l^V    A  ^  ^   ^^^'^ 

^  -'      3^  l,H,  SpJ  '^"  3pt  \ìik  dpj^  H,^  3pi   3p, 

Scrivendo  per  disteso  <iueste  sei  equazioni,  che  sono  le  equazioni  a 
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POEMOLE    DI   LAMÉ 

cennate  di  Lamé,  abbiamo  la  tab* 


(A) 


3ft3ft 

1 

3H, 

3f3 

3H, 

+ 

1 

3H, 

3r, 

3H, 

3p.3p". 

1 
H, 

3H. 

3p, 

3H. 
3ft 

+ 

1 
H, 

3H, 

3.:. 

3H, 
3p. 

H5_  ^  1  3H,  3H,       _1_  3H,  3H, 

3p,       H,  8p,   3p,  +  H,  3p,   3p, 

3f  1  VH.  3p  J  +  3p,  VH,  3p,  y  +  HI  3p,  3ps  ~ 
''     j  3p,'kH,  3pJ'''3p,VH,  3fJ,y  "'"Hf  3p,    3p, 


=  0. 


_  /  1_  3H,\       ^  /l  3H,\        1  3H,  3H, 
\  3p,  l^fl,  3p,/  +  3p,  [il,  3pJ  +  HI  '"3p,  >, 

Esse  non  sono  altro,  come  si  è  detto,  che  le  equazioni 

(ii,  r»)'=0 
sviluppate 

272  Le  equazioni  (A),  (B)  di  Lamé,  cui  debbono  soddisfare  le  H  e 
che  qui  abbiamo  trovato  come  necessarie,  sono  altresì  sufficienti  per  l'e- 
sistenza del  corrispondente  sistema  triplo  ortogonale.  Per  dimostrarlo 
osseiviamo  che,  supposte  date  le  H,  le  (11)  ci  danno  per  le  terne  di 
funzioni  incognite  (X,,  Xj,  Xa)  (Y,,  Yj,  Yj)  (Z,,  Zj,  Zj)  il  sistema  di  equa- 
zioni lineari  omogenee  ai  differenziali  totali 

(    „      /13H,,      13H,  ,\j        1  3H!,    ,        13H, ,    , 

«' + U  3^^+  h;  ^  ^J*'  -  a  ìs  ^  *■  "  h;  ^  ^■*=  "  ■ 

„„       „       1  3H,,   ,        /l  3H,,      1  3H,,\  ,        1  3H,,  , 

(1^)   *~Hr3i^^'*'+(H.3s^+H;w:^')*--Hr3p;--''''-="' 

I     „       1  3H,,  ,        1  3H,,^       /13H,,      ^3H„^,       „ 
\  *^h;3^^'*-Ì5  3S^*'+U"3ì^*'+H,^*-J*=»' 

alle  quali  cioè,  se  il  sistema  cercato  esiste,  si  soddisferà  ponendo 

É,  =  X,  ,    4  =  X.  ,    5.  =  X. 

J,  =  Y,  ,    £,  =  Y,  ,    S,  =  Y, 

È,  =  Z,    ,   £,  =  Z,    ,    S,=  Z,. 
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Ora,  supposte  soddisfatte  le  equazioni  di  Lamé  (A) ,  (B) ,  il  sistema 
(12)  è  illimitatamente  integrabile,  le  condizioni  di  illimitata  integrabilità 
coincidendo  appunto  colle  (A),  (B).  Per  la  forma  di  queste  equazioni  (12), 
si  vede  subito  che,  se 

^1  ,  £=  ,  È3 


sono  due  sistemi  integrali  distinti  o  coincidenti,  si  ha  identicamente 


^i''ìi  +  ^2''ìa  +  ^3^=COst". 

Ciò  premesso,  precisamente  come  al  n.  50,  C.  IV,  si  vedrà  che  si  pos- 
sono trovare  tre  sistemi  integrali  (K,,  X^,  X^)  ,  (Yi,  Y^,  Y^)  ,  (Z,,  Z^,  Z3), 
che  formino  i  coefficienti  di  una  sostituzione  ortogonale 

X,  ,  X3  , 
Y.  ,  Ys  , 


Allora  le  tre  espressioni 

SH,Xi%   ,     SH;Y,(7pi   ,    SH,-Z,% 

sono   differenziali  esatti,  in  virtù  delle   equazioni  (12)  cui   soddisfano  le 
X,  le  Y  e  le  Z,  e  però,  ponendo 

dx  =  I,lliX,dpi    ,     d'!/  =  I.RiYidpi    ,     d3  =  I.B,Z,dp., 

si  avrà  efl'ettivamente 

dx^  +  df  +  dz'=  m  d!.ì  +  HI  d(4  +  H^  41 . 

Esiste  dunque  il  sistema  triplo  cercato  e  la  dimostrazione  stessa  prova 
(Cf.,  n.  50)  che  esso  è  individuato,  a  meno  di  movimenti  nello  spazio. 
Dunque  : 

Se  le  equasioni  di  Lamé  sono  soddisfatte,  esiste  uno  ed  mi  solo  sist&ma 
tn;plo  ortogonale  corrispondente. 

Per  trovarlo,  occorre  integrare  il  sistema  (12)  di  equazioni  ai  diffe- 
renziali totali,  al  quale  può  sostituirsi  un'unica  equazione  del  tipo  di  fticcati. 

273.  Le  formole  di  Lamé  sono  state  applicate  da  Liouville  a  ricercare 
se  è  possibile  rappresentare  lo  spazio  sopra  sé  stesso,  in  modo  che  gli 
angoli  siano  conservati.  Egli  ha  ottenuto  l'importante  teorema:  Le  uniche 
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rappresentazioni  conformi  ddlo  spazio  sopra  sé  medesimo  sono  la  simili- 
tudine e  l'inversione  per  raggi  vettori  reciproci,  congiunte  con  mommenU. 
Per  dimostrarlo,  supponiamo  che  X,  y,  z  siano  le  coordinate  di  un 
punto  qualunque  dello  spazio  (o  regione  di  spazio)  e  S,  »|,  C  quelle  del 
punto  corrispondente  nella  rappresentazione  conforme  supposta,  di  guisa 
clie  È,  Tj,  '(,  saranno  determinate  funzioni  di  x,  y,  z.  Perchè  ìa  rappresen- 
tazione conservi  gli  angoli,  occorre  che  il  rapporto 

di?^  d-^  +  de' 
sia  indipendente  dagli  accrescimenti  dx,  dy,  dz,  cioè  clie  si  abbia 

d^ -\-d-rl-{-  rfC^  =  rj  {dx}  \- dy^ -\-  dz') , 

dove  X  è  una   funzione  di  x,  y,  z.  Le  equazioni   di  Lamé  (A),  (B),  po- 
nendovi 

danno  ora 


dyóz 

à-.-" 

di. 

3'k       3-X       3-).       3'X 

"xLU 

Ora  le  (a)  danno 

Uy +U)_ 


dove  X  è  funzione  della  sola  x,  Y  della  sola  j/,  Z  della  sola  z.  Sosti- 
tuendo nelle  (p),  deduciamo 

essendo  h  una   costante.  Se  fc^O,  ne   risulta  X^cost"  e  però'  la  tra- 
sformazione è  semplicemente  una  similitudine.  In  caso  contrario  poniamo 

i  ^  —  e  integrando  avremo  : 

^  =  -\{x-~dfA-h\  , 

Y  =  ^(y-a,r^hi^, 
dove  a,  b;  a„  &,,■  Oa,  h^  sono  nuove  costanti. 


y  Google 


12  CAPITOLO    ; 

Ma,  dovendo  aversi  per  la  {7) 


e  risulta  b -]-  b,-^b^  =  0  e,  dando  alla  figura  descritta  da!  punto  {x,y,z) 
na  traslazione,  possiamo  quindi  fare  aeniplicernente  : 


di'  +  dr^  +  £^e  =  (^^^   2_^^,  i'^'^'  +  ^f-ì-  ^^^)  • 
Si  soiìdisfa  a  quest'ultima  equazione  prendendo 

j  ^ ^^'^  _         ^  ^  __jy_  _      r  ^  ^ '^^ 

che  sono  appunto  le  formole  d'inversione  per  raggi  vettori  reciproci  ri- 
spetto alla  sfera 


Il  teorema  di  Liouville  è  così  dimostrato  (*). 


vettori  reciproci  cangia  un 
.stema  della  medesima  specie, 
un  sistema   di  superficie  ] 


Si  osserverà  che  l' inversione  per  raggi 
sistema  triplo   ortogonale  in   un  nuovo   sis 
Applicando  questa  osservazione  al  caso  di 
raUele,  si  ritrova  nuovamente  la  proprietà  dimostrata  al  n.  58,  che  cioè 
l'inveì-sione  per  raggi  vettori  reciproci  comerva  le  linee  di  curvatura. 

274.  Come  abbiamo  visto,  iì  sistema  triplo  ortogonale  è  perfettamente 
determinato  di  forma  note  le  funzioni  Hi,  H3,  H»  e  tutte  le  quantità  di- 
pendenti dal  sistema  debbono  quindi  potersi  esprimere  per  Hi,  Hg,  H3  e  le 
loro  derivate.  Cerchiamo  in  particolare  le  espressioni  dei  raggi  principali 
di  curvatura  delle  superfìcie  coordinate.  Essendo  al  solito  i  k  l  una  per- 
mutazione degli  indici  1,  2,  3,  indichiamo  con  r,4  il  raggio  principale  di 
curvatura  della  superficie  pi=cost"  lungo  la  sua  linea  d'intersezione  (li- 
nea di  curvatura)  colla  superficie  pi^cosf,  cioè  lungo  la  linea  per  la 
quale  varia  soltanto  p/, ,  e  rispetto  al  segno  di  r^  manteniamo  ferma  la 
convenzione  fatta  al  Gap.  IV.  La  formola  (11) 

SS,  _  _1^  3H*  „  __  J_  3H*  dx 
3pi        H,-  dpi  ^~E,S,  dpi  9p, 

(*)  Una  dimostraaione  geometrica  è  stata  data  da  Capelli  nel  t.  SIV,  serie  2,*  degli 
Annali  di  Matemalkn. 
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ci  dà 

e  scrivendo  per  disteso  le  sei  formole  corrispondenti  (date  da  Lamé)  avremo 

\  r„  ^~  HiHs  3;.,'  '    1-^  ~  H^^Ha  3f.,  '    r^,  ~  H;h;  dp^ 

(13)  { 

In  generale  indicheremo  col  nome  di  curve  coordinate  p;  le  curve  in- 
tersezioni delle  superficie 

pi^=cost'°  ,    pj=cost'°, 

e  ritenendo  le  notazioni  de!  Gap.  I,  denoteremo  con  (cos  a<-,  cos  ^i,  cos  y,-), 
(cos  ii,  cos  Tj, ,  cos  Cj)  ,  ((;os  /.,,  cos  [j,r,  COS  V,)  Ì  coseni  di  direzione   della 

sua  tangente,  normaìe  principale  e  binormale  con  p- ,  7^-  la  1*  e  2°  cur- 
vatura, ferme  restando  le  convenzioni  del  Gap.  I  riguardo  ai  segni. 
Avremo  immediatamente: 

(14)  cosff^^^Xj  ,    cosPi=Yi  ,    cos7j=Zj 
ed  osservando  che  l'arco  elementare  della  curva  p,  è 

rfs,-=H,<?p.-, 

derivando  le  precedenti  rappoi-to  a  pj,  coir  osservare  le  formoìe  di  Prenet 
e  le  (11),  otterremo 

^     '         R,-   ~      ri,      ru  '      B;    ~      "n-;      "'■(.■  '      R;    ^      r*;      »■„■  ' 
da  cui  quadrando  e  sommando  risulta 

1  =  1  +  1 

Dulie  (14),  (15)  segno  poi: 

XX  Y  Y  7  7 

(16)  cosXi  =  ±E^  — +  E'.— ,  cosu.,  =  +E;  — +K,--,  co3v  =  ±Ri— ^=R,■~  , 
ni         rw  J-jf         fki  ru        rti 

il  segno  superiore  valendo  se  la  permutazione  i  k  l  degli  indici  1,  2,  3 
è  pari,  l'inferiore  nel  caso  contrario.  Ora  abbiamo,  per  le  formole  di 
Frenet  : 


i  v!    ^  f  "  cos  A; 
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il  che  dà,  tenuto  conto  delle  precedenti  e  delle  (11): 

T;  "'*'  Hii  ru  d!H  [r  J       n:  3p,  \rj  \ 

Supponiamo  senz'altro  la  permutazione  ii^  pari,  come  è  lecito,  e  ponendo 

=  _  ^'  =  ^  ^' 

ru  '  '  Tu  ' 

avremo 

,'   cos  II  =  cos  w;  Xj  -f  sen  o),  X^  ,    cos  tj,-  =  eos  (u>  Yj  -f  sen  io,  Ya-  , 
^  cos  C,  =  C03  <t>i  Zi  +  aen  <u,-  Zs 

^   cos  Xj  =  sen  (i>,-  S(  —  cos  (O;  Xj  ,   cos  [>.,-  =  sen  (Uj  Yi  —  cos  w,-  Yt  , 
\  cos  V;  =  sen  (Oj  Zi  —  cos  oh  Zi  . 

Il  significato  geometrico  dell'angolo  w,  è  per  questo  formolo  il  se- 
guente :  esso  indica  l'angolo  che  la  normale  principale  della  curva  p,-,  nel 
verso  positivo,  forma  colla  curva  pi  e  si  ha 


1         1  3», 

T,       H,  3f,  ■ 

Riepilogando  aljTjiamo  dunque,  oltre  le 

(13),  le  formolo 

>-'            h-k+k^i-ì-^i 

11  3»,          1         1  3«, 
UB)              t;  ~  iffi  aj     '     T,  ^  H,  3p, 

1          1   3», 
'     T.       H,  3p, 

(19)             ta„g»,=  5!     ,     lang>«,=  ^' 

,     tang  0)3=  ^  . 

275.  L'elemento  d'arco 

ds^  =  H3  dp3 

delle  curve  coordinate  p,  può  anche  riguardarsi  come  la  porzione  infini- 
tesima di  normale  alla  superficie  pa,  intercetta  dalla  successiva  ps  +  «?ps 
del  medesimo  sistema.  SuUa  superficie  pa  'e  linee  Hg^cost''  sono  dunque 
quelle,  lungo  le  quali  è  costante  questa  porzione  infinitesima  di  normale  ; 
esse  si  diranno  perciò  le  linee  di  equidistanza  della  superficie  pa=cost''  (*). 

(*)  Soltanto  nel  caso  in  cui  fosse  costante  Hj,  (0  funzione  di  f  3  soltanto)  ogni  li- 
nea dovreI)bo  considerarsi  come  linea  dì  equidistanza.  Ma  allora  sarebbe 


ai'obbero  rette  e  le  aupcrJicie  j5^^costt=  parallele. 
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Ora  osserviamo  die  Ì  coseni  di  direzione  della  tangente  alla  linea  di 
equidistanza  H3  =  cost'°  sono  proporzionali  ai  binomii 

dpt  3pi       9pi  9fJs  '    3p2  Spi       9f'i  3p2  '    3pì  9pi       3fji  Sfjj  ' 
cioè  (n.  274)  a  cosXj,  cosjia,  cos  Vj,  onde  si  trae  il  teorema: 

Il  piano  normale  ad  una  linea  d' equidistanza  in  un  -punto,  sulle  super- 
ficie Psicosi**,  coincide  col  piano  osculatore  della  traiettoria  ortogonale  pj 
delle  dette  superficie,  uscente  da  quel  punto. 

La  formolft  (17) 

j^  _  Jl  S  Jl  f^^y  4_  Jl  f^^yi 

E|-I^  JH?  UJ    ^H|  UfJ  1 
che  dà  la  flessione  di  questa  traiettoria  ortogonale,  si  può  scrivere  inoltre 

(20)  -g  -  VAriSiTE  =  VSTSgS , 

essendo  Ai  il  parametro  differenziale  primo,  calcolato  rispetto  all'  elemento 
lineare  della  superficie  p3=;cost"  ed  sn,  dove  e  è  una  costante  infinitesima 
e  n  una  funzione  di  pi,  p,,  indicando  la  porzione  infinitesima  di  normale 
alla  superficie  pg^cost",  intercetta  dalla  successiva.  E  da  osservarsi  che 
tanto  il  teorema  superiore,  quanto  la  formola  (20),  valgono  in  generale  per 
un  sistema  qualunque  di  superficie  e  per  le  loro  traiettorie  ortogonali  (*}. 

Ma  nel  caso  nostro  dei  sistemi  tripli  ortogonali,  la  funzione  «  deve 

inoltre  soddisfare,  per  la  3.'  delle  formole  (A)  di  Liimè,  alla  equazione 

2'n    _  J_  9Hi  3«  1    3H,  3n 

SpTSpa  ~  H,    a^  9pi  "^  He    3pi   3;.",  ' 

ovvero,  nelle   notazioni  delle   derivate   covarianti  rispetto  alla   superficie 

fa  =  cost'° 

«12  =  0 . 

Questa  equazione,  che  già  abbiamo  incontrato  in  diverse  ricerche  e  in 
particolare  nel  problema  relativo  ai  sistemi  ciclici,  di  cui  fa  parte  una 
assegnata  superficie  è  stata  data  nel  significato  attuale  da  Cayley  e  sì 
dirà  l'equazione  di  Caiflei/.  Le  proprietà  delle  derivate  covarianti  (capi- 
tolo II)  dimostrano  subito  che  per  una  superficie  qualunque  S,in  un  sistema 
generale  di  coordinate  curvilinee  w,  v,  Y  equazione  di  Cayley  si  scrive  : 

«Il  ^It  ^21 

(21)  E        F        G       =  0, 
____^                      D        D'       D" 

(*)  Vedi  MoKEEs.  —  Sii!  sistemi  di  sitferficie  e  k  loro  traiettorie  ortogonali.  (Ren- 
diconti del  E.  Istituto  Lombardo,  4  marzo  1886). 
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essendo 

I^du^-\-2F  dudv-\-  G  dv' , 

D  du^ -j- 2  D' du  dv  ^ìy"  dv^ 

le  due  forme  differenziali  fondamentali  di  S  (*),  Ora  se 

K  (x,  y,z)  ^\ 

è  l' equazione  di  un  sistema  co  '  di  superficie,  appartenente  ad  un  sistema 
triplo  ortogonale,  si  può  porre 


e,  sostituendo  nella  (21),  si  avrà  manifestamente  un'equazione  alle  derivate 
parziali  terze  per  X,  clie  sarà  precisamente  l' equazione  di  Darboux,  di  cui 
è  parola  al  n.  269. 

Di  qui  sarebbe  facile  concludere  : 

Perchè  un  sistema  od^  di  superficie  appartenga  ad  un  sistema  triplo 
ortogonale,  è  necessario  e  sufficiente  che  la  distanza  normale  infinitesima 
di  ogni  superficie  del  sistema  dalla  successiva  soddisfi  alla  equazione  (21) 
di  Cayley. 

276.  Combescure  ha  fatto  conoscere  un'importante  trasformazione  dei 
sistemi  tripli  ortogonali  (**),  che  venne  poi  ritrovata  indipendentemente 
da  Darboux  pel  caso  generale  dei  sistemi  ortogonali  a  n  variabili  (***). 

Limitato  al  caso  nostro,  il  problema  che  conduce  alla  trasformazione 
di  Combescure  è  il  seguente:   Dato  tm   sistema  triplo  ortogonale,  definito 


(*)  Sì  rausideri  coma  esempio  una  superfleie  S  applicabile  sopra  una  Buper£cie  di 
lotazione  e  sia 

ea  si  pone 

Bi  trova  subito 

«11  du~-^2nu  du  dv  +  n^^  dh^  =  r'  idu^-\-r^dB'), 

onde  risulta  fbr  io  siipei^wie  S  Ui  funzione  n^Jr  du  è  wn  mtegiak  dtW eqm::tone 
dt  Cayley 

Più  m  partieolare,  se  S  e  un  eìicoide,  la  superficie  suooeBSiia  &'  e  una  nuova  eli- 
coide collo  stesso  asse  e  del  medesimo  passo  Questa  osservazione  conduco  a  ricono- 
scere l'esistenza  di  sistemi  tripli  ortogonali  contenenti  una  sene  di  elicoidi  aventi  a 
comune  l'asse  ed  il  passo   (Cf  la  mia  memoria  negli  Amudi  di  matematica.,  1885) 

(**)  Anticdei  de  V Ecole  Noimaìe  '<uprìieu)e  t  17  (1  «  sene) 

(■'■'O  Ihid,  t   VII  (2  me  berip) 
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dalle  formole 

a;=3;0^i,p2,  ps)  ,    ?/ —  ?/ (pi,  fa,  ps)  ,    ^  =^  (pi,  ps,  f's)  . 
trovarne  un  secondo 

^  =  ^  (fi.  h,  Ps)  .    y  =  */  (fi,  p2.  Ps)  .    ^  =  «"  (pi,  f!,  Pa) , 
tóe  che  in  ogni  punto  {x,  y,  z)  deUo  spazio  le  normali  alle  ire  superficie 
del  l,"  sistema  siano  parallele  alle  corrispotidenti  nel  punto  {o^,  y,  si)  del 
3."  sistema. 

È  chiaro  che  pei  due  sistemi,  dovendo  rimanere  gli  stessi  i  coseni  di 
direzione  del  triedro  principale  (Xi,Yi,Zi),  [X^^Y.,?,.,),  (XaiYa.Zj), 
per  le  formole  (11)  n.  271,  dovranno  pure  rimanere  le  stesse  le  quantità 

Hj.    9pÈ   ■ 
Se  introduciamo  con  Darboux  (1.  e.)  la  notazione 

dopo  di  cbe  le  formole  (11)  prendono  la  forma: 

le  formole  di  Lamé,  espresse  per  le  [5,  prenderanno  la  forma 


dove  al   solito  i  h  l  indica  una  permutazione   degli   indici  1,  2,  3  (*),  Il 
problema  proposto  equivale  adunque  alla  questione  seguente: 

Essendo  le  Ph  {ì,  k^l,  2,  8)  tre  funzioni  di  pi,  pj,  pa,  che  soddisfattole 
(A*),  (B*),  esiste  uno  o  più  sistemi  di  valori  per  Hi,  H,,  Hj,  legati  alle  p 
dalle  relazioni 


(23) 


1    3H, 
H,    3p, 

'    '^      H,    3?, 

'    ''""H.    3p, 

1    3H, 

1    3H, 

«          1    3H.  , 

(*)  Le  (A*)  danno  luogo  a  sei  equazioni  fra  li 


y  Google 


Eliminando  p.  e.  Hi ,  H;  da  queste,  troviamo  le  tre  equazioni  simu!- 
nee  per  H3 

/   3'H,  _  Mi>  ai.  ,  fefc  ?!. 

3pi  3f.  ^      Pil       %<  Pn       %•■ 

1     3?,.  3H, 
■S"3ft-*  +  ^"''"^- 
1    3P»  9H,  . 

■S1S-3S  +  ''"^-''-' 

viceversa,  se  Hj  è  una  soluzione  di  questo  sistema  simultaneo,  prendenilo  poi 

H.  =  iS        H.  =  i?S 

'        P»    3p,     '       •       P.    3p.  ' 

si  soddisfano  tutte  le  (23).  Ora,  se  si  derivano  le  (24)  ordinatamente  ri- 
spetto a  f-3,  pj,  pi  e,  tenendo  conto  delle  (24)  stesse,  si  eguagliano  i  tre 
valori  che  ne  risultano  per 

_3'H_ 

si  trovano,  in  foraa  della  (A*),  altrettante  identità.  I  teoremi  generali  sulle 
equazioni  a  derivate  parziali  assicurano  quindi  che:  la  soluzione  piii  ge- 
nerale Hg  deUe  (24)  contiene  tre  funzioni  arbitrarie  di  una  sola  variabile 
ciascuna. 

Dunque:  Ad  ogni  sistema  triplo  ortogonale  ne  corrispondono  infiniti, 
contenenU  tre  funzioni  arbitraHe,  pei  quali  in  ogni  punto  corrispondente 
ad  un  punto  del  primo  l'orientazione  del  triedro  principale  è  la  stessa. 

I  nuovi  sistemi  tripli  ortogonali  si  diranno  ottenuti  dal  primitivo  per 
trasformazione  di  Contbescure;  il  problema  analitico  della  loro  determi- 
nazione consiste  nella  integrazione  del  sistema  (24),  dopo  di  che  si  avranno 
con  quadrature  i  sistemi  derivati  dalle  formole 

d£='LB.i  Xi  diH  ,    rfy  =  X  Hi  Y,  4,  ,    d£='fRiZi  dpi , 

conservando  le  X,,  Yf,  Z/  i  valori  primitivi. 

È  chiaro  che  nei  sistemi  devivati  ogni  singola  superficie  ha  a  comune 
colla  superficie  corrispondente  nel  sistema  primitivo  l'immagine  sferica 
delle  linee  di  curvatura. 
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Studio  di  alcuni  sisteii  tripli  ortogonali  particolari. 


Siatemi  ohe  contengono  una  serie  di  suporflcie  di  rotaaione  —  Siatemi  oiulici  oscu- 
latori —  Trasformazione  di  Combescure  applicata  ai  sistemi  ciclici  —  I  sistemi  derivati 
sono  i  più  generali,  che  abbiano  una  aeiie  di  curve  coordinate  piane  —  Elementi 
caiattetiatioi  di  questi  sistemi  e  loto  di,termi nazione  per  quadrature  —  Sistema  triplo 
ortogonale  delle  qnadriolie  a  eentro  LOnfocali  —  Coordinate  ellittiche  —  Geodetiche 
delle  quadriclie  a  centro  —  Teoremi  di  Cliaales  e  Liouville  —  Qeodeticlie  dell'ellissoide 
—  Teorema  di  loachimsthal  —  Geodeticlie  uscenti  dagli  ombelichi  —  Le  linee  di  cur- 
vatura come  ellissi  ed  iperbole  geodetiche,  aventi  i  fuociii  negli  ombelichi  —  Teoremi 
di  fioberta  e  di  Hart. 

277.  Nel  presente  capitolo  applicheremo  i  teoremi  generali  del  capitolo 
precedente  ad  alcune  semplici  classi  di  sistemi  tripli  ortogonali.  Comin- 
ciamo dal  ricercare  :  i  sistemi  tripli  ortogonali^  che  contendono  una  serie  di 
superficie  di  rotazione. 

Supponiamo  che  nel  sistema  triplo  ortogonale,  definito  dalla  forma 
dell'elemento  lineare  dello  spazio: 

cfo=  =  H?  dp\  +  H^  dpt  -f  ■  HI  dpi , 

le  superficie  pj^rcost'"  siano  superficie  di  rotazione  e  precisamente  le 
linee  pa^cost"  ne  siano  le  curve  meridiane.  Poiché  queste  sono  geodetiche 
delle  superficie  ps=^cost",  sarà 

e  la  1."  delle  equazioni  (A)  di  Lamé,  pag,  459,  darà 


Nel  2.°  caso  sarebbe,  per  le  (13)  pa^ 
1         „  1 


=  0 
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e  però  le  superficie  di  votazione  p,=cost"  sarebbero  sviluppabili,  cioè  coni 
0  cilindri  (di  rotazione),  caso  clie  escludiamo  (*).  Restano  le  ipotesi 


3p. 

!=»• 

ove  avendosi 

-1--0 

,  i=o, 

le  superficie  p3  =  cost"  saranno  piani,  cioè  i  piani  delle  curve  meridiane 
delle  superficie  p2=cost'°.  Dunque:  le  superficie  di  rotazione  f2  =  cost'* 
hanno  il  medesimo  asse  e  il  sistema  triplo  ortogonale  si  ottiene  tracciando 
in  un  piano  un  doppio  sistema  (arbitrario)  di  curve  ortogonali  e  facen- 
dolo rotare  attorno  ad  un  asse  fisso  nel  piano;  il  doppio  sistema  di  su- 
perficie di  rotazione  così  generate,  insieme  coi  piani  meridiani,  formano  ii 
sistema  triplo  domandato.  ìl  chiaro  (e  si  può  dedurre  anche  dalle  formole 
di  Lamé)  che  nel  caso  attuale,  prendendo  convenientemente  il  parametro 
pa,  si  può  rendere  anche  Hj  indipendente  da  fa.  Possiamo  dunque  dire:  La 
proprietà  caratteristica  dei  sistemi  tri-pli  ortogonali  qui  considerati  consìste 
in  ciò,  che  neW  espressione  dell'  elemento  lineare 

ds"  =  Hf  4f  +  IB  dpi  +  HI  <?p| , 

*  coefficienti  E,,  H^,  H3  sono  funzioni  di  due  sole  delle  variabili  pi,  p,. 

L'applicazione  della  trasformazione  di  Combeacure  offre  in  questo  caso 
poco  interesse  ;  i  sistemi  derivati  contengono  ancora  infatti  evidentemente 
una  serie  di  piani  e  coincidono  coi  sistemi  considerati  al  n.  269. 

278.  Una  notevole  classe  di  sistemi  tripli  ortogonali  è  quella  dei  si- 
stemi ciclici  di  Ribaucour,  che  abbiamo  già  studiato  al  capitolo  XIII  e 
pei  quali  in  particolare  al  n.  187,  pag.  335,  abbiamo  determinato  la  forma 
dell'elemento  lineare  dello  spazio.  Un  bel  teorema  di  Ribaucour  permette 
di  dedurre  da  ogni  sistema  triplo  ortogonale  infiniti  sistemi  ciclici.  Esso 
si  enuncia: 

Se  in  un  sistema  triplo  ortogonale  si  considera  una  superficie  S  di  uno 
dei  tre  siatemi  e  nei  punti  di  essa  si  costruiscono  i  circoli  osculatori  delle 
traiettorie  ortogonali  delle  superficie,  appartenenti  al  medesimo  sistema,  la 
doppia  infinità  di  circoli  costruiti  appartiene  ad  un  sistmia  ciclico. 

(♦)  8i  oBBervi  che,  essendo  allota  H,  funzione  di  fi  soltanto,  si  può  fate  H,=l 
e  le  linee  coordinate  p,  sono  rette.  Per  ci6  le  superficie  pi^cost^e  sono  aupcriioie 
parallele  e  precisamente  piani  paralleli  nel  caso  dei  cilindri  e  superficie  parallele  con 
un  sistema  di  linee  di  curvatura  circolati  nel  caso  nei  noni.  Il  lettore  verificherà  facil- 
mente ohe  in  quest'ultimo  easo  gli  assi  di  rotazione  dei  coni  sono  le  tangenti  alla  curva 
luogo  dei  vertici.  Questa  curva  puù  prendersi  del  resto  arbitraria,  come  pure  restano 
arbitrarie  !e  aperture  dei  cooi. 
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Diremo  che  questo  sistema  ciclico  è  il  sistema  osculatore  del  sistema 
dato  lungo  la  superficie  S. 

Per  dimostrare  questo  teorema,  basterà  paragonare  le  formole  generali 
del  capìtolo  precedente  con  quelle  del  n,  182,  e,  Sili  relative  alla  de- 
terminazione dei  sistemi  ciclici,  i  cui  circoli  sono  normali  ad  una  super- 
ficie assegnata.  E  infatti  se  (pi,  ps,  ps)  è  un  sistema  triplo  ortogonale, 
che  dà  all'elemento  lineare  dello  spazio  la  forma 

«is=  =  Hf  4!  +  HI  dr4  +  I^  d[A 
e  consideriamo  in  esso  una  determinata  superfìcie  p3  =  coat"',  la  funzione 
H3  è  una  soluzione  dell'equazione  di  Cayley: 

Spi  9p2        Hi    9p2    9pi         Hj    3p)     Spi 

Indicanilo  con  K3  il  raggio  del  circolo  osculatore  delie  curve  coordi- 
nate p3  e  con  M3  l'angolo  che  la  loro  normale  principale,  nel  verso  po- 
sitivo, forma  colla  linea  pi,  si  ha  (n.  274) 

_1_   _    1_   /"Slogl^Y    ,    J_  /SloglIsY 
RI  ''~  H?  V    3p.     ;    ^  H^  V     3p2    / 
K3  R3  SIogHs 

^«°^-^=-,,r-H;-3p;- 

R,  R,  SiogH, 

'-S3  Hs  9p3 

Qicste  foimole  e  nhontate  tolle  (Y)  {16)  del  numeio  oii  citito  (pag 
26j  dimobtiano  iipjunto  il  teoiema  di  Rihaucoui 

279  La  tra&foimaiion  di  Tomlescuie  ■ìpjhcdtaai  sistemi  cichii  da 
uni  (.lasse  mieiessante  di  sistemi  tnpli  oitogonah  E  chiaro  intinto  che 
in  ogi  1  sistemi  deiivato  da  un  sistema  ciclico  per  trasfoimazione  di  Oom 
bescure  le  cuive  che  e  iii&ponl  no  ai  e  rcoli  -louo  pian  peithc  le  tan 
genti  di  citótuna  di  esse  sono  parallele  alle  tangenti  del  ciicolo  com- 
spondente   Cosi  adunque 

JSet  stòt^nt  tnpìi  ortogonali  detteatt  pei  trasf<yt mozione  di  C^ombeseure 
dai  òisttmi  ciclici  le  ti  uettorie  ortogonali  delie  superficie  di  uno  do  tre 
siòteim  ^ono  cm  le  inane 

E  facile  dimostrare  che  imeihimente  ogni  sistema  triplo  ortogonale 
nel  quale  le  tiaiettoiie  oi  ogonali  ielle  suieificie  di  uno  dei  tre  sistemi 
sono  CUI  ve  piane  (nel  quale  cioè  le  supeificie  degli  altn  due  'sistemi  hanno 
un  sistema  h  linee  di  curvatura,  piane)  deriva  pei  trasformazione  di  Com- 
bescure  da  un  sistema  cichco  Su  infatti  (d  fj  f  j)  un  s  stema  triplo  orto- 
gonale nel   juale  le  curve   cooidmate  [^  siano  pid,ne    (  onsiieriamo  una 
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superficie  S3  del  sistema  pa  e  il  sistema  ciclico  osculatore  lungo  di  essa 
del  numero  precedente. 

Si  vedrà  subito  che  le  superficie  a  linee  ài  curvatura  circolari  del 
sistema  ciclico  hanno  le  stesse  immagini  sferiche  delie  linee  di  curvatura 
delle  superficie  pi=cost",  Fj=cost"  del  sistema  primitivo,  onde  risulta  che 
fra  i  due  sistemi  tripli  ortogonali  si  può  stabilire  precisamente  la  corri- 
spondenza di  Combeseure;  dunque:  Se  in  un  sistema  tri^o  ortogonale 
(pii  pìì  f's)  l^  curve  p3  sotto  piane,  i  sistemi  ciclici  oscidatori  lungo  le  su- 
perficie f-a^cos^"  derivano  dal  primitivo  per  trasformazione  di  Combeacure. 

Per  trovare  tutti  i  sistemi  (p,,  pt,  fa)  in  discorso,  basterà  dunque  cer- 
care quelli,  che  hanno  un  sistema  ciclico  assegnato  per  sistema  osculatore. 
Ora  quest'ultimo  problema  si  risolve,  come  ora  dimostreremo,  con  sole 
quadrature  (*). 

Dobbiamo  per  cl&  richiamare  le  formole  del  capitolo  XIII  relative  ai 
sistemi  ciclici,  in  particolare  quelle  del  n.  187,  dove  per  l'elemento  lineare 
dello  spazio,  riferito  ad  un  sistema  ciclico  {u,  v,  wf),  abbiamo  ottenuto  la 
forinola  ivi  segnata  (23)  : 

(1)  d^  :^=  h",  du^  -\-  hi  dv^  -\-  hi  dw^ , 

dove  Al,  Ai,  Aa  hanno  i  valori  seguenti: 


v/Etang^-sen('i  +  -^-jp+^ 

o  A       i^"^  2  cosa     112) 


2  coso    (12) 
cos  a  (  2  ( 


I  *,=  psona   3^  , 

le  quantità  E,  G,  £2,  a,  p,  (  avendo  il  significato  stabilito  al  n.  184.  Ram- 
mentiamo che  E,  G,  Q  sono  le  tre  funzioni  di  u,  v,  che  figurano  iiell'  e- 
spressione  dell'  elemento  lineare  sferico 

d^^  = 'Si  du'^  -  V^  cos  9.  \lW^dudv-\- Gì  dv^ , 

riferito  alle  linee  (m,  v)  immagini  delle  sviluppabili  della  congruenza,  i 
cui  raggi  sono  gli  assi  dei  circoli,  mentre 

sono  i  simboli  di  Christoffel,  costruiti  per  V  elemento  lineare  sferico. 


(*)  Cf.  la  mia  memoria  nel  t,  XIX  (1890)  degli  Annali  di  Matematica. 
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L'angolo  a  è  definito  dalla  formola  {*) 

^fG\    d    (12)    ,  ^fo\    9    il2)       „(121  il2i 

e  soddisfa  alie  equazioni 

.„.         dcosa  il21       Scosci  1121 

che  è  bene  scrivere  anche  sotto  la  forma 

/Q*\     3!ogsenc  ^     2cosa     (121       3  log  sen  a__        3  cos  a     1121 
^    '  ^3;^         ^  r+^o^  I  2  )   '  31^        ^~Ì— cosn  Ili" 

La  funzione  p  {u,  v)  è  una  soluzione  (qualunque)  dell'equazione  di 
Laplace  : 

™         3»  3»        I  1  I  Sa  +  I  2  I  3»  ^ 

P    1121         3_  jl2) 
^  L3«  I 1  I       3»  1 2  I 

Infine  la  i  è  la  soluzione  generale  dell'equazione  a  differenziali  totiili, 
illimitatamente  integrabile 

(6)    dt  =  [v'B  '»»g  "2  «»  ('+  f  )  +  I  li  +  y G  I?!  '"  "V"  ^ 

r ,.   ,0     A    s\  ,  1  sa  ,  -V  /G  (131     .1  . 

Questa  soluzione  generale  f  contiene  una  costante  arbitraria,  indicata 
con  w,  la  quale  figura,  come  terza  variabile,  soltanto  in  t. 

280.  Ricordate  le  forinole  superiori,  costruiamo  per  il  sistema  ciclico 
le  quantità  P/t  del  n.  276  ;  troviamo  : 


aao  in  cui  la  eq^uazioac  (a)  i3el  testo  sia  identìpa,  cii^è 

1   fi  =    3    i^2J  _  2  il2)  112) 
3u  Ili        3«  Ì2Ì  ~      Hi  \2\  ' 

ì  ricorrere  alle  seguenti  (3)  o  (3*),  che  definiscono  n  a  meno  di  una  costante 
(Cf,  n.  185). 
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CAPITOLO   m. 

?.. 

1  34, 
4,3» 

[va.„(, 

2\         ,  0  1121"|      „        1  34,           Ci     3i 

„        134.         V'E  «»('  +  !) 
^-'     4,3» 

4S=-W^-^4Vt-.? 


\/Gcos(*-|) 


\  ^'^  ~  Xi  3w  ~  ^^"  2  dtv  ' 

Ora  applichiamo  la  trasformazione  di  Conibescure,  costmeiiclo,  per  de- 
terminare j  coefficienti  Hi,  H^,  Hg  del  sistema  trasformato  definito  dalla 
formola 

ds"  =  H,  du^  -j-  ìli  dv'  +  Ha  éuf , 

le  formole  (24)  pag.  468,  che  servono  a  trovare  H3 .  Se  mutiamo  in  queste 
la  funzione  incognita  H^,  ponendo 


l  (m,  V,  w)  la  nuova  funzione  incognita,  troviamo  per  determinare 
R  le  tre  equazioni  simultanee  : 

ì  3*E         r       ,H'     ^o        /       Q.\    .      2cos^    (12)1  3R 

I  \  ^r^r-  =     -Vtfcot^-sen   t  —  ^]-\-  ^ ,       :;-- 

J  àvàw        \_  2        V       2  y        1  —  cos  o  [  1  } J  3i(j 

'    a^R       (12)  3R      1121 3R      [9  1121       3  (12)  ^    /fr??!  d     a 

■  dudv      (  1  )  3w      (  2  )  3w       [3m  (  1  1      3p  (  2  |  J 

Ma  le  prime  due,  in  forza  delle  (3*)  e  delle  (5),  possono  scriversi 

3  ,       /3R\  3  ,       /  dt\ 

3  ,      /3R\  3  ,      /  3i\ 
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onde  risulta  intanto  integrando 


3w  dt 

sen  □  ;.- 


essendo  W  una  funzione   arbitraria  di  io.  Una  nuova   integi 
porto  a  w  dà 


_  1       f-iv  Vf  dm 

seno    (  dt  I  '  '    '  ' 

L     k;. 


dove  wa  indica  un  valore  fisso  di  mi  e  <]>  (u,  v)  una  funzione  di  ii,  v  sol- 
tanto; questa  resterà  da  determinarsi  in  guisa  che  il  valore  (7)  di  R 
soddisfi  anche  la  et""  delle  (6).  Ora  si  verifica  subito  che  la  funzione 

1 

di 
dw 

soddisfa  alla  equazione  ora  citata  e,  poiché  i  coefficienti  di  questa  equa- 
zione lineare  omogenea  non  contengono  w,  vi  soddisferà  pure 

1       /^"W  dw 
sene   /         di 
Jwq     dw 

Dunque:  Si  soddisferà  a  tutte  le  condizioni  (6),  assumendo  nella  (7) 
^er  ([;  (m,  u)  una  soluzione  arbitraria  dell'equazione  di  Laplace 

d^'h       1121 3è     (12)3-1)      rS  112)      3  (12)  „  ,.,-,-=^1  ,      , 

dudv      (1  I  9m     i2)dv      L3m  j  1  )      dv(2)  J  ' 

da  cui  dipende  la  ricerca  delle  com/nienze  {cicliche)  aventi  per  immagini 
delle  sviluppabili  le  lìnee  sferiche  {u,  v). 

Se  questa  equazione  si  sa  integrare  completamente,  si  sapranno  tro- 
vare del  sistema  ciclico  assegnato  tutti  Ì  derivati  per  trasfonnazione  di 
Combescure.  Ma  il  problema  che  ci  siamo  proposti  al  n.  279,  di  costruire 
cioè  quei  sistemi  derivati  dì  Combescure,  che  hanno  il  sistema  ciclico  as- 
segnato per  sistema  osculatore  lungo  la  superficie  mi  =  wo,  si  risolve 
semplicemente,  come  ora  faremo  vedere,  ponendo  nella  (7) 

281.  Avendo  Ha  il  valore 

Hs  ^  il  sen  a  -—  , 
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dove  R  è  dato  dalla  (7),  le  formole  (n.  276) 


1  31^  1  3H, 

'        p,3   du    '       '        ^,    Si' 


daranno  per  le  (5),  (5*) 


2[du  2         V.        2/  1  +  cos o  (  2 


H,.2cos;ii;;-^'-VEtg^e„((+")K+,^i°l;5_jl_fJRJ 
TI       T       <3K,    ;,     ,0        A      2\_        2  COS  a    (121  „] 


"2L3» 

'   TI      „  S' 

1    m  =  It  sen  a  i-  , 

\  3w 

cis'  =  H;  e  W  +  HI  *'  +  HI  rf»" 
e  per  le  curvature  principali 

1      _    P„  1_    _    fe 

troveremo  quindi 


onde  per  le  quantità  fs,  tua,  ,|,    del  n.  274 

p3  =  R  sen  a  ,  (U3  =  y-  ,   —  =  0 . 

Dalle  formole  superiori  per  ps,  (Oj  osservando  altre^  le  (8),  risulta  ap- 
punto elle  per  ottenere  il  sistema  derivato,  di  cui  il  sistema  ciclico  dato 
è  osculatore  lungo  la  !c  =  m'o,  conviene  fare  nella  (7),  come  si  era  as- 
serito 'j'  =  p,  cioè  assumere 


JWIì 


(7*) 

/wo       dw 

La  presenza  della  funzione  arbitraria  W  in  questa  formola  permette 
di  dare  ad  una  delle  curve  coordinate  piane  w  una  forma  prestabilita  e 
l'intero  sistema  ne  risulta  allora  individuato.  Riassumendo,  abbiamo  dunque 
il  teorema: 
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Per  determinare  un  sistema  triplo  ortogonale^  in  cui  le  traiettorie  or- 
togonali delle  superficie  di  uno  dei  sistemi  (S)  siano  curve  piane  C,  si  pos- 
sono dare  ad  arbitrio  ì  seguenti  elementi:  1."  una  superficie  So  del  sistema 
S,  5."  una  curva  Co  fra  le  C,  3."  il  sistema  ciclico  osculatore  lungo  So- 
Questi  elementi  individuano  il  sistema,  che  si  otterrà  con  sóle  quadrature, 
se  le  linee  di  curvatura  di  So  sono  note. 

Fra  i  sistemi  precedenti  ve  ne  ha  una  classe,  degna  di  speciale  men- 
zione. L'angolo  -  misura,  per  le  formole  superiori,  l'inclinazione  dei  piani 

delle  curve  C  sulle  superficie  u  =  cost".  Cercliiamo  fra  Ì  sistemi  tripli 
ortogonali  considerati  quelli,  in  cui  l'angolo  o  è  costante.  Essendo  allora, 
per  le  (3) 


le  linee  (m,  v)  sono  le  immagini  delle  assintotiche  di  una  superficie  pseu- 
dosferica, per  l'elemento  lineare  sferico  si  ha 


rf/, 


ds'*=  dì^  -)-  2  cos  il  du  dv  -j 
dove  iì  è  una  soluzione  dell'equazione 

$udv  '  ' 

e  l'equazione  (4)  per  R  diventa  l'equazione  delle  deformazioni  infinitesime 
delle  superficie  pseudosf eriche. 


dudv 


+  Rc 


■,Q  =  0. 


Così  adunque  la  determinazione  di  questi  speciali  sistemi  dipende  dal 
problema  delle  deformazioni  infinitesime  delle  superficie  pseudosferiche  (*). 

282.  Andiamo  ora  ad  occuparci  di  uno  dei  più  semplici  ed  impor- 
tanti sistemi  tripli  ortogonali,  del  sistema  di  quadriche  confocali.  Esso 
dà  luogo  alle  coordinate  ellìttiche,  introdotte  nell'analisi  da  Lamé. 

Consideriamo  il  sistema  di  quadriche  a  centro  confocali,  definito  dal- 
l'equazione 

(9) 

dove  fi  è  un  parametro  variabile  e  supponiamo 

(*)  Per  ulteriori  notizie  veggasi  ia  mia  mamoria  succitata. 
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La  superfìcie  (9)  è  reale  soltanto  quando  [>  giace  fra  +  '^  ^  —  " 


un  ellissoide quando  +  oo  ">  p  >  -  c^ 

un  iperboloide   ad  una  falda       ,        -(!*>p^-6^ 
un  iperboloide  a  due  falde   .       „        —  6^^>[>>  — a^. 

Per  p  :^  4  '-^  si  1^3'  ^^^  sfera  di  raggio  infinito  ;  variando  p  da  -]-  '^ 
a  — c^f  la  superficie  rimane  sempre  un  ellissoide,  il  cui  asse  minore  ^c^+p 
va  sempre  e  continuamente  diminuendo,  l'ellissoide  riducendosi  al  limite 
per  p=  —  c^  alla  porzione  di  piano  xy  (contata  due  volte)  interna  al- 
l' ellisse  focale 

Appena  è  p  <^ — c^j  la  superficie  è  un  iperboloide  ad  una  falda  e  se  si 
pone  X  =  —  e'  -  e  con  e  positivo,  poi  si  fa  tendere  s  a  zero,  si  riconosce 
che  per  e  =  0  l' iperboloide  si  riduce  alla  porzione  di  piano  x  y  esterna 
all'ellisse  focale;  questa  ellisse  forma  adunque  il  passaggio  dalle  serie 
degli  ellissoidi  a  quella  degli  iperboloidi  ad  una  falda. 

Medesimamente  si  vedrà  che  il  passaggio  da  questa  serie  di  iperbo- 
loidi a  quella  degli  iperboloidi  a  due  falde  avviene  attraversando  l'iperbola 
focale 

Per  ogni  punto  (|,  tj,  C)  dello  spazio  passano  tre  superficie  del  sistema 
(1),  corrispondenti  ai  tre  valori  di  X  radici  dell'equazione  di  3.°  grado 

flf)  =  !."•+?)  (»"+ri  («'+?)- (S'+f)  i<:'+f)i'~(''+p)  («■+P)1'- 

-C«'+p)(S'+p)C'  =  0, 
e  poiché 

/'(+«>)>0,    /■{-<!')< 0  ,    f(-S>)>0,    f(-«>)<0, 

l'equazione  avrà  le  tre  radici  reali  pi,  pa,  pg  giacenti  rispettivamente  negli 
intervalli 

+  oc>r.i>-c^    ,     _c^>p,>_;,2    ,     _i2>p3>_aa 

e  le  tre  superficie  corrispondenti  del  sistema  (9): 
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■+l 

il' 

+  - 

a'  +  e. 

+  1 

!'  +  („ 

+  - 

M^ 

(10) 


\   «a  +  pa  ^  J3^f,3  ^  c^  +  p8 

che  passano  per  {^,  vj,  C)  saranno  rispettivamente  un  ellissoide,  un  iper- 
boloide ad  una  falda  ed  un  iperboloide  a  due  falde. 

Possiamo  definire  la  posizione  di  un  punto  P  ^  {x,  y,  z)  dello  spazio 
per  mezzo  dei  parametri  pi,  pa,  ps  delle  tre  quadriche  del  sistema  (9)  che 
vi  passano;  in  tal  caso  pi,  pa,  pa  dicoi^i  le  coordinate  ellittiche  del  punto  P. 
Esse  sono  legate  alle  coordinate  cartesiane  x,  y,  z  del  medesimo  punto 
dalle  relazioni  (10). 

283.  Per  calcolare  l' elemento  lineare  dello  spazio  in  coordinate  ellit- 
tiche pi,  pg,  p3,  osserviamo  (*)  che,  essendo  pi,  pa,  ps  le  radici  dell'equazione 
di  3."  grado  in  p 

si  avrà  identicamente,  qualunque  sia  p: 

lì  11      »'    1    y'    I    ^'  _ ,  ^  (pi— p)  (p.-rt  (pi-p) 

^"'       a'+f  +  6<  +  p  ^  c>  +  p  (o'+p)  (6>+p)  (o'+p)  • 

Moltiplicando  da  ambo  le  parti  per 

(a>+p)  (J'+p)  (c'+p)  , 
indi  facendo  successivamente 

otteniamo  : 

im   ,.  _  («'+.M)(»'+P.)(»'+P.)     „,  _  (i'+p.)  (i'+p.)  (4"+f.) 
._(t!±piH£!+aH£!+M 

forraole  che  danno  le  coordinate  eartesiane,  espresse  per  le  coordinate 
ellittiche. 


(*)  Vedi  KiROHOPP.  —  lleclianik  Ufi  Vorlaaung, 
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Da  queste  forinole,  derivate  logaritmicamente  rispetto  a  f-i, 
guono  le  altre 

dx        1       X         3y         ^       y  dz        l 


e  dalle  (10),  sottraendole  due  a  due  e  osservando  le  (13): 

3pi  9pj  ~      '    -^  aps  9p»  ~         ^  3f-=  Sf'i  "~     ' 
i  segni  sommatorii  riferendosi  ad  una   permutazione  di  x,  y,  z.  Segue  già 
di  qui: 

Il  sistema  (9)  di  quadncke  a  centro  confocali  è  un  sistema  triplo  or- 


Ora,  derivando   la  (11)  rispetto  a   p,  e  ponendo  poi  successivamente 
P  =  Pn  pm  p3  si  ottiene  per  le  (13) 

nq^ìV/'^^V^^       (pi-p^(pi-F3) -y/S^y^l      (pt-p3)(pa-P.) 

"^      -'^VSpJ      4(«=+p,)(*^+p,)(c'+pO"^U./      4(«*+P^(i'+P.)(c'+P^' 

^VW       i{«^+p3){S^+P3){c^+P.) 
e  quindi:  ^ei"  i'eìemenio  lineare  dello  spazio  in  coordinate  ellittiche  p,,  ps,  pa 

4  |(<i'+p,)(6'+p,)(c'+p,)     "^(a'+pj(i'+p,){<!'+p,)    "^ 
(Pi-pJ(F.-P;) 


^(«'+P.)(S'+p,)(c-+p,)"'"|' 

Di  qui  vediamo  ohe  nel  presente  sistema  triplo  ortogonale  le  linee 
di  curvatura  di  ciascuna  superficie  di  uno  dei  tre  sistemi  formano  un  si- 
stema isotermo.  Esiste  però  un  sistema  triplo  ortogonale  più  generale, 
scoperto  da  Darboux  {*),  al  quale  appartiene  la  medesima  proprietà.  Le 
superficie  di  questo  sistema  sono  ancora  algebriche  e  del  4."  ordine. 

284.  Il  sistema  isotermo  delle  linee  di  curvatura  di  una  quadrica  gode 
altresì  della  proprietà  di  essere  costituito  da  ellissi  e  da  iperbole  geo- 
detiche, come  risulta  dalla  forma  (14)  dell'elemento  lineare.  (Cf.  n.  88), 
Le  quadriche  appartengono  cioè  alla  classe  di  superficie  di  Liouville,  sulle 
quali  le  linee  geodetiche  si  hanno  con  quadrature.  E  qui  appunto  voghamo 
studiare  le  proprietà  delle  geodetiche  sulle  quadriche  a  centro  e  in  par- 
ticolare sull'ellissoide.  Ma  anziché  riferirci  alle  proprietà  generali  delle 
superficie  di  Liouville,  procederemo  in  un  modo  geometrico  diretto,  che 

(*)  Annales  ete.  t.  ni  1886. 
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utilizza  le  proprietà  delle  quadriche  confocali  e  confronteremo  poi  i  ri- 
sultati cosi  ottenuti  con  quelli  che  seguono  dalle  formole  generali  del 
n.  88,  e.  VI  (*). 

H  teorema  fondamentale,  dovuto  a  Chasles,  che  conduce  geometrica- 
mente alla  determinazione  delle  linee  geodetiche,  è  il  seguente: 

Se  si  considerano  due  quadriche  omofocali,  la  congruenza  di  raggi 
formata  dalle  loro  tangenti  comuni  è  una  congruenza  normale. 

Siano  infatti  [>',  fJ'  i  valori  del  parametro  p  nella  {9}  per  le  due  qua- 
driche confocali  che  si  considerano  e  siano  x\  y,  ^  ;  ^',  j/\  d'  le  coordinate 
dei  due  punii  di  contatto  di  un  raggio  della  congruenza  colle  rispettive 
quadriche  (f/'),  ({>")  ;  avremo 

\  a'+il  ^  h'+i'  ^  «■  +  P' 
(15) 


Le  normali  alle  due  quadriche  (p'),  {{")  nei  punti  {x,  y,  «')  ,  {^,  if,  /) 
avendo  per  le  (13)  i  coseni  di  direzione  rispettivamente  proporzionali  a 

^  _J___        J_ 

ic"  y  / 

ne  risulta  per  ipotesi 

^       a>+p'       +  i'M'       ^  ^  «■+?'   ' 

l       a'+f-      +  i'+p"      ^       c'+p" 


isia  per  le  (15) 

j  «'+p''^  j'+p'^»Hp' 

l  o'+p"  "T  J<+p"  "^  c'+p" 
Queste  ultime  sottratte  danno 


(«^-Hr/)(«^+p")  ^  (i^fp')(^Hp")  ^  (^^-fp')  ('^^+r'')  ' 


(*)  Daebotjx.  —  T,  n,  pag.  295  sa. 
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onde  segue  che  le  ciue  normali  coiisidevaie  oono  perpendicolari  fra  loro  e 
però  il  teorema  enunciato  risulta  diraoati-ato.  (Cf.  n.  143,  e.  X). 

Ciò  premesso,  le  linee  inviluppate  sulla  1  "■  supeificie  focale  (p')  dai 
raggi  della  congruenza  daranno  un  sistema  oo^  di  geodeticlie  su  questa 
quadrica  e  se,  tenendo  fissa  la  quadrica  (p),  facciamo  variare  l'altra  (fV), 
otterremo  tutte  le  linee  geodetiche  delli  puma 

285.  Liouville  ha  dato  il  modo  di  formare  eflettivaniente,  nelle  coor- 
dinate ellittiche  pi,  P2,f3,  l'equazione  del  -iistemi  di  suppificie  parallele  'È, 
le  cui  normali  sono  i  raggi  della  congiuen/a  sopia  con-^ideiata,  che  ha 
per  superfìcie  focali  le  quadriche  (fJ),  (p  )  (*) 

Per  stabilire  il  risultato  di  Liouville,  cominciamo  dall' oh servare  che 
se  la  funzione 

e  {x,  y,  z) 
soddisfa  all'equazione 

--(sj+(i)'+(sy-. 

le  superficie 

0  (x,  y,  z)  =  cost" 

costituiranno  un  sistema  di  superficie  parallele  (u.  275).  Ora  l'equazione 

Al  e--  1 

in  coordinate  curvilinee  pi ,  ps ,  p3 ,  che  diano  all'elemento  lineare  dello  spazio 
ds  la  forma  ortogonale 

d^  =  W,  d</,  +  HI  df,4  +  H^  diA 

prende  la  forma  (n.  23,  e.  II) 


:  1. 


^^^'        Hi  [wJ  +  Hi  [diJ  +  m  wJ 

Introduciamo  le  coordinate  ellittiche,  ponendo  per  abbreviare 

(17)  /■(p)  =  4(«Hl>)(S'+p)  («■+?) 

(18)  f  (p)  =  (p-n)  (p-p.)  (p-p.); 

la  formola  (14)  si  scriverà 

(19)  *.=2^%' 


(*)  Queste  due  iiuadrioUe  confocali  sono  adunque  le  due  falde  dell'evoluta  delle 
superficie  S. 
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e  ia  (16)  diventerà 

t  t(p.)  VW 

A  questa  si  socidisfa  ponendo 

(20,  ,e  =  |/y(E353,,„ 

dove  a,  fj  sono  costanti  arbitrarie,  giaccliè  si  ha  identicamente 

■r.  (pi-»)  (w-W  ._  . 
i         ?>'(P<) 
come  risulta  dalle  note  formole  di  decomposizione  della  frazione 
(p-«)  (p-P) 

(p— pi)  (p— Pa)  (P— fa) 
in  frazioni  semplici. 
L' equazione 

6  (pi,  l'S,  f-a)  ==  cost'", 
0  avendo  il  valore   dato  dalla  (20),  rappresenta  adunque  un  sistema  di 
superficie   parallele   ed   ora  andiamo  a  verificare  che  le  due  falde  della 
evoluta  di  queste  superfìcie  sono  appunto  le  due  superficie  coordinate,  cor- 
rispondenti ai  valori  a,  ^  di  p, 
286.  L'equazione 

Al  0=^  1 

valendo  qualunque  siano  le  costanti  a,  p,  se  la  deriviamo  rapporto  ad  a,  p 
otteniamo  : 


(«)      V  (® 


essendo  V  il  simbolo  del  parametro  differenziale  mieto  (e.  Il,  n,  23).  D'ai 
tronde,  in  forza  della  identità 


Le  tre  relazioni  (a),  (6)  esprimono  elle  i  sistemi  di  superficie 

39 
3a  ' 


/Oli  5*  !..  '» 
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completano  colle  superficie  parallele 

6  =  eost'" 


1  triplo  ortogonale.  Duiiiiiie  le  superficie  (21)  sono  le  svilup- 
pabili formate  colle  normali  delle  superficie  0  =  cost'". 

Ora  basta  osservare  che  la  prima   delle  (21)  differenziata  dà 


2Vfe-'«)Y(f 


f(p.)  ' 

e  per  conseguenza,  facendo  [Ji  =  a,  ne  risulta 

d?i  =  0, 
per  concludere  che  le  sviluppabili 
30 


3o; 


=  cost'° 


sono  tangenti  alla  superficie  del  sistema  confocale  di  parametro  a.  Simil- 
mente le  sviluppabiìi 

sono  tangenti   alla  quadrica  di   parametro  p.  Dunque   le  due  quadriche 
di  parametri  a,  p  sono  le  due  falde  dell'  evoluta  delle  superficie 


Possiamo  ora  facilmente  scrivere  l'equazione  delle  linee  geodetiche 
sulla  quadrica  di  parametro  a,  supponendo  per  fissare  le  idee  che  sia  p.  e. 
un  ellissoide  (*).  Facendo  fi^a  nella 


avremo  per  l'equazione  richiesta 
(22) 


J  V(p.-B^.)  *  +J  V(f.-B 


che  rappresenterà  suU'  ellissoide  pi  =  a  le  geodetiche  inviluppate  dalle 
tangenti  comuni  a  questo  ellissoide  e  alla  quadrica  di  parametro  p.  Perchè 
queste  geodetiche  siano  reali,  bisogna  che  p  sia  il  parametro  di  un  iper- 


{*)  La  determi uazione  delie  linee  geodetiche  sull' ellisaoido   è  stata  effettuata  la 
prima  volta  da  Jacobi  (CreSe's  Journal,  t.  XIX). 
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boloide  ad  una  o  a  due  falde  e  facendo  nel  1.°  caso  nella  (22}  p2=P, 
nel  2."  p3^=p,  ne  risulta  rispetti o amente  dp3=0  o  d(Jì=0.  Le  geodeticlie 
(22),  che  si  ottengono  tenendo  fisso  ^  e  facendo  variare  ìa  costante  del 
secondo  membro  sono  dunque  tutte  tangenti  alla  linea  di  curvatura 

p3  =  (3      0     .f/S  =  P 

sull'ellissoide.  Facendo  poi  variare  nella  (22)  anche  la  costante  p,  si  avranno 
tutte  le  geodetiche  dell'ellissoide, 

287.  Applicando  le  formole  generali   dei  numeri  precedenti  al  caso 
dell'  ellissoide  f-i  ^=  0,  che  ha  per  equazione 

^'  +  ^'  j_  ^  =  1 

assumiamo  per  parametri  u,  v  delle  linee  di  curvatura  i  rispettivi  assi 
primarii  degli  iperboloidi  confocali  ad  una  e  due  falde,  che  tagliano  ap- 
punto l'ellissoide  secondo  le  linee  di  curvatura.  Poniamo  adunque 

e  facciamo  inoltre  per  brevità 

«2-52=^^2    ,     a^  —  rJ  =  kK 
I  parametri  u,  v  varieranno  entro  i  limiti  segnati  dalle  diseguagli anzo 

l'elemento  lineare  dell' ellissoide  prenderà  la  forma 


che  colle  sostituzioni 


\J{u'^h')lk'~u'} 


/; 


dv  = 


V/ (»'—»■)  (i'— o") 


si  riduce  subito  alla  forma  di  LiouviUe  (n.  88)  e  l'equazione  (22)  in  ter- 
mini iiniti  delle  geodetiche  diventerà: 

(24)  f y."'-— du  +  /  y"  ~'         —  <iii=cost". 

J  A«'-C)  («•-*■)  (f  ^«'ì         J  v'(G-)/)  (4'-«')  (4--  -A 
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0  G  una  costante  arbitraria,  come  risulterebbe  altresì  dalle  forinole 
del  numero  ora  citato.  Per  l'arco  o  delle  geodetiche  (24),  contato  da  una 
traiettoria  ortogonale  fissa,  avremo  secondo  il  n.  88  : 

il  segno  superiore  od  inferiore  valendo  in  concordanza  colla  (24),  Indi- 
cando poi  con  (Jj  l'angolo  delle  geodetiche  (24-)  colle  linee  di  curvatura 
u  =  cost'°,  avremo  l'integrale  primo 

(26)  M«sen»|  +  j|2cos«t|.=^C. 

Queste  formole  (25),  (26)  sono  del  resto  semplici  conseguenze  della  (24). 

L'ultima  formola  è  suscettibile  di  un'elegante  interpretazione  geome- 
trica, dovuta  a  Joachimsthal,  che  ora  andiamo  a  stabilire,  avvertendo  che 
alla  (26)  soddisfano  non  solo  le  geodetiche  ma  anche  le  linee  di  curvatura. 

Qui  osserviamo  ancora  che  le  linee  geodetiche  reali  dell'ellissoide  si 
possono  distinguere  in  tre  specie,  a  seconda  del  valore  della  costante  C 
nella  (24).  Perchè  la  geodetica  (24)  sia  reale,  occorre  che  0  giaccia  nel- 
l'intervallo 

fe^  >  C  >  0  . 

Ora,  se  si  dà  a  C  un  valore  fisso  compreso  fra  k^  e  h^,  le  geodetiche 
(24)  saranno  (n.  286)  tutte  tangenti  alla  linea  di  curvatura 

M^  =  C; 

questa  si  compone  di  due  pai-ti  chiuse  diametralmente  opposte  descritte 
attorno  a  due  ombelichi  dell'  ellissoide  come  un'ellisse  attorno  ai  due  fuochi. 
(Cf.  il  seguente  numero).  La  linea  geodetica  svolge  tutto  il  suo  corso 
entro  la  zona  elhssoidale  compresa  fra  queste  due  curve  chiuse  passando 
dall'una  all'  altra  e  toccandole  nel  retrocedere  sulla  zona,  sulla  quale  gira 
in  generale  infinite  volte  senza  chiudersi.  Se  la  costante  C  giace  nell'in- 
tervallo fra  h^  e  0,  lo  stesso  accade  rispetto  alla  linea  di  curvatura 


In  fine  se  C  =  /i^,  si  ha  il  caso  notevole  delle  geodetiche  uscenti  da 
un  ombelico,  che  lanno  a  passare  per  l'ombelico  diametralmente  opposto. 
Ciò  si  riconosce  già  ohsei\ando  che  la  quadrica  del  sistema  confocale,  a 
cui  sono  tangenti  le  tangenti  delle  geodetiche  (24)  per  G=h^,  avendo  il 
parametro  p=  ~-  b",  si  iiduce  all' iperbola  focale,  alla  quale  si  appoggiano 
dunque  le  dette  tangenti.  La  medesima  proprietà  risulterà  anche  dalle 
discussioni  seguenti. 
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288.  Per  stabilire  il  teorema  di  JoaehimsthaJ  sopra  accennato,  comin- 
ciamo dalle  osservazioni  seguenti.  In  un  punto  qualunque  {x,  y,  z)  dell'el- 
lissoide conduciamo  il  piano  tangente  e  per  il  centro  il  piano  parallelo; 
la  sezione  eìiittìca  prodotta  avrà  per  assi  i  diametri  paralleli  alle  direzioni 
delle  linee  di  curvatura  uscenti  da  {x,  y,  s).  E  infatti,  indicando  con 
cos  a,  cos  p,  cos  f  ;  cos  a',  cos  p',  eoa  ■{'  i  coseni  di  direzione  di  questi  dia- 
metri, abbiamo 


Zx      di)      'Sz  X  y  z 


cos  a  :  cos  p  :  cos  7  — 

,  ,  ,        9x      9w      92  X  y  z 

eos  a  :  cos  p  :  cos  7  ^  i.—  :  ;r-  :  v-  =  -^  —  :  ■„■'  ■     :  -,- — 
afjj     9f>j     Spj        a-tps      "+Ps     c'+fó 

da  queste  segue  subito,  sottraendo  le  due  formolo  (n,  283) 

i  (i*+ft)(«*+f.)  +  W+FùW+fé  +  (?+p01?+S  "  " 
(«) 


\  (<.'+p,r(»>+p,)  ^  (s'+p.)  (s'+f>)  ^  (c'+p.)  (c'+p.)     ' 

nelle  quali  si  faccia  pi^=0: 

cosa  cosa'        cos^  cosp'        cos 7  cos 7'  _ 

Questa  esprime  cbe  i  due  diametri  in  considerazione  sono  coniugati 
e  poicbè  sono  anche  ortogonali,  coincidono  appunto  cogli  assi  della  sezione 
centrale. 

Ciò  posto,  se  R| ,  E3  indicano  le  lunghezze  dei  semi-assi  paralleli  ri- 
spettivamente alle  tangenti  alle  linee  M=eost'°,  j!;^=cost",  avremo 


1    1         cos*  a    ,    cos^  p        cos^  7 

f    l        cos^  o!       cos^  p'        cos^  7' 

ossia  per 

le  formolo  precedenti 

I 

(      ==■        1        '/       ,        »'      K. 

Ri 

|o"(oM-p/  '  6'(*'+p.)'  '  «"(cM-p.)'! '^ 

1 

(o'+f,)'   1    (i'  +  P,)'  + 

«• 

(■.'  +  P.)' 
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Ora  dalla  1.'  delle  (a)  segue 


=  0, 


«'("■+ p.)  ^  6"  (6' + p.)  ^  »=(»•+ p.y 

indi 

_jf_   I  _t    i_^.  _„(__"'' ,      f      , ;"_  i 

(o'+P.)"  "^  (»'+p.)'  ^  («■+ p.)'      "I«"  (»■+  P.)'  ^  !'•  (S'+P.)'  "^  «"V+P.)'! 

e  perciò  Rf=  —  pa  e  similmente  E|=  -pj,  cioè 

(27)  nì  =  a^—i/    ,     R|  =  «'— M^ 

Queste  ci  dimostrano  che  Ei  è  il  semi-asse  maggiore,  Rj  il  minore. 

Nella  sezione  centrale  tiriamo  ora  il  semi  diametro  parallelo  a  quella 
tangente  nel  punto  {x,  y,  £)  all'ellissoide  clie  fa  colle  v  =  cost"  l'angolo 
![>  e  iudicliiamo  con  R  la  sua  lunghezza;  avremo 

1   __   eoa*')'    _|_   sen^ij» 
R^  ~  a^^u^  "'"  «sZT^s  ■ 

Se  poi  con  S  indichiamo  la  distanza  del   centro   dal  piano 
in  {xj  y,  z),  abbiamo 


cioè  per  la  1,'  delle  (13)  pag.  480,  ove  si  faccia  pi  ^  0 


ì  deduciamo 


„^p^    =  a^ —  (M^sen^({i-[-t!>'cos^$} 


e,  confrontando   coli' integrale   primo  (26)  delle  geodetiche,  otteniamo  il 
teorema  di  Joachimsthal  : 


(*)  A  questa  forinola  sì  può  legare  l'osservazione  aegruente.  La  curvatura  totale  K 
ì  data  da 

fi*  6'  c^ 


Dunque  :  Le  linee  di  egual  curvatva-a  dell'dliaaoide  sono  k  linee  inviluppate  à 
pifijii  tangenti  comuni  aU'kUssoide  ed  aUe  sfere  concentriche. 
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Pei  ogni  linei  geodetica  ùacctata  sopì  a  tin  elh>>'ioiilp  è  costante  il  p  o- 
dotto  deUa  distanza  del  ctnb  o  d-al  pmno  tangente  in  un  punto  deUa  geodetica 
pei  la  lunghezza  del  diametro  paraUelo  alla  tangente  d^la  geodetica  nei 
medesimo  punto 

Pei  quanto  si  e  osservato  al  n  28,  la  medesima  piopneta  appartiene 
oltie  elle  alle  geodetiche  anche  alle  Imee  di  curyatuia  Segue  di  qui 
nuOTamente  che  pei  le  geodetiche  tangenti  al  una  medesima  linea  di 
curvatura  la  costante  3R  ovveio  la  contante  C  della  (24),  serba  il  me- 
de'iimo  valore 

28<)  Considenamo  ora  i  quattro  ombehchi  leali  dell'ellissoide  Essi 
giacciono  sulla  elhsse  prmcipale  ìlIÌ  asse  massimo  e  minimo  ed  hanno 
per  cooidmate 

.  =  +  ,v2^'-  =  +  «^  ,  ,  =  0  ,  _,=  ,„^'!^=  +  ,^i*:f^ 

Il  piano  tangente  in  ogni  ombelico  è  distante  dal  centro  della  lun- 
ghezza 3  ^  -T-  e  qualunque  semidiametro  della  sezione  centrale  fatta  con 

un  piano  parallelo  è  eguale  a  6.  Dunque: 

Per  ogni  geodetica  uscente  da  un  ombelico  il  prodotto  SB,  ha  il  valore 
costante  a  e.  Il  valore  corrispondente  della  costante  C  nella  (26)  è  quindi 
eguale  a  A*,  come  si  è  già  osservato  al  n.  287. 

Da  questa  osservazione  possono  dedursi  conseguenze  notevoli,  segnalate 
da  Roberts.  Consideriamo  un  punto  M  dell'ellissoide  e  congiungiamolo 
per  archi  geodetici  M  F ,  M  Fi  a  due  ombelichi  F,  Pi  non  diametral- 
mente opposti.  Il  valore  della  costante  S  R  è  lo  stesso  per  le  due  geo- 
detiche e  siccome  in  M  anche  S  è  la  stessa,  i  due  diametri  condotti  pa- 
rallelamente alle  tangenti  in  M  alle  due  geodetiche  dovranno  avere  eguale 
lunghezza  e  faranno  quindi  angoli  eguali  cogli  assi  della  sezione  centrale; 
e  poiché  questi  sono  paralleli  alle  direzioni  delle  linee  di  curvatura  in 
M,  ne  segue: 

Le  direzioni  delle  linee  dì  curvatura  in  M  sono  le  bisettrici  dell'angdo 
intemo  e  dell'angolo  estemo  formato  dagli  archi  geodetici  M  F,  MFi. 
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Ne  risulta  che  l'arco  geodetico  M  F'  che  riunisce  M  all'ombelico  F', 
diametralmente  opposto  ad  F,  è  il  prolungamento  dell'  arco  geodetico 
F  M  e  quindi  : 

Ogni  geodetica  uscente  da  un  ombelico  passa  per  l'ombelico  diametral- 
mente opposto.  Come  due  punti  diametialmente  opposti  della  sfera,  così 
due  ombelichi  opposti   1  11    li        d     i  n  nfiniti  archi 

geodetici,  i  quali  avran  o  tut  egi  al  lu  gh  a  p  1  p  la  definizione 
stessa  di  geodetica,  pa    and     ia  u  a  d    q  giti       Ha  infinita- 

mente vicina  la  Tariaz    n    p   m     1    t  I    1     ^h  z  n  Ila 

Gfià  da  questi  teoren         u      1     1    In      d  tu  a   1  li' ellissoide 

sono  ellissi  ed  iperbole  geodetiche  aventi  i  fuochi  negli  ombelichi  del- 
l'ellissoide, ma  più  chiaramente  apparirà  dai  numeri  seguenti. 

290.  Le  equazioni  (24),  (25)  in  termini  finiti  delle  geodetiche  danno 
per  le  geodetiche  uscenti  dagli  ombelichi  {C=/i^): 

,^^>  C-y  la^  —  u^      du      __    f\la^~v^      dv 

e  pel  loro  arco 


Le  quadrature  nelle  formole  generali  (24),  (25)  portano  evidentemente 
ad  integrali  iperellitici,  le  attuali  invece  ad  integrali  ellittici.  Per  ese- 
guirle assumiamo  per  semplicità  il  semi-asse  maggiore  dell'ellissoide  per 
unità  lineare  a  =  l  e  potremo  prendere  la  quantità^  =^yi^c^  <'  1  come 
modulo  di  ima  classe  di  funzioni  ellittiche  di  Jacobi,  per  le  quali  le  quan- 
tità K,  K'  saranno  reali.  In  luogo  dei  parametri  u,  p,  introduciamone  due 
nuovi  r,  ti,  ponendo 

w  =  fc  sn  t     ,      V  =  ksn.xi 

ed  essendo  h  <C.  k,  poniamo 


dove  a  è  una  quantità  reale  compresa  fra  0  e  K  ;  avremo  così 

«  =  1,    6  =  dna,    c-^  l<!  ,    h  =  ksn.a. 

e  le  fonnole  (12)  pag.  479,  che  danno  le  coordinate  dei  punti  dell'ellis- 
soide, diventano 

,„„.  sntsnt,  dna      /-^-„ „  ,  ,    , ^—.  .cntcnti 

(30)    x  = ,  w  = \Jim\-Sira)  (sn^a-sn^x,)  ,  z  =  ìi , 
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dove,  adottando  pel  radicale  ii  segno  positivo  e  dovendo 
^^  ^.  ^  ^  0,  cioè 

1  >  sn^T  ^  sn^a     ,      sn*a  !>  sn^Tj  >  0  , 
faremo  variare  t,  i^  negli  intervalii 

Le  (30)  ci  danno  allora  i  punti  del  semi  ellissoide 
!)>0 
e  i  quattro  ombelichi 

F  =  {sn  a  ,  0  ,  it'  cn  a)     ,      F  =  (—so  a,  0,—k' cn  a) 
F,^(— sna,0,fc'cna)      ,       F',=  (sn  a  ,  0,  -  fc' cn  a) 
riceveranno  le  coordinate  curvilìnee  t,  r,: 

F^(a,a)   ,   F'=(2K-a,-a)   ,    Fi=(a,-a)  ,   F\=(2K-a,a). 
L'equazione  (28)  delle  geodetiche  è  data  da 

^ ^  dT:+   I  —, 5—  =  cost"^ 

su  T  — sn-a  t/    sn  a — sn  ti 

e  il  loro  arco  da 

a=/dn^r±/dn=Tirfti. 

Se  prendiamo  un  punto  M  sul  semi  ellissoide  )/  >  0  ed  applicliianio 
queste  forinole  all'arco  geodetico  F  M,  osservando  che  mentre  r  cresce 
T,  decresce,  vediamo  che  debbono  adottarsi  i  segni  inferiori  e  perciò  sarà 

a=    /    dn'i;!^!: —  /  dn'Ti  (^Ti 
•'a  -'a 

la  lunghezza  dell'arco  geodetico  F  M  contato  da  F,  cioè 

(31)  ,  =  |(r-t,)  +  Z(.)^Z(.,), 

essendo  Z  (t)  la  funzione  di  Jacobi  ed  E  la  lunghezza  di   un  quadrante 
delia  ellisse  principale  nel  piano  xs. 

Per  l'arco  geodetico  F;  M  al  contrario  valgono  i  segni  opposti  e  la 
sua  lunghezza  o,  è  data  da 

(31*)  »,=  |-(t  +  t,)-|-Z(,)  +  Z(x,). 
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Facendo  nella  (31)  t-2K-a,  r,--«o  nella  (31*)  i:  -  2  K  -  a,  Ti  =  «, 
si  vede  che  tutti  gli  archi  geodetici  F  P'  o  F,  F\  hanno  la  lunghezza 
comune  2  E.  Sommando  e  sottraendo  segue  poi 

a+o~2|.+  2Z(.) 


Dunque  le  linee  di  curvatura  e  =  cosfc'^,  t,  =  cost"  sono  ellissi  geo- 
detiche le  prime  rispetto  ai  fuochi  F,  F,  e  le  seconde  iperbole  geodetiche 
rispetto  ai  medesimi  fuochi,  Ma  se  ad  uno  dei  fuochi  si  sostituisce  il 
diametralmente  opposto  p.  e.  a  Fi,  Fi,  allora  le  •:,=  cost'°  diventano  el- 
lissi geodetiche  rispetto  ai  fuochi  F,  Fi  e  le  T  =  cost"  iperbole.  Ogni 
linea  di  curvatura  di  un  ellissoide  può  quindi  descriversi  fissando  un  filo 
di  lunghezza  costante  eoi  due  capi  a  due  ombelichi  non  diametrahnente 
opposti  e  per  mezzo  di  uno  stilo  in  M  tendendo  il  filo  sull'eihsaoide:  la 
estremità  M  dello  stilo  descriverà  una  linea  di  curvatura. 

291.  Cerchiamo  la  forma  dell'elemento  lineare  dell' ellissoide,  riferito 
alle  geodetiche  uscenti  da  un  ombehco  e  alle  loro  traiettorie  ortogonali. 
Se  prendiamo  p.  e.  le  geodetiche  uscenti  dall'ombelico  F  e  ritorniamo  alle 
formole  (28),  (29),  ponendo  : 

saranno  le  linee  ^  =  cosf'  le  geodetiche  e  <3=:cost'°  le  loro  traiettorie 
ortogonali. 


Ora  6 


(n^—h')  {k^  —  v^) 


V(*,'!l)  =  0 

e  quindi  per  l'elemento  lineare  dell'ellissoide  in  coordinateti, <f»(n. 36 e. III). 

(32)  d^=  dQ^+  (u^  —  k^  {K'—v")  t^*^ 

La  costante  del  secondo  membro  nella  equazione  (28*)  delle  geode- 
tiche uscenti  da  F  dipende  unicamente  dalla  direzione  che  la  geodetica 
ha  in  F.  Se  con  w  indichiamo  l'angolo,  che  l'arco  geodetico  da  F  verso 
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M  forma  colla  direzione  F  Pi  della  ellisse  principale  y^O,  sarà  4>  una 
funzione  di  io,  la  cui  espressione  effettiva  importa  di  trovare.  Fissiamo 
per  ciò  la  costante  additiva  in  "i»,  scrivendo 

Ora  se  uniamo  M  con  Fi  e  con  fp  indichiamo  l'angolo  esterno  Fi  M  F' 
in  M  del  triangolo  geodetico  M  F  Fi  sarà  evidentemente  (u  il  limite  di  f, 
quando  M  muovendosi  sull'arco  geodetico  M  F  considerato  si  avvicina 
indefinitamente  a  F. 


fdifa^^^i:)--^ .-'--^m-^>°'} 


Ora  la  linea  di  curvatura  v  =  cost'"  uscente  da  M  divide  per  metà 
l'angolo  Fi  M  F  e  forma  coll'arco  geodetico  F  M  l'angolo  <}i  definito  dalia 
(26),  ove  O^A*;  si  ha  quindi 


77    =«»'■*  =  ; 


m      'g'f?ì=    li»     1.-5=    i™ 

Ora,  se  scriviamo  le  (33)  nel  modo  segueote 


/t,     [rV,/»'-»'    ,/«'-*"\    *         ffj"'-"'     J«'-l''\    *    1 
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vediamo  che  la  differenza  dei  due  primi  integrali,  convergendo  uev  verso k, 
converge  verso  un  limite  determinato  e  finito,  che  dipende  solo  dalle  co- 
stanti a,  h,  k,  mentre  la  seconda  parte  di  O  può  scriversi 

1^/a^^h^  l       (u—k)  (v-\-h)  k  —  h) 

2h  y  k^^h^  j'*^^ {k--B)  (u+k)        ^^ k  +  h\ 

e  al  limite  per  u^^h ,  i>=^k  converge,  per  la  (34),  verso 

l'i  /a^  —  ii^  ,      ,     ttì        l'y/a^  —  h^,     k  —  h 

hMi^l?  i»s  te  2  -  2*\/F=rs'  '"f'i+l  ■ 

Si  ha  adunque 

essendo  A  una  costante  e  la  (32),  cangiando  il  parametro  ^  in  »,  diventa 

ovvero 

(35)  ds^  =  da^-^^~  (?w^ 

dove  ?/  è  la  distanza  del  punto  M  dal  piano  xz  degli  ombelichi.  È  questa 
la  formola  notevole  dovuta  a  Hoberts. 

232.  Se  uniamo  il  medesimo  punto  M  all'ombelico  Fi,  e  con  oi  indi- 
chiamo l'arco  geodetico  MFi,  con  wi  l'angolo  M  Fi  F,  avremo  per  la 
(35)  stessa 

(fa'  =  (^^J  4-  ■  -^      dui\ , 


^^  (^ 


disii  \ 
sen  (1)1/ 


Lungo  le  linee  di  curvatura 

u  =  cost"    , 
è  rispettivamente 

rfo-l-rfai  =  0 


yGoosle 


OMBELICALI 


Proluiighiamo  ora  l'arco  geodetico  FM  sino  si  passare  per  l'ombelico 
opposto  e  sìa  &)'  l' angolo  che  l' arco  geodetico  P'  M  da  F'  verso  M  fa  col- 
l'arco  F'Fi  dell'ellisse  principale,  mentre  con  a'  denotiamo  la  lunghezza 
dell'arco  FM;  per  la  (35)  avremo 


e  poiché 
risulterà 


sen  tu  S' 

rftù^  dm"' 


,  diii'^ 


Se  s 


è  decrescente  per  < 
dio  dui 


crescente,  ne  risulta 


quindi 


'"5  (f-j'K  (¥)=«"''■■ 


II  valore  della  costante  del  2."  membro  si  esprime  facilmente  per  l'an- 
golo Sì,  con-ispondente  all'  arco  geodetico  che  unisce  F  coU'  estremità  del- 
l'asse  medio;  in  tal  caso  è  infatti 


e  pero 
(36) 


%(f)%(f) -%'(§). 


Per  mezzo  di  questa  formala  possiamo  facimente  seguire  l'ulteriore 
coreo  delle  geodetiche.  L'arco  geodetico  PiSIF'  traversa  m  F  il  piano  xz 
e  descrive  un  nuovo  arco  F'  NF  sopra  l'altro  semi-ellissoide  i/<[0,  ritor- 
nando in  P.  Quivi  però  non  si  chiude,  come  nel  caso  della  sfera,  ma 
uscendo  di  nuovo  da  F  forma  coU'arco  FFi  un  nuovo  angolo  w'^'   dif- 


(*)  Dell'esattezza  di  questa  comspondenM  oi  bì  persuade  facilmente,  osservando 
ohe  lungo  la  ellisse  (di  carvatura)  «=0,  w  è  crescento  per  wj  decresoenta  e  invece 
lungo  r  ellisse  x  =  Q,  w,  ui,  crescono  o  decrescono  insieme. 
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ferente  da  (u.  E  infatti,  se  al  nuovo  arco  F'  NF  applichiamo  la  (86),  os- 
servando che  i  nuovi  valori  di  (u,  W  sono  Jc — w',  ir — w'",  otteniamo: 

cot(|:)cot(i^")=tg.(|). 

Questa  formola,  confrontata  colla  (36),  dà 

tg  (^)  =  X  tg  (-;.),    X  =  ci- (1) 
e  poiché  l' angolo  Sì  è  acuto  e  in  conseguenza  >.  ^  1  ne  risulta 

In  generale,  indicando  con  («'"'  il  valore  di  w  dopo  n  giri  della  geo- 
detica sull'ellissoide,  avremo 

tg('^)  =  XMg(|). 

Dunque  l'angolo  oi"" ,  al  crescere  di  n,  si  avvicina  indefinitamente  a  jc 
e  la  geodetica  converge  sempre  più  verso  l' ellisse  principale,  che  contiene 
gli  ombelichi. 
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Sistemi  tripli  ortogonali  pseudosfericl. 


Torna  dell  eie iiento  1  neare  dello  apizio  riler  to  ad  uà  sisteni  tnplo  ortogonale 
psendosfeiico  —  LoiiiBpoQ  lenza  delle  i&sintoticln,  —  Espnipii  —  Traafotmaz  one  di 
Baokluud  pei  Bistemi  pseudosfeuci  —  Teorema  di  permutabilità  e  si  e  conseguenze  — 
bistemi  di  Weingarten  (sistemi  pseudosferici  a  curvatura  costante)  —  Le  linee  di 
equidistanza  bono  circoli  geodetici  paralleli  —  Sistemi  di  Weingarten  a  flessione  co 
stante  —  Sistemi  ciclici  —  Sistema  tnplo  elicoidale       Invìi  labilità  dell  espressione 

■ — r-  l-L     -1    l  H 5-  (-> — 1— 1  —  (^    I    per  trasformizione  di  Bxcklund  —  La 

eoù'u  ^9°,  d  J    '  sen'o  \d  t  ^  J        W  / 

trasformazione  complementare  pei  Materni  di  Weingarten  —  Teorema  generale  di  e^i 

fetenza  dei  b  sterni  di  Weingaiten  —  Sistemi  pseudosfeiici  di  raggio  ^1  contenenti 

una  Bfeia  di  laggio  ^^=1  —  Sistemi  di  Weingarten  a  curvatura  poait  la 

293  I  sistemi  ciclici  di  Ribaucout  1  raggio  costante  (Ct  pag  332 
e  432)  CI  danno  un  primo  esempio  di  sistemi  tnpli  oitogonali,  nei  quali 
le  supeificie  di  uno  dei  tie  s^temi  sono  d,  cuivitura  tostante  Nel  pre- 
sente capitolo  aniliatiio  1  studiale  in  generale  1  -iiitemi  tripli  ortogonali 
the  contengono  una  sene  di  superficie  a  cuivituia  costante  attenendoci 
particolarmente  al  caso  m  cui  queste  supeifiuie  sono  paeu  dosi  eliche  di 
laggio  contante  o  variabile  poiché  soltanto  in  questo  caso  abbiamo,  nella 
trabfotmazione  di  Backlund  un  metodo  geonietiico  che  ci  peimettera  di 
trovare  un  numero  illimitato  di  questi  sistemi. 

Escluderemo  senz'altro  il  caso  in  cui  le  superficie  a  curvatura  costante 
del  sistema  triplo  sono  di  rotazione.  Questo  caso  è  ben  noto  (n.  277),  e 
pei  sistemi  tripli  ortogonali  corrispondenti  non  varrebbero  in  generale  le 
formole,  che  andiamo  ora  a  sviluppare. 

Supponiamo  che  nel  sistema  triplo  ortogonale,  definito  dalla  forma 

d^  ==  RI  rf(.f  +  E^  dp^  +  RI  dpi 

dell'  elemento  lineare  deUo  spazio,  le  superficie  p3=:cost'°  siano  superficie 
pseudosferiche,  il  cui  raggio  R  aia  una  funzione  di  p^  soltanto.  Dalle  for- 
mole (pag,  463) 

1_  _      1      dR,       J_  _      1      dR, 
r^>  "  Hjij  "afa    '    %  ~  HiHs  "3^^  ' 


yGoosle 


per  l'ipotesi 


risulta  elle  si  può  porre 

_1_  8Hi___tgoi 

(1) 

I  J\._  3Hs  _   cotco 

dove  l'angolo  2(y  misura  la  mutua  inclinazione  delle  due  assinfcotiche,  uscenti 
da  un  pmito  delle  superficie  pseudo sferiche  f>3 :;^ cosi'". 

Sostituendo  i  valori  di  ^—  ,  -5—,  che  si  traggono  dalle  precedenti, 

uclle  due  prime  equazioni  di  Lamé  del  gruppo  (A),  pag.  459,  risulta 

1    3Hi___      senco  9ui        1    SHs costo  9(o 

Hi    3,',s  cos  Ili  d(j2  '   ìli    9;ji         sen  io  Spi  ' 

onde  integrando 

(2)  Hi  =  cos  u)  .  -])  (pi,  fa)     ,     Hs  =  sen  (U  .  'f  (p^,  p^) , 

essendo  <];  funziono  di  pi,  pj  soltanto  e  tp  di  pa,  pj. 

Dimostriamo  ora,  ciò  che  è  essenziale  per  la  nostra  ricerca,  che  'f ,  •!/ 
sono  indipendenti  da  pa,  cioè: 


(3) 

s^  =  °  .  I^  =  °- 

Spi                3f'j 

KicaTiimio  por 

ciò  dalle  (1),  (2) 

(3«)     H, .  K  tgi.1 

1         3p.        3p.   1                    1 

3p>        3p,   1 

da  cui 

3p,                           3p3 

=  0. 

Questa,  se  noi 

n  sussistono  le  (3),  dà 

w 

'.»=lè^. 

dove  M  è  funzione  di  pi,  pj  e  N  di  pj,  fj.  Ora,  se  consideriamo  una  spe- 
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ciale  superlicie  pseudosferica  p3=c  e  cangiamo  i  parametri  pi,  pa  rispet- 
tivamente in 

/-I^CPi,-;)  d(n     ,     Jf  {('2,  e)  4,, 

per  l'elemento  lineare  della  [.3^=''  avremo  dalle  (2) 

(5)  ds'  =  cos^  (tì  rffjf  -|-  sen^  w  dpi , 

dove  per  la  (4) 

'-  =  v||. 

essendo  TJ  funzione  di  p,  soltanto  e  V  di  p^. 

Ma,  poiché  l' elemento  lineare  (5)  appartiene  ad  una  superficie  pseu- 
dosforica  di  raggio  R,  dovrà  w  soddisfare  all'  equazione  a  derivate  parziali 

9*w        3^0)  senti)  cosM 

^^"  37f  ~  a^  ~  "■"  E?      ■ 

Per  la  forma  (6)  di  w,  ciò  è  possibile  soltanto  se  la  funzione  U,  o 
la  V,  si  riduce  ad  una  costante,  nei  qual  caso  le  superficie  pg^c  sareb- 
bero superficie  di  rotazione,  contro  l'ipotesi  (*). 


(*)  Gli  apici  indicando  derivate,  lo  (6),  (6*)  darotliero  infatti 
Di  questa  facendo  la  derivata  seconda  rapporto  a  pi,  Og,  risulta 

(?)'"'+ (v)'°"'-°' 

la  cui 

(^-)'  =  ;.-UU'  ,    Q'=-ftVV'(tcost>=^). 

Integrando,  segue 

D-_W  V-_     «• 

li 2"  +  ^    '     T-~"S   +'' 

UT*  ìcY^ 

2U'2  =  ^  +  2CU2+C,    ,    2^=— -^  +  2CV=+C,  , 

on  C,  <y,  C„  C,  nuove  costanti.  Dopo  di  ciò,  la  («)  diventa 

(C'-C-Ì,)D.  +  (C-C-^,)V._C,+C^ 

i  non  puù  essere  soddisfatta  oiie  per  U  0  V  costanti  e.  d.  d. 
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Sussistono  dunque  le  (d),  e  cangiando  i  pitrametri  p,,  fj  in   f  i^  d;i! , 
J'-f  dpi,  rispettivamente,  avremo  dalle  (2),  (g*} 


294.  Con  questi  valori  di  Hi,  H^,  H3  le  due  prime  equazioni  (A)  di 
Lamé  pag,  459  sono  identicamente  soddisfatte  e  le  quattro  rimanenti  si  tra- 
ducono nelle  seguenti: 


da    _yco_ 
u  9fjj  9pj  9p3 

3p,  3f  J         B  3f,  V  K  y       cosi  3p,  3p,  3p, 

3(0     3^w  9w     9'm 

■^  "'  "  97;  9p,"9-,  ~  *  "  3f,  3^?;  ■ 


delle  quali  la  terza  può  omettersi  come  semplice  conseguenza  delle  prime 
due.  Gioyerìi  per  altro  scrivere  l' ultima  delle  (8)  sotto  l' una  o  l' altra 
delle  due  forme  equivalenti 

,'  S_  f   1        9^o)_N 1_  3»  9"o>_ 

\  3pi  \sen(o  9p3  Sps/  cosui  9ps  3pi  Su 
(8*) 

/  ^_  1^  J_    S^.0    N  _  J_  9«  3'to 

1,  3pj  ^cosw  9f>i  Sf.^/  sendj  3(ii  9;:'j  3ps 

Abbiamo  dunque  Ìl  risultato:  L'elemento  lineare  detto  spazio,  riferito 
ad  un  sistema  triplo  ortogonale  pseudosferico  (f'i,Pì,p3),  prende  la  forma 

(9)  ds^  =  cos^  (Il  d[li  -f-  sen'  to  d{j\  -{-'S^i  ;r-\   d'-\ , 

dove  E,  funzione  della  sola  {3,  ^  d  raggio  delle  siipei-ficie  pseudosferiche 
psicosi'"  e  la  funzione  co  (pi,  pj,  fg)  soddisfa  il  sistema  (8). 

yjcerpj^a  arf  07/1;  òduzione  w  (pi,  p,,  pa)  di  questo  sistema  corrisponde 
un  sistmna  triplo  0?  togonale  pseudosfet  tao,  che  dà  aW  elemento  lineare  dello 
spazio  la  fot  ma  (9) 

Vedremo  m  seguito  come  esistano  influite  soluzioni  del  sistema  (8), 
dipendenti  da  cinque  funzioni  aibitiarie,  e  daremo  il  modo  di  trovarne 
effettivamente  quante  se  ne  vogliano  Per  ora,  ammettendo  l' esistenza  di 
questi  sistemi,  ossero  lamonp  -cubito  un'  importante  proprietà.  Questa  risulta 
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dall'  osservare  che  le  equazioni  delle  linee  assintotiche  su  tutte  le  super- 
ficie pseudo sferiche  fi3  =  cost"  sono 

pi — pi  =  COSt'"      ,       pi+ps  =  COfit" 

e  ponendo 

f,-p,  =  2a    ,     p,+p,  =  2p, 
la  (9)  diventa 

(9*) 


ds^  =  do''{-  2  cos2w  d'j.  d^ -[-  df -{- W  (  ^j   di/^. 


Se  riguardiamo  adunque  come  punti  corrispondenti  su  due  superfìcie 
pseudosfericlie  del  sistema  pj  i  loro  due  punti  d' incontro  con  una  curva 
coordinata  fa,  abbiamo  il  risultato: 

Sopra  due  superficie  pseudosferìche  dd  sistema  si  corrispondono,  oltre 
le  linee  di  curvatura,  le  linee  assintotiche  e  gli  arcai  corrispondenti  di 
queste  sono  eguali  (*). 

S^ue  di  qui  che  sulle  superficie  luogo  delle  assintotiche  corrispon- 
denti queste  sono  linee  geodetiche,  come  si  vede  subito  anche  dalla  (9*), 
ove  facendo  p.  e.  p=:cost'°,  risulta 

'9tó\ 


d^  ^  da' -{- W  [l-]   d(4 


Le  superficie  dei   due  sistemi  a^cost'",  p=eosfc'°  hanno  quindi   un 

t  di  linee  geodetiche  a  torsione  costante  {**). 
295.  Cominciamo  dal   ricercare  alcuni  esempi  di  sistemi  tripli  orto- 
gonali pseudosferici. 

1."  Cerchiamo  le  soluzioni  (o  del  sistema  (8),  che  sono  indipendenti 
da  ps-  Allora  il  sistema  (8)  si  riduce  all'unica  equazione 

/3wV        cos'io 


che  si  integra   colle  funzioni   ellittiche   di  Jacobi  a  modulo  variabile  k, 
mediante  le  formolo 

(10)  cos  w  =;  sn  (y,  k)    ,     sen  o*  ^  cn  (t,  k)  , 

(*)  Si  p  1  atn,he  diro  e^  idente  enta  lIu,  s  pri  d  le  sup  rfic  o  pseudo^fenche  del 
Bistema  si  cornspond  no  i  sistemi  coniug:ati  e  sotto  questa,  forma  il  toorema  si  ap- 
plici  an  he  al  csùo    in  cui  ie  auperflcie  (Oj)  sono  a  curvatura  costante  positiva 

(*'')  Te  perfic  e  in  md  cate  inci  lentalmente  sono  state  studiate  direttamente  dal 
Fibli  nelU  sul  tPM  d  abilitazione  {A  mi  deU<  E  Stuoia  I\mn  il  Supetiore  di 
Pisa  \»X  l'^m 
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essendo 

(10*)  t  =  ^.'-  +  ^  fe)    ,     k  ^ 


R 


con  X  costante  arbitraria  e  "^  (fa) ,  R  (f.3)  restando  funzioni  arbitrarie  di  [3. 
Le  superficie  pseudosferiche  fj^cost"  sono  di  rotazione, 

2.°  Consideriamo  un  sistema  oo^  di  elicoidi  pseudusf eriche  del  Din! 
(pag.  441)  col  medesimo  asse  ed  adenti  per  profilo  meridiano  la  medesima 
trattrice,  ma  differenti  fra  loro  per  il  passo  e  fjuindi  per  la  curvatura. 
Poiché  le  sfere  di  raggio  eguale  al  segmento  costante  di  tangente  alla 
trattrice  intercetto  dall' assintoto,  coi  centri  distribuiti  sull' asse,  tagliano 
le  elicoidi  del  Bini  ortogonalmente  secondo  linee  di  curvatura  (ibid.),  ri- 
sulta dal  teorema  di  Darbous  (n.  268)  che  ai  due  sistemi  co  ^  c!i  elicoidi 
e  di  sfere  può  assoeiaisì  un  terzo  sistema  di  superficie  ortogonale  ad  am- 
bedue; abbiamo  dunque  un  sistema  triplo  ortogonale  pseudosferico. 

Ponendo  per  semplicità  eguale  a  1  il  segmento  costante  dì  tangente, 
intercetto  fra  la  trattrice  e  l' assintoto,  si  troverà  facilmente,  per  definire 
il  corrispondente  sistema  triplo  ortogonale  ] 

{11}  cos  IH  =  tgh  I    ,     sen  oì  ^  - 

dove 

(IP)  ^  -  p.  +  r-.  tgh  P.  + l'ir 


1 


)  i|j  (pa)  funzione  arbitraria  di  pg  e  R  =;  cosh  ps. 
Osservazione.  — ■  II  sistema  pseudosferico  ora  considerato,  di  cui  è  facile 
dare  esplicitamente  le  formole  che  lo  definiscono,  non  è  che  un  caso  par- 
ticolare di  quelli  che  contengono  una  serie  di  superficie  pseudosferiche  di 
Enneper.  Queste  superficie  più  generali  delle  elicoidi  del  Dilli  hanno  infatti, 
come  già  è  stato  avvertito  a  pag.  445,  un  sistema  di  linee  di  curvatura 
tracciate  sopra  sfere  che  tagliano  ortogonalmente  la  superficie,  coi  centri 
in  linea  retta.  Possiamo  quindi  applicare  le  medesime  considerazioni  geo- 
metriche ora  utilizzate  per  le  elicoidi  del  Dini. 

296.  Ora  andiamo  a  dimostrare  che  nella  trasformazione  di  Backlund, 
applicata  simultaneamente  alle  00^  superficie  pseudosfericbe  di  uu  sistema 
triplo  ortogonale  pseudosferico  noto,  abbiamo  un  mezzo  per  dedurne  00^ 
nuovi  sistemi  tripli  ortogonali  della  medesima  specie. 

Per  ciò  è  necessario  anzitutto  dare  l'espressione  analitica  della  tra- 
formazione  di  Backlund,  applicata  ad  una  superfìcie  pseudosferica 


del  sistema,  di  raggio  R  (e).  Indichiamo  con  k  la   distanza  costante   dei 
fuochi  nella  corrispondente  congruenza  pseudosferica  e  con  o  il  compie- 
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mento  dell'angolo  dei  piani  focali  (n.  251,  ss.),  sicché 

i  =  R  cos  a  , 

e  sia  9  l'angolo  d' inclinazione  del  raggio  della  congruenza  sopra  le  linee 
di  curvatura  pj=cost"'.  Trasformando  le  formole  fondamentali  (16)  pag.  427 
dalle  coordinate  assintotiche 

pi— Ps  =  2m    ,     p,-I-[i3  =  2j! 

alle  attuali  p,,  p^,  riferite  alle  linee  di  curvatura,  avremo  le  formole: 

/  3y         3[ii  sen  (p  cos  w  -f  ■  son  a  cos  f  sen  w 

)  3p^  '^  Spi  ^  ~~k 

)  ^'■P    J„  ^'" ''"^  '^  ^^"  '*"'"  ^^"  °  ^^"^  ^  '^'*^  '^ 

Ciò  premesso,  applichiamo  a  ciascuna  superficie  pseudosferica  p^  del 
sistema  una  trasformazione  di  Backlund,  definita  dalle  (12),  mantenendo 
a  A^  un  valore  costante  arbitrario  e  assumendo  o  funzione  di  ps  data  dalla 
formo  la 

(13)  cos  a  ^:  ^ 


(12) 


Prendi 
e  domandi 


)  una 


determinata  funzione  f  (pi,p2,p3),  che  soddisfi  le  (12), 


A  quali  tdteriori,  condimmiì  dovremo  assoggettare  la  fumione  tp  (p,,  pj,  pa), 
affinchè  le  co  '  superficie  pseudosfericke  derivate  facciano  parte  di  un  nuovo 
sistema  trijÀo  ortogonale?  Poiché  la  trasformazione  di  Backlund  conserva 
le  linee  di  oui-vatura,  sarà  per  ciò  necessario  e  sufficiente,  secondo  il  teo- 
rema di  Darboux-Dupin,  che  le  nuove  curve  p3  siano  le  traiettorie  orto- 
gonali delle  superficie  pseudosferiche  derivate  (*), 

Siano  X,  y,  z  le  coordinate  di  un  punto  dello  spazio,  riferito  al  sistema 
primitivo,  a;',  j/,  d  quelle  del  punto  corrispondente  per  la  trasformazione  ; 


[  ^  '=  x-\-'k  (cos  'f  Xi  -f-  sen  ip  Xs) 
(14)  <  y  =  ;/  +  ^  (cos  y  Yi  +  sen  fp  Yt) 

(  d  =  z-^h  (cos  tp  Zi  4"  sen (p  Z^) , 

Xi,  Yi,  Zi  ;  Sj,  Yj,  Z,  i  rispettivi  coseni  di  direzione  delle  tan- 
te curve  coordinate  f     pj 


{*)  È  visibile  per  queste  conaiderazioni  la  necessita  ohe  il  segmento  ft  s 
E  invero  una  curva  roorlimta  ",  e  la  sua  derivata  lolitono  essere  traiettorie  orto- 
gonali dei  segmenti  J     he  ne  eoaffiungnno  i  lunti  corrispondenti. 
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297.  Dallo  fomiole  (12)  pag.  459  deduciamo  poi  caso  attuale: 

S9X,   _  9tó  ^  senw  ^      ^i   ^  ^_}^  j  ^^^  ^  _^_   ^l.  x 

3pi  9,'"i  H        ^  '    3p3  Sp!     *  '  Sfa  costa  d^/^  Sfj     ' 

3X^_  _  ^-  X  ^^-'—  -  ^'-  X   -  -  -  X  ^?"  =  ^^      9''"     X 

dji,  d;.2     ''  3p2  3f,i      '  It        *  '  Sfa  senai  3fs  Sfa     " 

colle  analoghe  in  Y,  Z,  oude  derivando  le  (14),  col  tener  conto  ileile  (12), 
troviamo  : 

I  ~—^=  (cos  [u  cos'y  —  sen  osen'p  coy  y  sen  (u)  X,  -|- 

I                                 -.v    \    'tcos'fsenco 
-j-  eoa  'f  (sen  'f  cos  w  -|-  sen  a  cos  ts  sen  <u)  Aj  -| -;j Aq 

—  =  sen  ffi  (cos  B  sen  (o  +  sen  a  sen  'f  cos  oj)  X  i  -|" 

ah 

'\-  (sen  01  sen'  <p  —  sen  a  sen  rf  cos  tp  cos  (u)  X;  —  ■■"'-, X3 


/  Sa;' 


+  ^  V^^'  arar,  +  sen  »  a^af,  +  wJ  '  ' 


-;^-,  dx'  dx'  __ 

■^  spi  9ps  ~     ' 

22^'  dx'         ,                  i           9'f   ,  ^cosffl    3^w    ,  A  sen  (E    3^co       Sui  1 
x-  —  =  A  COR  f  seno)-,  seno^-^ ^  -r'-rn '  ^-■^ — r^     1 
9pi  9f'3                               (            Sfa      cositi   tfpiSfa      aen  tu  ofjSfj      i^pj  | 

29a/  3a/         ,                  (           9to   ,  A  costo   S^m    ,  ftsentp    3^(0    ,  3to  j 
--  ...  =  -tsen-fcosw  senG.---f~^  ^,. — '  ^r-. — [-  -      . 
9p2  9f3                               (            9f>;,      cos  oj   9pi9f.3      senw  Sf^^Sps     ac^a  I 

Basterà  dunque  assoggettare  f  a  soddisfare  l'ulteriore  condiaione 

fcsen^ 
Sfs        costi)    9,r^i  9f'3         sento 

perchè  le  formole  (14)  definiscano  le  coordinate  x',  j/,  z'  di  un  punto  dello 
spazio  espresse  pei  parametri  f-i,  pi,  (.3  di  un  nuovo  sistema  triplo  orto- 
gonale (pseudosferico).  Supposto  che  <p  soddisfi  effettivamente  le  (12),  (15), 
le  verifiche  si  fanno  con  molta  facilità- 


y  Google 


TRASFORMAZIOHE    DI   BACKLUKn 

i  BcriTono  infatti 

=  (C03(U  COS  (p  —  S 

-\~  (sen  'f  COS  w  +  sen  o  cos  rp  seti  w)  Xj  -|-  e 
^  =  [cos  f  sen  tu  -f-  sen  n  sen  ■p  cos  io)  Xi  -f- 

-\-  (sen  'f  sen  oj  —  seii  a  cos  f  cos  <u)  —  e 
dx 


-  cos  a  sen  'f  Xi  +  cos  a  cos  tf  Xj  —  sen  a  X3 


6  danno  immediatamente 

(16)       iìa^+df-\-  d£'  =  eoa'  f  d^,  +  sen*  y  rfpl  +  R'  ('^J^- Y  (^,-4 , 

formola  che  ci  mostra  l'elemento  lineare  dello  spazio,  riferito  ad  un  si- 
stema triplo  ortogonale  pseudosferico,  l'angolo  (u  dei  sistema  primitivo 
essendo  sostituito  dall'angolo  9. 

298.  Resta  che  dimostriamo  come  si  possano  soddisfare  con  conve- 
nienti funzioni  f  (pi,  fi,  f-a)  le  tre  equazioni  simultanee  (12),  (15).  A  questo 
possiamo  dare  la  forma  di  una  equazione  ai  differenziali  totali  per  la  fun- 
zione incognita  9  e  cioè  (*): 

,,„,  ,  /sen 'p  cos  (0-1- sen  a  cos  B  sen (u        8(o\    , 

("'        *f  =  V S àW  *■  ^ 

/cos  ®  sen  w  -|-  sen  0  sen  'f  cos  w    ,    S^"  \    . 


1      l'keosf     9^(0 
jen  a  V  cos  lu   9pi  9p3 


+  : 


Questa,  0  il  sistema  equivalente  delle  (12),  (15),  è  illimUaiamente  in- 
tegrabile,  poiché  le  condizioni  d'integrabilità,  in  forza  delle  (8),  (8*)  sod- 
disfatte da  (0  e  della  relazione 

k 
cosa  =  -, 

sono  identicamente  soddisfatte.  Fissato  quindi  il  valore  di  k,  la  (17)  am- 

(*)  Sorivendo  1'  e([iiazione  pT  jj  sotto  la  formi  del  testo,  escludiamo  naturalmente 
il  valore  o^O,  che  ael  caso  gcneiile  di  R  (aiiabilo  con  puù  aver  luogo.  Per  R  ctì- 
Btante  al  contrario  il  valore  o-  =  0  e  ammis^iiiilc  0  dà  luogo  alla  trasfortn aziono  com- 
plementare pei  sistemi  pseudosiprici    the  '.ari  studiata  più  avaati  (v.  n.  306). 
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mette  una  soluzione  generale  (p,  contenente  una  costante  arbitraria  C  Per 
fissare  il  valore  di  C,  basta  fissare  la  trasformata  di  Backlund  di  una 
superficie  pseudosferica  iniziale  ps,  ossia  la  direzione  di  uno  dei  segmenti 
k,  che  potrà  del  resto  essere  data  ad  arbitrio,  purché  normale  alla  curva 
coordinata  fa. 

Osserviamo  che  la  (17),  ponendo 

*|  =  A. 

dà  per  A  un'equazione  ai  differenzi  ali  totali  del  tipo  di  Rlccati,  della  quale 
basterà  dunque  conoscere  una  soluzione  particolare,  per  avere  con  qua- 
drature l'integrale  generale.  Pei  nuovi  sistemi  pseudosferici  derivati  cono- 
sciamo già  una  soluzione  particolare  della  corrispondente  equazione  (17), 
fornita  dal  sistema  pseudosferico  iniziale  e  però,  mantenendo  alla  costante 
k  il  medesimo  valore,  basteranno  successive  quadrature  per  applicare  illi- 
mitatamente la  trasformazione  di  Backlund.  Ma,  come  per  !e  superficie 
pseudosferiche  isolate,  così  nel  caso  attuale  il  metodo  può  ricevere  una 
notevole  sempHflcazione,  facendo  uso  del  teorema  di  permutabilità,  che  è 
altresì  applicabile,  come  ora  andiamo  a  dimostrare,  ai  sistemi  tripli  orto- 
gonali pseuclosferici. 

299.  Cangiando  un  poco  la  notazione  adoperata  per  le  superficie  pseu- 
dosferiche isolate  (capitolo  XVII),  indichiamo  simbolicamente  con  Bj  la 
trasformazione  di  Backlund  applicata  aà  un  sistema  triplo  ortogonale 
pseudosferico  S,  quando  la  distanza  costante  fra  un  punto  di  2  e  il  punto 
corrispondente  del  sistema  derivato  Y!  è  eguale  a  k.  Dimostriamo  che  sus- 
siste il  teorema  di  permutabilità: 

Se  1',  2"  sono  due  sistemi  tripli  oriogonali  pseudosferici  legati  al  me- 
desimo sistema  S  da  due  trasformazioni  dì  Bdcklund  Bi,  Bj',  a  eostanti 
k,  M  diverse,  esiste  un  quarto  sistema  ps&udosferico  S™,  legato  rispettiva- 
vamente  a  1^',  S"  da  trasformazioni  di  Backlund  colle  costanti  invertite  M,  k. 

Siano  S,  S',  S"  tre  superficie  pseudosferiche  eoiTispondenti  nei  tre  si- 
stemi S,  S',  ^''■,  pel  teorema  di  permutabilità  relativo  alle  superficie  pseu- 
dosferiche isolate  (il.  357)  esiste  una  quarta  superficie  pseudosferica  S'" 
perfettamente  determinata,  legata  rispettivamente  a,  S',  S"  dalle  trasforma- 
zioni di  Backlund  B't',  B's  a  costanti  invertite.  Dobbiamo  soltanto  provare 
che  le  co^  superficie  pseudosferiche  S""  appartengono  a  un  quarto  sistema 
triplo  ortogonale  11'".  Ora,  se  P,  F,  P',  P'"  sono  quattro  punti  corrispon- 
denti di  S,  S',  S",  S'"  e  a  P  facciamo  descrivere  una  delle  curve  C  traiet- 
torie ortogonali  delle  S  nel  sistema  S,  per  le  proprietà  della  trasformazione 
di  Backlund,  osservate  ai  numi-ri  precedenti,  F,  P"  descriveranno  due  curve 
C,  C  traiettorie  ortogonali  delle  rispettive  serie  S',  S".  Indicando  con  C" 
la  curva  descritta  da  P'",  basta  osservare  che  i  segmenti  P'  P'",  P"  P'" 
sono  costanti  e  normali  rispettivamente  a  C,  C"  per  dedurne  che  essi  sono 
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normali  in  P'"  a  C";  ma  questi  due  segmenti  sono  tangenti  in  P'"  alla  S'"  e 
però  le  curve  C"  sono  traiettorie  ortogonali  delle  superficie  pseudosferiche 
S'".  Se  infine  ricordianao  che  la  trasformazione  di  Bactlund  conserva  le  linee 
di  curvatura,  vediamo  che  effettivamente  le  S'"  appartengono,  come  si  è 
asserito,  ad  un  nuovo  sistema  triplo  ortogonale  pseudosferico  S'", 

Noti  i  tre  sistemi  S,  S',  S",  definiti  dalle  rispettive  forme  dell'  elemento 
lineare 


ds'^  =  cos*  m'  d'/i  -f  seo'  ui  d{Jl  -{-W  i^j   d[.l , 

ds"^=  cos^  (oVf-i  -j-  sen^  (ù"df4  +  E.^  (  ;;—  )    di4 , 

il  quarto  sistema  1'",  pel  quale  indichiamo  con  w'"  il  corrispondente  valore 
di  (li,  si  otterrà  con  operazioni  algebriche  dalla  formola  (33)  pag.  437 


*(""r") 

k            .       k' 

C„B 

V    2    , 

sen 

V    2    , 

ove  cos  a  = 

Applicando  le  considerazioni  stesse  del  n.  259,  otteniamo  quindi  l'im- 
portante conseguenza  : 

Se  di  un  sistema  pseudosferico  S  conosciamo  tutti  i  co^  sistemi  derivati 
di  Backlund,  per  ciascuno  di  questi  ultimi  potremo  determinare  con  soU 
calcoli  algebrici  e  di  derimzione  i  nuovi  sistemi  derivati. 

In  altre  parole  basterà  saper  integrare,  per  tutti  i  valori  di  k,  V  equa- 
zione (17),  perchè  le  successive  equazioni  del  tipo  di  Riccati,  che  si  pre- 
sentano nella  applicazione  illimitata  della  trasformazione  di  Backlund, 
siano  senz'altro  integrate  insieme  colla  prima. 

Nelle  condizioni  del  teorema  ora  enunciato  si  trovano  appunto  i  si- 
stemi tripli  pseudosferici  composti  con  elicoidi  del.  Dini,  corrispondenti 
alla  formola  (11)  pag.  502.  Senza  compiere  i  calcoli  relativi,  ci  hmitiamo 
qui  a  constatarlo  nel  modo  seguente.  Il  sistema  (8)  ammette  la  soluzione 
evidente  (o  =  0,  alla  quale  applicando  la  trasformazione  di  Baekluncl,  a 
costante  k,  per  ottenere  una  nuova  soluzione  tf>,  vediamo  facilmente  che  9 
deve  unicamente  soddisfare  le  due  equazioni  (12),  che  diventano  attual- 
mente 

3b         sen  f       9®  sen  a 
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tg  2"  ?  ~  e  1^ 

essendo  ij  funzione  arbitrarla  di  {i^.  Basta  fare  in  questa 

i  =  1     ,     sen  a  =  —  tgh  p^ , 

per  trovare  appunto  le  (11).  Della  soluzione  (o  =  0  conosciamo  adunque 
tutte  le  trasformate  di  Backlund  e  possiamo  quindi  applicare  il  teorema 
superiore.  Ne  risulta  anche  qui  l'esistenza  di  una  serie  infinita  di  sistemi 
tripli  pseudosferici,  dipendenti  dalle  funzioni  ordinarie.  (Cf.  n.  261). 

300.  Andiamo  ora  ad  occuparci  del  caso  particolare  in  cui  le  superficie 
pseudosferiche  del  sistema  triplo  ortogonale  hanno  tutte  il  medesimo  raggio. 
Il  primo  a  riconoscere  l'esistenza  di  questi  sistemi  pseudosferici  è  stato 
Weingarteii,  che  ha  notato  la  possibilità  del  passaggio  da  una  superficie 
a  curvatura  costante  ad  una  infinitamente  vicina  colla  medesima  curvatura, 
in  guisa  che  la  distanza  normale  infinitesima  fra  le  due  superficie  sia  una 
soluzione  dell'equazione  del  Cayley. 

Questi  speciali  sistemi  pseudosferici  si  diranno  per  ciò,  come  nelle  mie 
memorie  sopra  citate,  sistemi  di  Weingarten. 

Per  questi  sistemi  faremo  semplicemente  R=l  e  le  equazioni  fonda- 


mentali  (8),  cui  to  deve  soddisfare  diventeranno 

;^-5-  —  ,-5  =  sen  0)  cos  (0  , 

(19)         ( 

,3/1         d%i  \                 3.Ù            1      9w      d\i 
1  api  '^cos  (0  3p,  3p,  ;  —  cos  w  ^^^^  +  ^^^  ^  g^^^^  g^^^  g^ 

13/1        3'u)  \                3(0           1      3u)      3^ui 
1  3,:;   l^sen  tu  3p3  9ps/                 3,^.3        cos  w  3pi  9pi  3p3 

■9^(0              ^     9(0      3^0)        j       3(0      3^(0 

.  8,-i  3r.> 3,^3  ^  ^     "  3;..  di,,  3,',3        ^  "  d-,,  3p,  3.3  ' 

alle  quali 

aggiungeremo,  per  comodità  dei  calcoli  seguenti,  le 

(19*) 

/     9     /    1         3=(.i  \             1      3w      3% 
)  3p,   'vsen(o  3p;  Sfa/          costo  3^;  3^7373 
13/1         3^(0   \    _       1      3(0      3=ùj 
'  Sps  Uos<o  3p:3p3J          senw  3-.,  3;.^  3,'.3  * 

L'elemento  lineare  dello   spazio,  riferito  al   sistema  di    Weingarten, 
essendo  dato  da 

/9(o\ 


0  d'/i  -j-  sen*  <!>  d[,\  -j-  | 


,)■.. 
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sulle  superficie  pseudosf eriche  pj  le  linee  ^  =  cost"  sono  le  ìinee  di  equi- 
distanza e  noi  cominciamo  dallo  stabilire  il  teorema: 

In  un  sistema  triplo  ortogonale  dì  Weingarten  le  linee  di 
sulle  superfìcie  pseudosferiche  sono  cìrcoli  geodetici  paralleli. 

Poniamo  per  im  momento 

V  eoa  IO  iJpi  i^pa/  \sen(u  ops  fff/a/  V^fs/ 

e  le  (19),  (19*)  ci  danno 


F  funzione  di  fa  soltanto.  Ora,  posto 


n  ~ 

3o> 
^  3p,  ' 

abbiamo 

A,  w  =  - 

_1_  /3„ 
colf  a   l,3p, 

T+J 

•^ 

(!)'■ 

essendo  A,  n  il 
lemento  lineare 

parametro  differenziale  primo 

di 

M  calcolato 

rispetto 

all' 

e- 

ds'  =^  cos'  (i>  (?fif  -|-  sen^  w  (?pj 

della  superficie  pseudosferica  p3  =  cost".  Essendo  aduncjue 

(20)  A.  «  =  F  (pa)  +  «' , 

segue  (n.  81)  che  le  linee  di  equidistanza  )!  =  cost'°  sulle  superficie  pseu- 
dosferica  ps^^co.st"'  sono   geodeticamente  parallele.  Calcoliamo  ora,  colla 

formola  (4)  n.  76  di  Bonnet,  la  curvatura  geodetica  —  delle  lìnee  di  equi- 
distanza 

3  ^  sen  (0       1      ^'M    i_   ^   i  *^°^  ""       ^       ^^ 


yGoosle 


0  iU                                                                   CAPITOL' 

e  facendo  uso  delle  forinole: 

0    XX. 

a  /  1    3«^_ ^^^ 
api  \eos(o  api/ 

1       3» 
""  +  sen»3r. 

3» 

3,„  Un»  3pJ 

1      3.1 
cosQi  3r-i 

3» 

3p,  • 

clie  seguono  Jalle  (19)  e  delle  altre 

34,  «  _  ,     3» 

9pi    ~  "    Spi  ' 

3A,  «            3» 
3[,   ^    "3p, ' 

die  si  deducono  dalla  (20),  troviamo 

(21)                              -  =  -'1-  - 

__.._'L_._ 

Vi,»        VF(p,)+.i' 

Dunque  le  linee  di  equidistanza  n  ^  eo3t'°  sono  altresì  a  curvatura 
geodetica  costante  e  però  circoli  geodetici. 

Ne  segue  (n.  39): 

SuUe  supei-ficie  pseudosferiche  di  un  sistema  di  Weimjarten  noto  le  geo- 
detiche si  determinano  con  quadrature. 

301.  Osserviamo  che  nel  caso  attuale  il  sistema  (19)  h  perfettamente 
equivalente  al  seguente 


(A) 

Abbiamo  visto   infatti  che  dal  sistema  (19)  segue   quest'ultimo;   ma 
inversamente  da  quest'ultimo  seguono  le  (19).  Pongasi  infatti 

cos  tu  dpi  dps  sen  u)  dps  dps 

e  si  derivi  la  1.°  delle  (A)  rapporto  a  p3  e  la  2.'  una  volta  rapporto  a  pi 
ed  una  seconda  rapporto  a  p^.  Le  tre  equazioni  ottenute,  insieme  colla 
quarta 

3_(Mcos(o)  _  3(Nsen(u) 
3p2        ~        3pi         ' 
si  risolvano  rapporto  alle  derivate 

3M     SM      3N     3N 

api  '  ap2  '  ap,  '  aps 
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e  si  otterranno   appunto  le  (19).  Si  presenterebbe  nn   caso   d'eccezione, 
quando  il  determinante: 

I  cos  o      0  0        -  sen  «  | 

0       cos  to    —  sen  la      0 
!  I  =  N^  cos^  0)  —  M^  sen^  tu 

I     M        0        N         0      ; 

I     0         M         0  N       I 

fosse  nullo.  Ma  allor.a  ne  seguirebbe 


=  ±1 


e  derivando  la  1.°  rapporto  a  pj  e  ia  2.'  rapporto  a  p,  seguirebbe 

3w  _      dm 
onde 


ciò  che  contraddice  alla  1."  delle  (A). 


Ciò  premesso,  con' 
detici  paralleli  di  eqi 
reale  e  a  distanza  fini 


.ene  distinguere  tre  casi  secondo  che  i  circoli  geo- 
idistanza  M^cosfc"  sono  a  centro  ideale,  a  centro 
ta,  ovvero  oricicli.  Corrispondentemente  si  ha 


f,«  p»  p« 

e,  per  la  (21),  i  tre  casi  sono  contrassegnati  dal  segno  di  F  (p^),  cioè  si 
ha  rispettiramente 

r(p.)>0    ,     F(p,)<0    ,     F(p,)  =  0. 

Cangiando  il  parametro  ps,  potremo  fare  evidentemente  nei  primi  due 
casi  rispettivamente 

F(p,)=+1    ,    F(p,)=-1. 

Ora  osserviamo  che,  indicando  con  fJ  l'angolo  che  la  direzione  positiva 
della  normale  principale  alla  curva  coordinata  ps  forma  sulla  superfìcie 
pseudosferica  colia  linea  p2=cost",  secondo  le  formole  del  n.  274,  abbiamo 

(22)  cos  9  -  -  ^    ,    sen  9  =  -  ^  , 
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essendo  ft^  il  raggio  di  1,"  curvatura  di  queste  curve,  che  è  dato  < 

La  flessione  ^  delle  traiettorie  ortogonali  delle  superficie 

riche  si  dirà  per  brevità  la  flessione  del  sistema  di  Weìngarten  nel  punto 
dello  spazio  che  si  considera.  Abbiamo  dunque: 

Le  equazioni  caratteristiche  jier  la  funzione  w  in  un  sistema  di  Wein- 
gatien  si  possono  scrivere 

\  -Ti  ~  -TF  =  sen  0)  cos  tu 

1^  eoa'  (0  \^isf)i  dfjs/         sen'  to  \9[Js  df^/         V^fs/ 
secondo  che  la  flessione  del  sistema  ^  >  1  ovvero  <'.  1. 

302.  Il  caso  intermedio,  in  cui  la  flessione  del  sistema  è  =;  1,  è  par- 
ticolarmente interessante.  Basta  che  una  delle  curve  pa  sia  a  flessione  co- 
stante =  ]  ed  allora  sopra  ogni  superficie  pseudosferica  del  sistema,  per 
le  (21),  (23),  le  linee  di  equidistanza  M  =  cost"  sono  oricicli  paralleli  ed 
in  conseguenza  tutte  le  altre  curve  ps  sono  a  flessione  costante  ^1.  Di- 
remo in  questo  caso  che  il  sistema  di  Weingarten  è  a  flessione  costante. 
Esso  è  caratterizzato  dal  valore  F  (^3)^=0  e  in  conseguenza  dalle  equa- 
zioni per  (u: 

I  i-g-  —  --a  =  sen  0)  cos  u> 

*  '  I  __!_  (^^Y+  -^-  (-?"  -Y-  (^-^Y 

\  eoa"  a>  VSf'i  3p,/   ^  »en'  m  V3f,  3pJ         [d;J  ' 

Introduciamo  l'angolo  9  definito  dalle  (22);  essendo  Ka^l,  possiamo 
sostituire  al  sistema  (B)  il  seguente  : 


1 

1      S'o) 
1  3p,  8p, 

cos  8  cos  B 

3» 
'3p. 

,    3p2  3p3 

sen  9  sen  (t 

3» 
'3?> 

-e  formolo 

(19),  che 

seguono  da 

queste,  di 

inno 

allora 

(   3 

9     ,    3oj 
;  +  3S  = 

sen  8  cos 

» 

1   ' 

(si 

8     ,    3» 
i  +  3pr  " 

-  cos  8  sen 

», 
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dulie  quali, 

eliminando  w,  si  ha 

(25) 

3^         3'0               .          . 
^/  -  ^-V  =  sen  fl  cos  0  , 

elfi,                 df-2 

E  (lerivE 

indo  lo  (24)  rapporto  a  p,,  risulta 

(26) 

ì      3=9                ^            99 
[   ,— ,  -  =  sen  y  sen  «  .-  , 

\  3^  Sfs                         3p3 

onde 

(27) 

cos'O  l,3p,  3i.J    ^  sen^Q   l,3p,  Sp^/ 

Dalle  (25),  (27)  risulta  che  9  soddisfa  al  sistema  (B)  e  però  ctdìnisce 
un  sistema  di  Weingarteii  a  flessione  costante,  corrispondente  alla  fòrmola 

ds^  =^  cos'^  H  elfi  -\-  sen=  9  d[4  ~\~\^"]   '^f'a  ■ 

La  relazione  geometrica  di  questo  nuovo  siatema  di  Weingarten  a 
flessione  costante  col  primitivo  si  vedrà  chiaramente  più  avanti  (n.  306). 

303.  Fra  i  sistemi  di  Weingarten  a  flessione  costante  noi  conosciamo 
già  i  sistemi  ciclici  di  Ribaucour  a  raggio  costante.  Per  vedere  come  la 
loro  esistenza  risulti  altresì  dalle  formole  generali  del  numero  precedente. 


osserviamo  che,  s 

stema  di  Weingarten  a  flessione  costante,  abbiamo  (n.  274) 


e  però,  se  9  è  indipendente  da  pj,  oaia  ™-  - 

circoli  di  raggio  1.  Per  ottenere  questi  sistemi  basta,  secondo  Ìl  numero 
precedente,  partire  da  una  superficie  pseudosferica  arbitraria  S,  il  cui  ele- 
mento lineare  riferito  alle  linee  di  curvatura  sia 


ds''  :=  cos^  0  d(.l  -\-  sen*  9  dfl 
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e,  determinando  io  dal  sistema  illimitatamente  integrabile 

/  So.     .     99  . 

J  3t'i         Sfa 

j  3(«     ,     39 

f  -:-+„-  =  sen  H  cos  w  , 

\  3fs         3r'. 

e  indicando  con  ps  la  costante  arbitraria,  che  entra  in  w,  avremo  appunto 
ie  {B},  che  pongono  in  evidenza  un  sistema  ciclico  di  Ribaucour.  Questo 
è  formato  dalle  go^  superficie  pseudosf eliche  complementari  della  S. 

E  bene  osservare  che  dalle  Ibnnole  generali  (26)  del  numero  prece- 
dente, confrontate  colle  due  ultime  (B),  segue 

30    3o>        ,  .  . 

37r9(;,^'^'^'='' 

essendo  ij;  (f-s)  funzione  di  [.3  soltanto,  e  però,  se  ^-  =  0  per  un  sistema 

particolare  di  valori  di  p,,  f-j  {qualunque  sia  ps),  Io  sarà  per  tutti.  Dunque: 
Se  in  un  sistema  di  Weingarten  a  flessione  costante  =^1  una  delle  traiettorie 
ortogonali  delle  superficie  pseudosferiche  è  un  circolo  di  raggio  =  1,  tutte 
le  altre  saramio  circoli  dello  stesso  raggio  e  il  sistema  coinciderà  con  un 
sistema  ciclico  di  Rihaucour. 

304.  Per  vedere  in  un  effettivo  esempio  l' esistenza  di  sistemi  di  Wein- 
garten a  flessione  costante,  all' infuori  dei  sistemi  ciclici,  ricerchiamo  se 
si  può  soddisfare  al  sistema  fondamentale  (A),  assumendo  per  w  una  fun- 
zione di  una  combinazione  lineare 

T  =  '  '  -|-    r  +  f'3  (";  ''  costanti) 

delio  variabili.  Poniamo 

e  k  i."  della  (A)  duri 


da  cui  integrando 

f.  =  C-^..nV 

e  lii  2.'  delle  (A)  risultevà  quindi  identicamente  soddisfatta.  Prendiamo 

0>i    ,     C=l 
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e  avremo 


V^ 


sen  (I)  =  SII  (t,  k)    ,     cos  to  =^  cn  (t,  k)    ,    i  =  —     -  — 

e  per  la  forma  dell'elemento   lineare  dello  spazio  risulterà  la  formola 
notevole 

ds^  =  cn^  T  d('\  -{-  sn^  t  d(4  -\-  dn^  t  (1(4 , 


ido  il  modulo  k  e  la  costante  a  arhitrarii,  con 


Per  i  raggi  principali  di  curvatura  delle  superficie  dei  tre  sistemi  tro- 
viamo (n.  268): 


F  sn  T        1 1    dn  r 

a   dnt  'e,,  h    cnz  ' 


quindi  per  le  rispettive  curvature 


Si  potrebbe  vedere  facilmente  cte  le  superficie  dei  tre  sistemi  sono 
elicoidi  col  medesimo  asse  e  in  ciascuna  famiglia  le  elicoidi  sono  tutte 
congruenti  fra  loro;  quelle  del  1."  e  del  3,"  sistema  sono  a  curvatura  co- 
stante negativa  e  quelle  del  sistema  intermedio  a  curvatura  costante  po- 
sitiva {*).  Un'  elicoide  qualunque  a  curvatura  costante  dà  luogo  ad  un 
sistema  di  Weingarten  della  specie  superiore. 

(*)  Si  ha  eosì  nello  stesso  tempo  uu  esempio  dei  sistemi  di  Weingarten  a  curvatura 
positiva,  dei  q^uali  da  ultimo  tratteremo  (n.  3i4). 
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Ora  osserviamo  che  per  la  flessione        delie  curve  ^3  abbiamo 

onde,  prendendo  in  particolare 

k 
avremo  un  sistema  di  Weingarten  a  flessione  costante.  Ma  esso  non  de- 
genera  in  un  sistema   ciclico  di  Ribaucour,  giacché  per  la  torsione  7^^ 
delle  curve  [.3  troviamo 

1     ^     U 
'%  "^  dn'  T  ' 

cliù  è  mi  valore  non  nullo. 

305.  Applicando  ad  un  sistema  di  Weingarten  la  trasformazione  di 
Bactlund  (n.  296  ss.),  otterremo  nuovi  siatemi  di  Weingarten.  La  for- 
mola  (17)  dà  nel  caso  attuale,  essendo  h^^cosn,  R.^^1: 

■'■  9'f         dui    sen  ©  cos  w  -|-  sen  3  cos  tp  sen  to 

d{j\        dpi  cos  a 

\  9-f         9(0 cos  f  sen  10  -f  sen  0  sen  'p  cos  « 

j  9p3        9pi  cos  5 

'  d'p  cos  'f      S^tó  sen  y     9**0  9[u| 

.  sen  0    '-  +  cos  0 '-   ^ — ■  -  +  cos  0 t->,~  +  ^  =  0 . 

df,3  cos  (ij   d|0|  i?f(3  sen  ta  àp^  dp^        dps 

La  funzione  f,  che  definisce  il  sistema  trasformato,  soddisferà  alle 
equazioni 

9^cp        3 


dpi      dpi 


n  f>  cos  'f 


cos^p   \dp,  3f,s/  sen'^y   V^ps  9f-3/  V^fV 


Ora  importa  osservare  che  il  valore  della  funzione  f  (f^a)  combina  pre- 
cisamente coir  omologo  di  F  (pa)  nelle  formole  (A),  cui  soddisfa  o).  B  in- 
fatti dalle  (28),  osservando  le  (19),  si  trae: 
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cos'f  din  dpt  3f3  9p3 

1        9'(o  1        3'w 

+  cos  a  sen  'f  sen  w  ■ ;- — -,—  —  cos  a  cos  's  sen  io v  ""^~ 

cosoj  àpi  àfs  '  seiKO  3p,  ispj 

-  ì; — X—  =  sen  (u  V — ]-  sen  o  sen  io  x—  — 

,  1         3'(o      ,  1         3=01 

—  cos  a  sen  (p  cos  (u ;r — . — \-  cos  a  cos  k  cos  w  —  —  ^— ^^— , 

l  COSOJ  <^pi  dpa  '  senio  àps  àp^ 

da  cui  quadrando  e  sommando,  coli' aver  riguardo  alla  3."  delle  (28),  ri- 
sulta appunto  la  forinola 

cos'  oj  \3p,  3p3y  sen"  io  \3pj  dp^/  \  op^J 

Di  qui  segue  che  la  flessione  del  sistema  deriyato  sarà  >  1,  o  =  1, 
o  <  1,  secondo  che  accade  l'uno  dei  tre  casi  pel  sistema  primitivo. 

In  particolare:  Ogni  sistema  di  Weingarten  a  flessione  costante  si  cangia 
per  trasformazione  di  Bdcklund  in  sistemi  della  stessa  specie. 

Ponendo  poi  in  questo  ultimo  caso  (n.  BOI)  : 


d'a 

3'to 

3(0 

sen  9--    ''■*- 
'                               9o) 

'""3ft 

3'f 

""^df. 

3V 

risuUa 

1        costo  cos  (^— S)  — sen  a  sento  sen  (f—&)  — cos  a  cos  10 

003»                                           j_ 

-cos<,cos(.f-9) 

sen  .0  cos  (-.-9)  +  sen  a  cos  »  s.n  (<p-9)  -  cos  a  sen  « 

1                                                                     1    _ 

-  eoa  <3  cos  (p— 9) 

e,  derivando  rapporto  a  fa,  ne  segue 

^                    sen  0                 39   _  j 
3p3        1  —  cos  0  cos  (y— 6)   9p3 
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Dunque  ie  ^  =  0    anche  x^  =  0    cioè  (n  303) 

I  sistemi  ttchn  di  Bihaucou)  si  cangiano  pei  hasfoìmiziun  ìi  L  - 
ckìund  Hi  nucii  •sistemi  achei  (*ì 

Da  questi  teoremi  e  dai  iisultati  del  aumeio  piecedente  ^  visibiit  clie 
esistono  infiniti  sistemi  di  Weingarten  a  flessione  costante  diverbi  dii 
sistemi  e  elici  di  Ribaucour 

306  Neil  applicale  la  tiasfoimazione  di  Bicklund  ai  siatemi  di '\\  em 
gaiteii  e  ammissibile  il  caso  speciale  notevole  m  cui  1  ang  Io  n  sia  eguale 
a  zeio  e  qnmdi  la  trastorm  azione  di  Backlund  si  cangi  nella  fiìbfotmi 
zione  complementari  ciò  che  nel  cvso  generale  dei  si=!temi  pseudosfeiici 
'i  raggio  R  vanabile  non  ptteva  avei  luogo 

Alioi  t  la  3  '  delle  (2S)  diventa 

ci  1  tf     9^t> 

eoa  (0  9. 1  9i 


cos  (^— tì)  - 


(*)  La  dimostrazione  di  questo  teorema  e  del  precedente  si  potrebbe  fare  dirottamente, 
oaseiTaado  U  legge  geonietiica,  secondo  la  quale  la  trasformazioae  di  BSckluud  cangia 
una  cuna  C  tiaiottoiia  octogonile  delle  superficie  pseudosfeiiche  di  un  sistema  di 
Weingarten  nella  corrispondente  curva  C  del  sistema  trasformato,  Il  segmento  PP, 
cte  unisce  due  punti  corrispondenti  P,  F  dì  C,  C  è  eostante  ^eoa  »  e  l'angolo  che 
formano  le  rispettive  tangenti  in  P,  P'  a  C,  C  è  il  complemento  di  cr.  Trattando  diret- 
tamentp  una  tale  trastorma^ione  per  una  curva  arbitraria  C,  so  si  indica  con  11  l'angolo 
d' inclinazione  del  segmento  PP  sulla  normale  principale  in  P  alla  C,  si  trova  nelle 
solite  notazioni 

dfj      1,1    /coso  cos  e    ,\ 

^  =  T  +  i?n",  \ i V  ■ 

Se  la  0  è  a  flessione  costante  ^1,  Io  stesso  accade  della  C;  se  di  più  0  è  un 
circolo,  anche  C  è  un  circolo. 

ira  che  se  C  è  tracciata  sopra  una  sfera  di  raggio  =ca8  u,  prendendo 


1  punto,  il  centro  della  sfera. 
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Essa  dà  quindi  due  Yalori  reali  e  distinti  di  (p  pei  sistemi  di  Wein- 
garten  a  flessione 

e  i'unico  valore  r-,=^B  pei  sistemi  a  flessione  costante  ^-  =  1.  Ora  basta 

derivare  ia  (30)  una  volta  rispetto  a  f;!,  una  seconda  rispetto  a  ps  col 
tener  conto  delle  (19),  per  accertarsi  che  i  valori  di  y  da  essa  definiti 
soddisfano  efl'ettivameute  alle  due  prime  (28). 

Per  interpretare  geometricamente  il  risultato  precedente,  assumiamo 
a  linee  coordinate  a  =  cost%  ^^^cosf^  sopra  una  superficie  pseudosferica 

de!  sistema,  supposto  a  flessione  ^^-^  1,  i  circoli  geodetici  di  equidi- 
stanza e  le  geodetiche  ortogonali.  L'elemento  lineare  della  superficie  pren- 
derà la  forma  iperbolica  : 

cls'  =  rfc'  -|-  cosh'  a  dp^ . 

Ora,  se  con  li  indichiamo  l'angolo  che  la  direzione  definita  dalla  (30) 
forma  colla  geodetica  i3=^cost"',  avremo 

e  la  (30*),  essendo  per  ia  (23) 


cos  li  =  tgh  a , 

dove  a  è  la  distanza  geodetica  del  punto  P  che  si  considera  sulla  super- 
ficie dalla  geodetica  a^=0.  Ma,  per  la  formola  che  dà  l'angolo  di  paral- 
lelismo sulle  superficie   pseudosferiche   (pag.  406),  l'angolo  il  è  appimto 
l' angolo  di   parallelismo   relativo  al  punto  P  ed  alla  geodetica  a  =  0. 
Abbiamo  dunque  il  risultato  seguente: 

Dato  un  sistema  S  di  Weingarten  a  flessione  ^  >  1,  si  consideri  sopra 

ogni  superficie  pseudosferica  S  del  sistema  quella  determinata  geodetica  g,  che 
appartiene  alle  linee  di  equidistanza  e  sopra  S  si  traccino  le  geodetiche 
paraìkle  nell'uno  o  nell'altro  senso  alla  g.  Se  della  S  si  prende  la  super- 
ficie complementare  S'"  o  S'~"  rispetto  all'uno  o  all'altro  dei  due  sistemi 
dt  geodetiche  parallele,  le  co'  superficie  S'"  o  le  S'""'*  daranno  luogo  a  due 
nuom  sistemi  di-  Weingarten. 
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si  diranno  Ì  com- 
precedente  a  fles- 


Questi  due  nuovi  sistemi  di  Weingarten  I 
plem&ntari  di  S  e,  come  S  stesso,  saranno  pe 
sione  >  1. 

Potremo  quindi  nuovamente  applicare  tanto  a  S'"  che  a  S'~"  la  trasfor- 
mazione complementare;  ma,  poiché  uno  dei  due  sistemi  complementari 
è  in  ogni  caso  il  primitiTo,  si  vede  che  il  sistema  noto  S  darà  luogo  cim 
sole  operasioni  di  derivazione  ad  una  catena  di  sistemi  di  Weingarten: 
2  2  2       I  S  ^ 

e=ìten  lente  si  ili  infinito  ne  lu(  sensi  ciascuno  lei  sistemi  hi  per  comple- 
mentau  i  due  contigui  nelli  catena 

Peu   se  il  sistema  lei  flessione  costante  -jt- =  1    alloia  si  ha  un 

unico  sistema  complementare  S  che  e  esso  stesso  a  flessione  costante. 
Per  le  pioj  lieta  della  tia&foimazione  complemeiitaie  e  chiaro  che  in  questo 
caso  le  tiiiettone  oitag  iiali  delle  superficie  | seudosf eriche  di  S'"  sono 
1  luoghi  dei  centri  di  curvatura  delle  conispondenti  tiaiettorie  oirtogonali 
nel  pimitivo  sistema  1 

d07  Fino  ad  oii  1 1  esistenza  di  infiniti  siatemi  tripli  ortogonali  pseii- 
dosfeiici  risultava  pei  noi  soltanto  dall  applicare  la  tiasformazione  di  Ba- 
ctlund  a  sistemi  p'^eudosfeiici  iniziali  noti  Ma  qiesto  metodo  non  ci  dà 
il  modo  di  valutare  il  grado  di  aibitrarietadei  sistemi  stessi  ne  potremmo 
applicarlo  ai  sistemi  tiiph  oitogonah  contenenti  una  ^eiin  A  superfìcie 
a  ctiriatu/a  costante  positiva  che  pure  esistono  come  da  ultimo  accen- 
neiemo    nello  stesso  grado  di  arbitrarietà 

Dedichiamo  appunto  questi  ultimi  j.aiagiafi  del  hbio  alla  dimostra- 
ci ne  geneiale  dei  temetna  d  tòi  tensa  dei  nostri  sistem  leducendola  dai 
teoremi  fondamentali  di  Ciuchy  sugli  sviluppi  in  sene  de^li  integrali 
delle  equazi  mi  a  denvate  parziali  Li  1  niiteiemo  f  ei  Lievita  al  caso  dei 
sistemi  di  Weingarten  al  caso  cioè  in  cui  la  eunatuia  e  la  stessa  per 
tutte  le  superficie  del  sistema  p3^=cost'°;  ma  il  lettore  vedrà  che  il  me- 
todo e  applicabile  in  generale. 

A  fondamento  delle  nostre  ricerche  porremo  l' osservazione  seguente. 
Un  sistema  di  Weingarten  (pi,  p  ps)  nel  quale  le  superficie  a  curvatura 
costante  siano  le  pa^cost",  è  pienamente  determinato  quando  aia  data 
una  supeificie  dell'uno  o  dell'altro  dei  sistemi  p  =cost'°,  pj  =  cost".  E 
infatti,  se  è  data  p.  e.  una  superficie  So  lei  sistema  p  =  cost'°,  ciascuna 
superfìcie  pseudosferica  di  raggio  =  1  del  sistema  fg  dovrà  essere  con- 
dotta per  una  linea  di  curvatura  p3=^cost'°  di  S^  e  tagliare  ortogonal- 
mente la  So,  il  che  individua  la  superficie  pseudosterna.  (Cf.  pag.  417). 

Ciò  premesso,  la  via  che  terremo  pei  iisolveie  la  questione  sarà  la 
seguente.  Studieremo  dapprima  le  proprietà  caratteristiche  delie  superficie 
indicate,  la  cui  ricerca  dipende  in  generale  da  un'  unica  equazione  a  de- 


y  Google 


LE    SUPERFICIE   DELLE   ALTRE   DUE    SERIE    NEI    SISTEMI   DI   WEIBGAETEH        521 

rivate  parziali  del  4.°  ordine  per  una  funzione  incognita  di  due  variabili 
e  dimostreremo  poi  inversamente  che  ogni  superficie,  dotata  di  quelle  pro- 
prietà, individua  un  sistema  di  Weingarten.  Il  grado  di  arbitrarietà  dei 
sistemi  di  Weingarten  è  quindi  lo  stesso  che  si  presenta  nell'integrale 
della  equazione  accennata,  il  quale  contiene  quattro  funzioni  arbitrarie. 
308.  In  un  sistema  pseudosferico  di  Weingarten  (pi,  pa,  fs)  conside- 
riamo una  superficie  So  del  sistema  pi  p.  e,  la  p,  =^  0.  Se  poniamo 

"(0,p.,P.)=».  (P>,P.). 

il  suo  elemento   lineare,  riferito  alle  linee  di  curvatura  (pj,  ps),  prenderà 
la  forma 

(31)  dsl  =  sen'^  (ii„  rfp?  +  ('^Y  d{l . 

Se  poniamo  inoltre 


V3p,A'i  =  0 


per  i  rt^gi   principali  di   curvatura  R,,  Rj  della  So,  relativi   ulìe  linee 
p,  =  cost'',  p3  =  cost'°  rispettivamente,  avremo 

^^^'  R,   ~  dm,    •      E,   -  sen  <o,  " 

Le  ctue  ultime  (19)  pag.  508  ci  danno  poi  fra  le  due  funzioni  i%,  4'o 
di  pi,  pa  le  relazioni  seguenti: 

/      3'''wu  „  9Wii         ,  ,    d'ha    ,         ,  3[U|i      9^(Uo 

37Pp-  =  ''-  "•  ■  -aS  ^  •«"•  ■  ■'"  W.  +  ~'  "•  ■  -if.  smp; 

(33) 

\  2f2  3p3  9ps  "f'3  3ps    3i'-s 

Viceversa  importa  notare  che:  Se  le  funzioni  Wo,  ^^  di  ps,  pg  soddisfano 
le  (33),  esjsfe  mjìw  supm-ficie  So,  cAe  rifenta  alle  linee  di  curvatura  pj,  p3, 
Aa  r  elemento  lineare  (31)  e  *  cui  raggi  principali  di  curvatura  sono  dati 
dalle  (32).  E  infatti  le  equazioni  di  Gauss  e  Codazzi  si  riducono  appunto, 
per  le  (31),  (32),  alle  (83). 

Osserviamo  che  le  (33)  traggono  seco  l'altra 

(33.)  f-i_  * y + (-1- 1^-)'  ^  (py = F  (p.) , 

^  \cos  lUo  Sps/  \sen  oio  3pj  epa/  K^i-sJ 
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dove  F  (fjj)  indica  una  funzione  della  sola  ps.  Inversamente  al  sistema  (:ì3) 
possiamo  sostituire  la  prima  di  esse  associata  alla  (33*1,  che  ci  dà  un  si- 
stema equivalente  (*). 

Ora,  lasciando  da  parte  il  caso 

F  {'.',)  =  0  , 

che  trattiamo  al  numero  seguente,  col  cangiare  convenientemente  il  pa- 
rametro p3,  potremo  fare 

i»(p.)=±i 

e  la  ricerca  delle  nostre  superficie  S^  dipenderà  dal  sistema  simultaneo 

Vcos  Wd  dp3/  Vsen  %  3fs  3fs/ 

E  chiaro  che  l' eliminazione  eli  '{'e,  fra  queste  due  porta  ad  un'  unica  equa- 
zione alle  derivate  parziali  quarte  per  la  funzione  incognita  (y„.  Le  nostre 
superficie  Su  dipendono  quindi  da  quattro  funzioni  arbitrarie. 

309,  Esaminiamo  ora  il  caso  escluso 

P(h)  =  C, 

ove  potremo  caratterizzare  perfettamente  le  superfìcie  So  dalia  proprietà 
geometrica  che  le  loro  linee  di  curvatura  p2=  cost'°  sono  curve  a  flessione 
costante  =  1,  La  curvatura  normale  di  queste  linee  t 

1    _  _Jp,  _ 
Ei  ~         ■  3(0, 


mentre  la  curvatura  geodetica  —  è  data  da 


dpi  9p3 


{*)  Farebbe  eoceKione  il  caso  in  cui  ^  =  0;  ma  allora  dalle  (33)  seguirebbe  pure 
^^  ^0  e  la  auperfloie  Ry  si  ridurrebbe  ad  una  lìnea. 
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Ora,  indicando  con  9  T  .angolo  che  la  normale  principale  della,  curva 
p2:^=cost"  la  colla  normale  alla  superficie,  avremo 

-—  =  cos  tì    ,     —  =^  sen  y  , 

ovvero 

-±.  •  =  cos  y  cos  v>a  IT-  i    ^ — ^s"  =  ^^^  tì  sen  Wo  ^r—  . 

Eliminando  •ba  dalle  (34)  per  mezzo  di  queste  ultime,  si  ottengono  fra 
6,  tó(|  le  equazioni  caratteristiche 

/     drillo  Q  3wo 

l  s — -.  -  =  sen  H  sen  Wj,  ■^-■ 
1  (Jpa  <?p3  rff'3 

(35)  { 

f  ^ — ^  =  -  sen  y  sen  too  --  . 
\,  3ps  3f,s  3(^3 

Ad  ogni  coppia  di  funzioni  9,  Wa ,  che  soddisfino  queste  due  equazioni 
simultanee,  corrisponde  inversamente  una  superficie  S,,,  le  cui  linee  di 
curvatura  pj^cost"  sono  a  flessione  costante  =  1.  E  facile  dimostrare 
che  le  superficie  So,  corrispondenti  a  queste  forinole,  sono  le  pifi  generali 
con  un  sistema  di  linee  di  curvatura  a  flessione  costante  =  1  ;  ma  qui 
rimanderò,  per  la  dimostrazione,  alia  mia  memoria  nel  t.  XIII  degli  An- 
tiali  di  matematica. 

Osserviamo  ancora  che  dalle  (35)  segue 

5    I  99   S«>o  I  _ 
e,  cangiando  il  parametro  p3,  potiemo  fare  semplicemente 

9ps  9f3 

questa  ultima  equazione  potrà  sostituirsi  nel  sistema  (35)  alla  2.'  di  esse. 

Eliminando  0,  si  ha  evidentemente,  per  determinare  (u,,,  un'equazione 
a  derivate  parziali  del  terzo  ordine.  Ad  un'equazione  del  terzo  ordine  si 
è  pure  condotti,  scrivendo  l'equazione  ordinaria 

«  =  z  («, ,) 

di  queste  superficie. 
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9^01                     3(0      3^(0                    9<u      3V              , 
3p?  9f3         ^      9f.,  9p,  9--.,                3p,  3pj  3^3 

3» 
'■3i, 

9^(0                     3(0      3^(0                  3oi      9=w 

9pi  9p,  9p,          ^  ""  3p,  3pi  3p,  '   "^^  "  3p,  9p,  dp. 

9'to            ^         9u)      3^w      1       ^      9(0      9^0)      ^         ^ 
3,4  3p,        *  "  3p,  3p,  3f,  '   "    "  3r,  3p,  3r„  +  ""' 

9u> 
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310.  Il  nostro  oggetto  è  ora  di  dimostrare  il  teorema  seguente,  che 
è  appunto  l'acceuDato  teorema  di  esistenza: 

Presa  una  superfìcie  Su,  corrlspasìdente  alle  forinole  {21),  (S2),  (33),  se 
pei'  ogni  sua  linea  di  curvatura  p3-=cost^'  si  fa  passare  la  superficie  pseu- 
dosferica, di  raggio  =  1,  che  taglia  ortogonalmente  la  superficie  S,,  lungo 
la  detta  linea,  le  superficie  pseudosferiche  cosi  costruite  apparterranno  ad 
un  sistema  di  Weingarten.  Per  dimostrare  queato  teorema,  riprendiamo  le 
equazioni  fondamentali  (19)  pag.  508,  cui  deve  soddisfare  la  funzione  ca- 
ratteristica (0  (pi,  pi,  f^s)  di  un  sistema  di  Weingarten,  e  scriviamole  qui 
nel  modo  seguente: 

(A)     -j-  —  --J-  =  sen  (!>  cos  io 

dpl  0-J-i 


(B) 


Sarà  provato  il  nostro  teorenaa,  se  dimostriamo  l'esistenza  di  una  so- 
luzione »  del  sistema  simultaneo  (A),  (B),  che  soddisfi  alle  condizioni 
iniziali 

(C)     ,0  =  0.     ,     |^=t.  .    perp,  =  0. 

Ora,  pel  teorema  di  Cauchy,  esiste  certamente  una  soluzione  della  (A) 
che  soddisfa  alle  condizioni  iniziali  (C),  le  quali  individuano  la  soluzione 
stessa  (*).  Tutto  si  riduce  dunque  a  provare  che  la  soluzione  io  della  (A), 
così  individuata,  soddisfa  altresì  le  (B).  Cominciamo  intanto  dall' osser- 
vare che,  ^ej- pi^O,  le  (B)  sono  certamente  soddisfatte,  poiché,  a  causa 
delle  (C),  le  due  ultime  sì  riducono  alle  (38),  che  supponiamo  verificate, 
e  d' altronde  la  prima  delie  (B)  deducesi  dall'  ultima  combinata  colla  (A), 
derivata  rapporto  a  pj.  Se  dimostriamo  che  per  pi  =  0  sono  verificate 
anche  tutte  le  equazioni  che  risultano  dalle  (B),  derivando  le  (B)  stesse 
quante  volte  si  voglia  rapporto  a  pi,  la  nostra  asserzione  sarà  intera- 
mente provata. 

311.  La  proprietà  che  ci  resta  da  dimostrare  è  intimamente  legata  ad 
una  proprietà  generale  dell'  «lemento  lineare  di  una  superficie  a  curvatura 
costante,  osservata  da  Weingarten,  che  qui  brevemente  stabiliremo. 

(*)  Tedi  p.  e.  GouKSAT,  —  Éqiiatiom  aux  derivks  partidhH,  pag.  23, 
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(36)  fflji  dxl  -f-  2  «12  dx,  clX'i  ■■{-  a^^  dxj 

una  forma  differenziale  quadratica,  a  discriminante  non  nullo,  di  cui  K 
indica  la  curvatura,  cerchiamo  se  esiste  una  funziono  ^  ài  Xi,  x^  che  sod- 
disfi alle  equazioni  simultanee 

4'ii  +  Kan-[j=-0  ,    iI)ij  +  Kais<b-=0  ,    ^^e  +  K  fl^j  ■{;  =  0  , 

denotando  ^n, '{'ui 'J'm  ìfi  derivate  seconde  covarianti  di  '^. 
Scrivendo  per  disteso  queste  tre  equazioni,  abbiamo  : 


(D) 


ili 

Sa;.        1  2  i 

3i, 

-Kan'} 

3a;i9a^ 

(12) 

ili 

3i        jl2| 
3*1        i  2  1 

di 
dx. 

-K»„<. 

1221    a*    ,    122]    Si       ^ 


Eguagliamo  i  due  valori  che  risultano  per  ^^r-s--.— .  derivando  la  prima 

rapporto  a  x^,  la  seconda  rapporto  a  a:,  e  similmente  i  due  valori  per 

^ — ^  che  provengono  dal  derivare  la  seconda  rapporto  a  x^,  la  terza 

rapporto  a  x,.  Se  ricorriamo  alle  formole  (II)  del  capitolo  II  (pag.  51), 
e  teniamo  conto  delle  altre 


dx^        dxi 


i  "'^[ì^i    ili, 

1"! 

21        ,    /|121        (221^ 

lo,. — 

(221 

Ui 

SXi            9a;i 

3K            3K 
3a-s          ^  dx, 

escludendo  la  soluzione  ^  =  0.  Ne  segue  K^cost"  e  in  tal  caso  il  si- 
stema (D).  è  iUimitatamente  integraUle  ed  ammette  quindi  tre  soluzioni 
linearmente  indipendenti.  Dunque:  Affinchè  il  sistema  (D)  ammetta  una 
soluzione  '\  diversa  da  zero,  è  necessario  e  sufficiente  die  la  forma  diffe- 


y  Google 


526  CAPITOLO  XI. 

remiate  (36)  sia  a  curvatura  costante;  allora  il  sistema  (D)  è  illimitatamente 
integrabile. 

Se  la  forma  (36)  è  definita,  essa  rappresenta  il  d^  di  una  superficie 
S  a  curvatura  costante  K  e  l' osservazione  al  u.  275,  pag.  466  ci  mostra 
elle,  riducendo  T  elemento  lineare  di  S  alla  forma 

ds^  ^^  da^  -\-  ■/■*  d^^    ,     ■/■  =  y  (a) 
di  superficie  di  rotiizione,  sarà 

•^1  =J  >'  da 
la  soluzione  generale  del  sistema  (D). 

È  chiaro  che,  derivando  le  equazioni  del  sistema  (D),  potremo  espri- 
mere le  successive  derivate  ter<ie,  quarte  etc.  di  ^  linearmente  per 

e,  in  forza  dell'illimitata  integrabilità  del  sistema,  le  successive  deriva- 
zioni non  potranno  mai  introdurre  alcuna  relazione  fra  i])  e  le  sue  derivate 
prime,  cioè,  in  qualunque  modo  si  formi  una  derivata  di  ordine  superiore, 
si  troyerà  sempre  la  medesima  espressione  in  funzione  di 
3$       3J^ 
3xi  '   3iC2  ' 
312.  Ciò  premesso,  ritorniamo  al  sistema  (B),  che  per  pi^O  abbiamo 
visto  soddisfatto,  e   dimostriamo  che,  derivando  le  (B)   ciascuna  n  volte 
rispetto  a  pi  e  poi  facendovi  pi  =  0,  esse  saranno  ancora  soddisfatte.  Per 
ciò  osserviamo  che,  essendo  (o  (pi,  p;,  p^)  una  soluzione  della  (A),  e  quindi 
l'elemento  lineare 

ds''  =  cos^  Iti  rfp5  4"  sen*  w  d[>\ 

appartenendo  ad  una  superficie  pseudosferica  {K=  -  1),  se  nel  sistema  (B) 

.  3(0     . 
in  luogo  di  i—  SI  pone  V,  esso  si  può  scrivere: 

/a^*  111)  30»    ,    111)  3*   ,         „        . 

!  J^_jl2)  3f    ,    112i  3* 

J3pi3p.-|li  ■3pi  +  (2l  3:-, 

1  3^  _  1221  3^        122)  3^ 
\  3p|    ~  j  1  i  3pi  "*"  i  2  I  3pj  ■ 

ed  ha  quindi  la  forma  del  sistema  (D)  del  numero  precedente.  Ne  segue 
che,  in  qualunque  modo  si  formi  dalle  (B)  una  derivata  d' ordine  superiore 

3(0 
di    — ,  il  risultato  sarà  sempre  il  medesimo. 


.* 
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Ora,  se  supponiamo  che  la  proprietà  da  dimostrarsi  sia  vera  fino  alla 
derivazione  d'ordine  n—1  rapporto  a  [/,,  cioè  fino  a 

Io  stesso  accalora  per  una  nuova  derivazione  cioè  per 
d"+''<à  3"+'w  a"+"o) 


(37*) 


apr+^Spa  '   3,'V'  +  '9f^3  3,'=  '   3ri"9ps3f,3' 


Ma  la  prima  delle  derivate  (37*)  si  esprime,  per  mezzo  della  (A),  per 
l'ultima  e  basta  quindi  verificare  la  proprietà  per  la  2'  e  la  3'.  Ora  la  2" 
può  scriversi 

3»+'u)  3    /   3"+%   \ 


3p,"+'3p,3f.3        3pi  \di,,''+'d;J 

ì  per  ^-  ■  ,-j.    ,  che  è  !a  prima  della  (37),  supponiamo  verificata 

àpi  ■■"  q^s 


la  proprietà,  basterà  derivare  la  relazione  in  discorso  rapporto  a  pg  per 
trovarla  verificata  anche  per  ;r—  j-.-^    ,    . 


,  Similmente  si  ha 


Spi"  i5p3  Sf-^        3p3  "  3pi"9p3 

e  la  proprietà,  ma  supposta  per  , — ,    ,  si  veniica  anche  per  i ^^-=  ^i-  ■ 

dp"dp3  3pL    m  9[.3 

Così  il  tpoiema  enunciato  al  n  310  è  completamente  dimostrato.  Non 
sarà  ora  inutile  fai  segmie  alcmie  considerazioni  complementari. 

La  soluzione  m  del  si&tenia  fondamentale  (A),  (B),  ottenuta  col  teo- 
rema di  Cauchy,  e  una  funzione  analitica  degli  argomenti  pi,  pj,  pj;  essa 
è  quindi  sviluppabile  in  sene  di  potenze  per  fs 


essendo  funzioni  di  p,,  p2.  Il  primo  coefficiente  (Uo  è  una  soluzione  della 
equazione 

TT-, ^s  =  sen  cun  cos  ui„ 

dpi  3r4 

e  dipende  dalla  superficie  pseudosferica  iniziale  [-3  ^=  0.  I  coeiScienti  sue- 
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risultano  perfettamente  determinati,  se  si  dà  una  delle  curve  traiettorie 
ortogonali  delle  superficie  pseudosfeiiclie.  Un  sistema  pseudosferico  di 
Weingarten  è  quindi  individuato,  quando  sia  data  una  superficie  pseudo- 
sferica del  sistema  e  una  delle  curve  traiettorie  ortogonali  delle  superficie 
pseudo  sferiche  (*)- 

313.  Facciamo  alcune  applicazioni  del  teorema  d'esistenza,  ricercando 
quei  sistemi  pseudosferici  di  Weingarten  a  curvatura  K=  - 1,  nei  quali 
fra  le  superficie  dei  due  sistemi  f^i  o  p^  figura  una  sfera  di  raggio  =^  1. 

Bisogna  perciò  ricercare  quando  la  superficie  So  del  n.  308  può  essere 
una  sfera  di  raggio  =  1. 

Secondo  le  formole  (32),  dobbiamo  per  ciò  porre 


dopo  di  che  le  (33)  si  riducono  all'  unica  equazione 

Se  F(fj)  =  0,  si  può  fare,  cangiando  il  parametro  fv^: 

«0  =  P3  +  f  k'i) 

e  l'elemento  lineare  (31) 

di^  =  sen'  I  pa  +  'f  (r-'sì  I  4^  +  ^{l 

appartiene  alla  sfera  di  raggio  1  ed  ha  la  forma  geodetica  più  generale, 
cioè  le  le  linee  pB^cost"  sono  sulla  sfera  un  sistema  qualunque  di  linee 


Se  F  (ps)  ^  0,  cangiando  il  parametro  p^,  si  può  fare  F  (p3)  =  l,  indi 

8)  *«  =  M.'«.*|  +  (^-^)'<ir4, 

sondo  ii\  una  soluzione  dell'equazione 


Per  il  risultato  al  n.  245,  pag.  419,  le  linee  sferiche  pj==cost",  cor- 
rispondenti alla  forma  (38)  dell'  elemento  lineare  sferico,  si  ottengono 
come  indicatrici  sferiche  delle  tangenti  per  le  assintofciche  di  un  sistema 
di  una  superficie  pseudosferica.  Dunque:  I  sistemi  pseudosferici  di  Wein- 
garten a  curvatura  K=  -  1,  che  fra  le  superficie  ortogonali  ammettono  una 


(*)  Cf.  la  mia  memoria  negli  Atti  deU-a  E.  Accademia  dei  Lincei  (voi,  IV,  s.  4^,  1887). 
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sfera  di  raggto  ^^  1,  appai  tengono  a  due  clw^hi  disiintc,  ohe  si  ottengono 
colie  costruidom  segìientt  1."  SuUa  sfera  si  fo  acci  un  sistema  arbitrario 
di  linee  L  geodettcamenie  parallele  e  per  ciasvuna  dt  queste  si  faccia  pas- 
sare una  superficie  pseudosferiea  {K  =  ~  1)  ortogotide  alla  sfera.  2."  Belle 
assintoUche  di  un  sistema  di  una  superfìcie  pseudosferica  si  costruiscano  le 
indicatrici  sferiche  li  delle  tangenti  e  alle  linee  L  deUa  costruzione  prece- 
dente si  sostituiscano  le  traiettorie  ortogonali  delle  L'. 

La  1.'  classe,  è  composta  di  sistemi  ciclici  di  Ribaucour,  perchè  le 
linee  sferiche  pa  =  cost"  sono  cìrcoli  di  raggio  =  1  e  la  loro  esistenza 
poteva  anche  deduusi  dalle  proprietà  di  questi  sistemi  ciclici.  I  sistemi 
della  2.'  classe  hanno  al  contrario  una  flessione  ^  1;  ad  essi  sarà  quindi 
applicabile  la  trasformazione  complementare. 

Più  in  generale,  se  si  vuole  che  la  superfìcie  Su  sia  una  sfera  di  raggio 
R,  dovremo  fare  nelle  (32) 


e  per  determinare  lUt,  avremo  l'equazione  a  derivate  parziali  del  2."  ordine 

Come  caso   particolare,  si   può  anche   prendere    per  superficie  So  un 
piano,  facendo 


R 


=  0  (*}  . 


814  Le  considerazioni  relative  al  teorema  d'esistenza,  svolte  negli  ultimi 
numeri,  si  applicano  anche  al  caso  dei  sistemi  triph  ortogonali  contenenti 
una  sene  di  superficie  a  curvatura  costante  positiva,  come  ora  andiamo 
da  ultimo  rapidamente  a  dimostrare. 

Limitiamoci  al  caso,  in  cui  la  curvatura  K  delle  superficie  p3=cost" 
nel  sistema  triplo  ortogonale  sia  la  stessa  per  tutte  queste  superficie  e 
facciamo,  per  semplicità,  K=+l  (**). 

Intendiamo  esclusi  dalle  nostre  ricerche  i  sistemi  pei  quali  le  p3=co8t" 
sono  superficie  di  rotazione,  ovvero  sfere  di  raggio  =^  1.  .allora,  proce- 


(*)  Se  !a  sfera  è  di  raggio  R  <,  1,  si  può  fare  una  tale  trasfoi'mazioEe  di  ] 
che  una  delle  curve  C  traiettorie  ortogonali  del  sistema  di  Weìngarten,  abbia  per 
trasformata  il  centio  della  afera.  (Cf  la  nota  a  pag.  518).  Ne  seguo  che:  Esistono 
infiniti  siatSTni  di  Wdnffarten  pei  quali  le  su^erjkie  pseudo^ericke  passano  per  un 
pwito  fisso  ddh  spasio. 

(**)  Come  già  è  detto  al  n,  307,  lo  stesso  metodo  è  applicabile  anche  al  caso  pin 
generale  in  cui  K  varia  con  p, . 


y  Google 


dendo  come  al  ii.  293,  si  riconoscerà  che  ali'  elemento  lineare  dello  spazio, 
riferito  aJ  sistema  di  Weingarten  (pi,  pa,  ps),  si  può  dare  la  forma 

(39)  ds^  =  cosh'  0)  d(4  -\-  senh'  <o  (?fj|  ~H  (  5~  )   ^t'ì  i 

dove  w  è  una  funzione  di  f<],  fv;,  p^,  che  soddisfa  alle  equazioni  seguenti: 


dia 


3^M  ,  ,        9(0     9'm     ,       ,,       Sui     3*0)  ,  „      3o) 

\  ;r-,-i-  =  -  toh  tó  .  x-  ;^-  -  +  coth  <o  .  X-  s — ^ senh''  <u .  pr-  , 

\  3pa  9p3  °  3pi  9pi  3p3  3ps  3p2  ops  3p3 

le  quaU  non  sono  altro  che  le  equazioni  di  Lamé  per  l'elemento  lineare 
(39).  Applicando  al  sistema  (a),  (P)  i  risultati  del  n,  311,  come  sopra  ab- 
biamo fatto  pel  sistema  (A.),  (B),  troviamo:  Esistono  infinite  soluzioni  w 
del  sistema  (a),  (p),  dipendenti  da  quattro  funzioni  arbitrarie.  Ad  ogni  tale 
soluzione  (>■>  corrisponde  un  sist&ina  di  Weingarten  {^^),  a  curvatura  ^  = +\. 
Dalle  (p)  segue  che  l'espressione 

\cosh(o  9pi  3p3/  Vsenbw  3pj  Spa/  \3p3/ 

della  sola  pj  e,  cangiando  il  parametro  ps,  si  può  fare 


W 

|  +  l>-» 

coshi. 

1  =  0 

V  3ft 

tglii 

3u) 

3"o 

3pi  3p3 

—  coth 

3(0 

3'« 
3pj  9p3 

3>« 
9pi  9pa  3p3 

-tgh 

da 

"•5S 

3'm 
9pi  9pa 

+  coth 

3ai 

"■37. 

3p,  3f, 

^"     Vcoshco  3p,  ap^y    ^  l^senhtó  3p,  Spsy'    "^  VW 

Viceversa  l'equaàone  (v)  trae  seco  le  tre  (p).  (Cf.  n.  301)  e  può  a 
queste  sostituirsi. 

Procedendo  come  al  n.  300,  si  stabilisce  il  teorema  :  Sulle  superficie 
a  curvatura  costante  positiva  di  un  sistema  di  Weingarten,  le  linee  di  equi- 
distanza sono  circoli  geodetici  paralleli. 

Riguardiamo  sopra  due  superficie  p3=cost"  come  corrispondenti  i  punti, 
ove  sono  incontrate  da  una  medesima  curva  coordinata  pa;  allora,  come 
al  n.  294,  si  vede  che  le  assintotiche  (immaginarie)  si  corrispondono  sulle 
due  superfìcie.  E,  se  voghamo  enunciare  il  risultato  sotto  forma  reale, 
potremo  dire:  Sopra  due  supeì-ficìe  psicosi'*  del  sistema  dì  Weingarten  si 
corrispondono  i  sistetni  coniugati  (*). 


(*)  Questa  2,»  pioprietfi  vale  in  generale  anche  ee  K  È  variabile  con  p., ,  (Cf.  pag.  501). 
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Da  ultimo  osserviamo  una  proprietà  delle  curve  coordinate  pg  del  si- 
stema di  Weingarten,  che  segue  subito  dalla  (■().  Conduciamo  le  tan; 
ad  una  tale  curva  e  stacchiamo  aopra  di  questo,  a  partire  dal  punto  di 
contatto  nell'uno  o  nell'altro  verso,  un  segmento  =1;  il  luogo  i 
estremi  è  una  curva  il  cui  arco  è  precisamente  pj.  Dunque  lo  curve  luogo 
dei  detti  estremi  si  corrispondono  per  archi  eguali. 

Non  lascieremo  di  osservare  che,  combinando  questa  proprietà  col 
teorema  di  Bonnet  a  pag.  i47,  si  ottiene  una  singolare  proprietà  del  si- 
stema a>'  di  superfìcie  S'  a  curvatura  media  costante,  parallele  alle  su- 
perficie psicosi''  del  sistema  di  Weingarten  e  distanti  da  queste  di  una 
lunghezza  =  + 1,  Così,  se  indichiamo  con  x\  t/,  £'  le  coordinate  di  un  punto 
di  una  superficie  S',  corrispondente  al  punto  {x,  y,  £)  della  superficie  a 
curvatura  costante  K  =  +l,  avremo 

Adottando  p.  e,  il  segno  superiore  e  formando  da^^+di/^+d^'',  troviamo 

dx^+(hf+dd^  =  e=" {cfc=+f(fjD -  — -—  __ -f/f,  ^j^ -—  — — _ d[jidp^+d[^. 

Considerando  la  supeiùcte  S'  a  cuivatura  media  costante,  variabile  con 
p3,  vediamo  che  essa  varia  m  guisa  da  serbare  la  similitudine  nelle  parti 
infinitesime,  mentre  tutti  i  suoi  punti  descrivono  archi  di  curve  di  eguale 
lunghezza. 
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Kjparlamo  in  questa  nota  ad  un'omissione  liel  capitolo  IV,  dando  le 
formole  relative  ai  raggi  principali  dì  curvatura,  alle  linee  di  curvatura 
ed  aUe  linee  assintofciche  di  una  superficie,  quando  ne  sia  assegnata  l' e- 
quazionc  ordinaria 

^  =  s  te  ») . 

riferita  ad  assi  cartesiani  ortogonali.  Facciamo  per  ciò  nelle  nostre  for- 
ni ole  generali 

U  =  X      ,       V  =  ìf 

e  ponendo,  nelle  solite  notazioni  di  Monge: 

__  d^s  3^s  S^z 

dx^     '  dxdy^  3«/'  ' 

pei  coefficienti  E,  F,  G   della  prima  forma  fondamentale  avremo: 

(1)  E  =  l+j/    ,     F=j,5    ,     a  =  l  +  }'. 
Pei  coseni  di  direzione  della  normale  risulta: 

(2)  X.— -^..    -    ,    Y.--,,^-:«_-=z,  ,    Z  = J . 

yi+p'+s'  vi+i''+!'  Vi+Z+a' 

indi  pei  coefficienti  D,  D',  D"  della  seconda  forma  fondamentale: 

(3)  D  =  ---^'\   -      ,  D'  = -' ,  D"  = '- . 

V1+/+9"  v/l+Z+S"  \/Ì+/+5' 

La  curvatura  media  H  e  la  curvatura  totale  K  della  superficie  sono 
dato  per  conseguenza  dalle  formole: 

(5) 

In  line  notiamo  che  l'equazione  differenziale  delle  linee  assintotiche 
diventa  : 

(6)  /■  dx^^2.sdxdy-\-tdy^  =  ù  , 

e  quella  delle  linee  di  curvatura: 
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vatura sono  Itgati  da  una  reUiiouo  —  Teoremi  di  Ribaucour  relativi  alla  cor- 
rispondenza delle  linee  assintotiche  snlle  due  falde  dell'evoluta  —  Deterrai- 
nazion'a  per  quadrature  delle  linee  di  curvatura  di  una  superficie  W  —  Le 
due  falde  dell  evoluta  di  una  superficie  W  sono  applicabili  sopra  superficie 
di  rotazione  (Tbmema  di  We^rti/aitm)  —  Teorema  reciproco  di  Weìngarteu 
—  Eoime  particolari  dell'elemento  lineare  sferico  corrispondenti  aìle  superficie 
W  —  Applica/ioue  alla  determinazione  delle  superficie  d'area  minima  »-j-|-j-2=0 
e  dellp  superfìcie  di  Wemgarten  2(j; — »-,)  ^  san  [2  (r^-l-r,)] —  Evolventi  e 
ce  iilc    cntaii  1  Ut  Hujerlicic  pseudosfericbe. 

Capitolo  X. 
Siatemi  <o  =  di  raggi  o  congruenze  rettilinee 


Gongvuenze  rotfilinee  —  Punti  limiti  e  superficie  piintipiili  —  Oongruenzc 
isotrope  di  Bihaucour —  -Fuochi  e  sviluppabili  della  longruenza  —  Congruenze 
normali  —  Teorema  di  Beltrimi  —  Teorema  dt  Malus-Dupin  —  (Jongruenze 
con  asseguata  immagine  sferi  a  delle  superficie  principali  —  Congruenze  con 
assegnata  immagine  '.fcrica  li  Ile  sviluppabili  —  1  orinole  relatife  alle  due 
supeitcìe  locali  —  (.ongruen^e  psendosleuLliP  —  Ccngiucnze  di  iTuichard  — 
Superficie  di  Guiohsid  e  di  Tos4 

Capitolo  XI. 

Deformazioni  infinitesime  delle  superficie  e  corrispondenza  per 
ortogonalità,  d' elementi 

Eolaaiono  del  problema  delle  deformazioni  infinitesime  con  quello  delle 
coppie  di  superficie  corrispondenti  si  per  ortogonalità  d'elementi  e  delle  coppie 
di  superficie  applicabili  —  Formoie  fondamentali  di  Weingarten  —  La  funzione 
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caratteristica  r  l  la  eq^uaziono  carettefistica  —  Le  superficie  associate  in  ima 
defoMiazionc  mtniteaima  —  Eiduzione  dell' equazione  oaratteiistiua  alle  due 
forme  uormah  ;^— ^==MB  ,  _-„+A-„  =  Mtì  —  Sistema  coniugato  che  si 

conserva  eoniugattun  una  deformazione  infinitesima  —  Proprietà  delle  super- 
ficie pbe  SI  COI  rispondono  per  ortogoualità  d'elementi  —  Congruenze  di  Ei- 
baucoiir  —  Uenno  di  un  secondo  metodo  per  la  trattezione  del  prohlema  delle 
deformazioni  laflnitesime. 

CAriTOLO  XII. 
Le  congruenze  W P 

Il  teorema  di  lloutiid  relat  vo  alle  eiuazioni  di  Laplace  della  forma 
-g—^  =118  —  Le  congiuen/L  W  illc  e  i  faide  deìli  superficie  focale  e 
corrigpondono  le  linee  assintoticìie  —  Loro  deiivazionc  dalle  deformazioni 
infinitesime  della  suierflcie  focale  —  leoiemi  di  Halplien  gcneialiazito 
—  Le    congiuenza    nomali    ^\     (.ornapondent     alle    equazioni    = — ^   =0 

"  -\-^:—^0  —  Teoieu  i  di  Ti  ili    i-v  sulle  a  peifitie  ^\      lie  hanno  i     iggi 
di  curvatura  legati  dalla  relazione  i  — !■  ^j-  s™  ['«  (''i+i'i)]  —  Dctermi- 

nazione  di  tutte  le  supeifliic  appliciliili  sul  paiaboloide  di  lotazione  —  Con- 
gruenze W  le  CUI  fìldc  della  a  iperfiLie  tocilc  hannc  eguale  e  ivatura  nei 
punti  corrispondenti  —  leorem:  di  fcsent  leiatni  allt  suieth.  i  ìissoniate 
di  queste  superficie  fetali 


Capitolo  XIII. 

I  Sistemi  ciclici 

Londi7  OHI  perche  un  sistema  oo*  di  cuive  ammetta  una  seno  di  super 
flcie  ortogonali  ^  Sistemi  co*  normali  di  eiicoli  —  leoremi  fondamentali  di 
Bibauooi  r  —  Sistema  tnplo  di  supei'fieie  oitogonali  corrispondente  ad  un  si 
sterna  oo^  normale  di  ciicoli  —  Congruenze  {cicliche)  degli  assi  di  un  sistema 
(icliLO  —  (  ondizioni  perchè  una  eongmenzi  sia  cidii,a  —  Le  longiueu/e 
infinito  volte  cicluJie  —  '^lstema  ciclico  in  lui  i  raggi  dei  circoli  sono  tutti 
eguali  —  Foima  del   elemento  1  neare  dello  spizio  iiferito  ad  un  sistema  ci  lieo 

—  liet^in  inazione  delle  imi  ugni  sfcnche  delle  s^iluppaMi  li  i  na  ongiutu^a 
ciclica 

Capitolo  XIV. 

Le  buperlìcie  d  aiea  mimma 

(  enne  storno  —  Poimolp  di  Weierstriss  —  SuperUcie  minime  algebnihc 

—  Superficie  doppie  —  Defoima/ioni  delle  superficie  minime  pei  le  quali  si 
conservano  ad  area  minima  —  Superficie  lumime  aisocutc  —  supeificie  co 
niugate  in  apilicabilità  —  Supcrflcio  miiiiina  a  linee  di  cnriatuie  piane  — 
Supeibeie  mmimo  appli  abili  sopri  superfi  it  di  lotazione  —  Eliioidi  ad  area 
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minima  —  Poimolu  di  Scliwarz  ~  Risoluzione  del  proUema  di  costruite  una, 
auperfide  minima  assegnata  cLg  no  sia  una  striscia  —  Casi  particolari  —  Cri- 
terio per  riconoscere  se  una  superficie  può  deformarsi  per  flessione  in  una 


Capitolo  XV. 
n  problema  di  Plateau  e  la  superficie  minima  di  Schwarz    .  pag.  3G3 

Enunciato  del  problema  di  Plateau  —  Considerazioni  fomlamentali  relative 
alle  due  rappresentazioni  conformi  della  superficie  minima  sulla  sfera  dì  Gauss 
e  sul  piano  della  variabile  complessa  ò  —  Caso  di  un  contomo  a  tratti  rettilinei 
0  più  in  generale  di  un  contorno  di  ScLwarz  —  Caso  del  quadrilatero  sghembo 
formato  da  due  coppie  di  spigoìi  opposti  di  un  tetraedro  regolare  (superficie 
di  Sebwarz)  —  Eete  ottaedrica  sulla  sfera  —  Kappresentaaione  analitica  del 
gruppo  di  24  rotazioni  della  rete  ottaedrica  —  Determinazione  di  P  (i)  per  la 

superficie  di  Sehwara;  P  (t)  =- — ; — ^-  —  Verifiche  relative  al  con- 

v/"1-ì4t«+-s 
tomo  —  Stndio  del  gruppo  di  movimenti  dello  spazio  che  lascia  invariata  la 
superficie  di  Schwarz  —  Proprietà  della  continuazione  analitica  —  Superficie 
coniugata  in  applicabilità  e  gruppo  corrispondente  di  movimenti  —  Teoreioi  di 
ScLwarz  sulla  variazione  seconda  dell'area  di  una  porzione  di  superficie  minima. 


Capitolo  XVI. 
Geometria  pseudosferica 


Bappresentaziono  conforme  delle  superficie  pseudosfeiiche  sul  semipìano 

—  Movimenti  (flessioni)  della  superficie  in  sé  medesima  rappresentati  da  sosti- 
tuzioni lineari  sulla  variabile  complessa —  Altra  rappresentazione  conforme  — 
Geodetiche  parallele  e  angolo  di  parallelismo  —  Trigonometria  pseudosferica 

—  Cenno  sulla  geometria  non  euclidea  —  Rappresentazione  di  Beltrami  — 
Superficie  rappresentabili  geodeticamente  sul  piano  —  Per  una  superficie  pseu- 
do sferica  nota,  la  integrazione  della  equazione  delle  geodetiche  si  riduce  ad 
una  equazione  di  Hi  cesti. 

Capitolo  XVII. 

Trasformazioni  delle  superiìcle  a  curvatura  costante     .    .     . 

Osservazioni  generali  sul  problema  di  determinare  una  supeificie  a  cur- 
vatura costante  K,  assegnatane  una  striscia  —  Le  superficie  pseudosfetìciie 
riferite  alle  assintotiche  e  le  loro  evolute  —  Esistenza  della  superfìcie  pseudo- 
sferica con  due  assegnate  linee  assintotiche  di  diverso  sistema  —  Le  congruenze 
pseudosferiche  e  la  trasformazione  di  Backlund  —  Proprietà  di  questa  trasfor- 
mazione —  Deformazioni  infinit^ime  corrispondenti  delle  superficie  pseudo- 
sferiche —  Trasformazione  complementare  — Trasformazione  di  Lie  — Teorema 
di  permutabilità  delio  trasformazioni  di  Baekluud  e  sue  conseguenze  ^-  Elicoidi 
pseudosferiche  del  Dini  —  Superficie  complementare  della  pseudosfera  —  Su- 
perficie a  curvatura  costante  positiva  —  Trasformazione  di  Hazzidakia  — 
Superficie  a  curvatura  media  costante  —  Deformazioni  di  queste  superficie, 
i  raggi  princijiali  di  curvatura. 
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Capitolo  XVm. 

Generalità  sui  sistemi  tripli  di  superficie  ortogonali.     .    .    .  p 

Coordinate  curvilinee  nello  spazio  —  Teorema  di  Darboux-Dupin  relativo 
ai  sistemi  tripli  ortogonali  e  sue  conseguenze  —  Forma  dall'elemento  lineare 
dello  spazio  ds^  =  ÌJÌ  H-|"H|(ifa  +  Hirf  j  — l'orinole  di  Lamé  per  H,,!!,,  H^ 
e  determinazione  del  sistema  triplo  ortogonale  cornspondonte  —  Tooroma  di 
LiouviIIe  Bulle  rappresentazioni  oontormi  dello  spazio  —  Eaggi  principali  di 
curvatura  dello  superficie  di  un  iistema  tnplo  flessioni  e  torsioni  delle  curve 
coordinile  —  Linee  di  cq^uidistanza  —  Equazioni,  del  Cayley  —  Trasforma- 
zione di  Combescure 

Capitolo  XIX. 
Studio  di  alcuni  sistemi  tripli  ortog:onall  particolari     .    .    . 

Sistemi  che  contengono  mi  sene  di  faiieilicie  di  rotazione  —  s  ?te  u 
ciclici  OS  ulaton  —  Iriatoinoz  one  d  (  onliesi,uie  applicata  a  siste  ii  ciUici 
—  I  sistemi  dernati  sono  i  pii  gener'Ui  dio  abbiano  una  tene  di  cuive 
coordinate  piane  —  Elementi  caratteristici  di  questi  sistemi  e  loro  deteirai 
nazione  per  ^uadratuie  —  Sistema  tnplo  ortogonalp  dello  quadriche  a  centro 
confocali  —  Coordinate  elliftiche  —  (Veodet  (he  delle  qiadriolie  i  centro  — 
Teoremi  di  Lhasles  e  LiouvilIe  —  Geodetiche  dell  eli  aloide  —  Teorema  di 
Joachimsthal  —  beodetiohe  uscenti  dagli  ombelichi  —  Le  linee  ài  cur\itira 
come  ellissi  ed  iporholo  geodetiche  aventi  i  luochi  negli  ombelichi  —  Teoremi 
i    Koberts  e  di  H  rt 

Capitolo  XX. 
Sistemi  tripli  ortogonali  pseudosferici 


Forma  dell'elemento  lineare  dello  spazio  riferito  ad  un  sistema  triplo 
ortogonale  pseudosferico  —  Corrispondenza  delle  assintotiche  —  Efiempii  — 
Trasformazione  di  Backlund  pei  sistemi  pseudosferici  —  Teorema  dì  permu- 
tabilità e  sue  conseguenze  —  Sistemi  di  Weingarten  (sistemi  pseudosfericì  a 
curvatura  costante) — Le  linee  di  equidistanza  sono  circoli  geodetici  paralleli  — 
Sistemi  di  Weingarten  a  flessione  costante  —  Sistemi  ciclici  —  Sistema  triplo 

elicoidale—  luvai'iabilità dell'espressione- — i-(~,  T  )+—s-i\.--,    |— l-r-l 

per  trasformazione  di  Bàeklund  —  La  trasformazione  complementare  pei 
sistemi  di  Weingarten  —  Teoiomi  generale  di  esistenza  dei  sistemi  di  Wein- 
garten —  Sistemi  pseudosfeiioi  di  raggio  =  I  contenenti  una  sfera  di  raggio 
=^  1  —  Sistemi  di  Wengiiten  'i  curiatura  positiva 

Nota  al  Capitolo  I\  
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ELENCO  DELLE  OPERE  CONSULTATE 


bàcklukd 
beltka.mi 
Beltuami 


Beltrami 
Beltbami 

BONHET     . 
BoHE  .       . 

Christoffel. 


Darboux . 
Dauboux . 

Dm   .     . 
Doti    ,     . 


-  Om  yioì-  nied  ìconstani  negaiìv  h'ohiìng.  (Lunds  Univ.  Àl's- 
skriff,  t  XIK,  laUÒ) 

-  Jfiefiehe  di  analisi  applicata  alla  geometria.  (Giornale  di  ma- 
teinatiche  di  Napoli,  t  II,  IIL,  1864-65). 

-  "itóito  fUssione  delle  bupetfme  rigate.  (Annali  di  matematica, 
t  VII,  1865} 

-  S<iggio  dt  mtejpjetaxtone  della  geometiia  nonr&uclidea.  (Gior- 
nale iL  matennatiche,  t  VI,  1868). 

-  Sulle  propnetà  genei alt  delle  sìtper fide  d' area  minima.  (Atti 
dell  Accidemia  di  Bologna,  t.  VU,  1868). 

-  ^ulla  teorica  gene lak  dei  pcr/rawwtri  diffej-enxiali.  {Atti  dell'Ac- 
cademia di  Bologna,  Febbraio  1869), 

-  AIiTumìe  ^!M-  les  suìfa^et.  applicailes.  (Journal  de  l'École 
Polytéeluuiiiie  Cahier  XLI  et  XLn,  1865-67). 

-  TÌKone  de  la  difcumMt&n  des  swfaees.  (Journal  de  l'Eeole 
Pulvtéchniiiue  Cahia  XSXIS,  1862). 

-  Lebeì  die  Ttatis formatimi  de/r  homogenertDiffer&Htialausd/i'ucke 
xweiten  Grades.  (Creile  's  Journal,  t.  70), 

-  Sw  les  eoìtgmenees  des  droites  et  sur  la  ihéoìie  des  sv/rfaees. 
(Annales  de  la Fa^ulté  des  Sciences  de  Toulouse,  t.  VII,  1893). 

-  Legons  sw  la  tìtéorie  generale  des  surfaces.  {Paris-WiUars 
1887, 1. 1,  n  e  i  due  primi  fescicoli  del  t.  Ili  fino  a  pag.  444). 

-  Mémoire  sw  la  tkéoiie  des  eoordonnéés  eurvilignes  et  des  sy- 
stémes  m-tkogonaiw.  (Annalea  acientiflques  de  l' École  Normale 
Supéi-ieui-e  2"'=,  séi'ie  t.  VD,  1878). 

-  Sopra  alleimi  punti  della  teoìia  delle  supet-fìnìe.  (Atti  dell'Ac- 
cademia dei  XL,  serie  3*,  1. 1,  1868). 

-  Jìieerche  sopra  la  teoìia  delle  svperfide.  (Atti  dell'Accademia 
(lei  XL,  t.  II,  1869). 
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